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Drobna prekvapeni spojena s numerickou
integraci

Petr Vodstréil a Jiri Bouchala, Ostrava

Vyuka matematiky je hezka. Jednim z davoda je i skutecnost, ze véci obcas nejsou
takové, jaké se jevi. Napiiklad v fadé textd o numerické integraci hladkych funkci
se piSe o téchto metodach: obdélnikové pravidlo, lichobéznikové pravidlo, Simpsonovo
pravidlo ... , pfi¢emz se (pfinejmensim implicitné) ocekava, Ze uvedené metody jsou
sefazeny i podle (stéle se zvysujici) presnosti. Je tomu skutecné tak? Casto uvadéné
odhady chyb (1) obsahuji ,,pfekvapivy“ fakt, ze odhad chyby obdélnikového pravidla
(s hodnotami pocitanymi vzdy ve stfedech délicich intervalti) je dvakrat mensi nez
odhad chyby lichobéznikového pravidla. Jaky je ovSem skuteény pomér chyb uvedenych
metod (ne pouze jejich odhadit)? To si ukdZzeme v tomto ¢lanku. Zajimavé a prekvapivé
nejsou jenom ziskané vysledky, ale i skutecnost, Ze si pfi jejich dikazech vystac¢ime
s pomeérné elementarnimi znalostmi. I proto mohou nasledujici fadky poslouzit jako
zpestieni vyuky prvniho semestru matematické analyzy nebo numerické matematiky.

Nejdiive se domluvme na nésledujicich pojmech a znaceni. Predpoklddejme, zZe
funkce f je spojitd na intervalu (a,b) a uvazujme pro kazdé pfirozené ¢islo n ekvi-
distantni déleni a = xg < 1 < ... < Tp—1 < z, = b intervalu (a,b). Obdélnikovym
pravidlem (s hodnotami poéitanymi ve stfedech délicich intervali) rozumime kvadra-
turu tvaru

s chybou
b
o(n) = / f(z)dz — O(n).

Podobné budeme znacit lichobéznikové pravidlo a jeho chybu:

L(n) = b;“ > f<xi—1)2+ 1@ ::/ f@)dz — L(n).

Pfipomenme si znamé odhady tykajici se chyb zminénych kvadraturnich formuli
(viz napft. [1]).

Mgr. PETR VODSTRCIL, Ph.D., a doc. RNDr. Jitf BoucHALA, Ph.D., Katedra apliko-
vané matematiky, FEI VSB-TU Ostrava, 17. listopadu 15, 708 33 Ostrava-Poruba, e-mail:
petr.vodstrcil@vsb.cz, jiri.bouchala@vsb.cz

278 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 4



Véta 1. Necht f € C?({a,b)) an € N. Pak plat{

a3 a3
=9 ax @) )< L e @)l )

< \0V—a) AN
|0(n)| = 247’12 :cE(a,b) 12712 ze(a,b>

Nyni pfistoupime k vypoctu skuteénych chyb a podivame se, jak se chova podil
o(n)
I(n)

pro velka n.

1. Porovnani chyb obdélnikového a lichobé&Zznikového pravidla

Lemma 1. Necht f € C?({(a,b)) an € N. Pak

1) existuji body n; € (x;—1,x;) takové, Ze

ofm) = &) > 7 )

it) existuji body &; € (x;—1,x;) takové, ze

I(n) = — "1;”‘;) > (3)

Dikaz:
Ad i) Nejdiive vyjadieme pocitanou chybu o(n) uZzitim funkci

c;+x

i) ::/ F(t) dt — 22 f(cy),

:; (/ F(t)d ¢ (ci)> :g;Gi <b2n“). (4)

Nyni se pokusime vyjadrit G; ( ) pomoci druhych derivaci funkce f. Metoda je jed-
noducha: funkce G; nejdiive dvakrat zderivujeme, ziskané druhé derivace odhadneme
prostiednictvim cisel

tj.

m;:= min f’(t), M;:= max f"(t),
te(w;—1,z4) te(w;—1,z4i)

a potom tyto odhady dvakrat zintegrujeme. Protoze
Gi(z) = flei +x)+ flei — x) — 2f (i),
Gi(x) = f'(ci +a) = f'(ci — 2),
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existuji diky Lagrangeové vété o stiedni hodnoté ke kazdému z € (0, b-a > ¢isla

2n
Nz, € (¢; — @, ¢; + x) takova, ze
G (x) = 221" (N24)-
Odtud dostaneme, Ze pro kazdé = € <0, b;—n“> je
2m;x < G (z) < 2M; .

A nyni tyto nerovnosti dvakrat zintegrujme, a to nejdfive pfes interval (0, x):

mr? = / 2mtdt < / G/ (t)dt = Gi(z) — G}(0) = Gj(z) <
0 0

§/ oMt dt = M;x?,
0

a potom pfes interval (0, %% ):

b—a\3 b-a b—a
m; = 2n 2n
0 0

3
b—a 3
b— b— T M. (=2
=G; a4 - Gi(0) = G; a < ’ Maz? de = M
2n om o 3
Odkud ziskdme nerovnosti
m; S 4Gy i"a) < M;.

(;‘1

n

Ze spojitosti f na intervalech (z;_1, x;) plyne existence ¢isel n; € (x;_1, x;) spliiujicich
vztahy

A k dokonceni dtikazu 4) staci dosadit

6 () - S

do (4).

Ad i) Budeme postupovat podobné jako pfi diikazu tvrzeni ¢). Definujme funkce

ci+x
()= [ f®dt = (flei =)+ flei+ o).

i—
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Pak

n

i=1 i=
a protoze pro kazdé z € (0, l’;—n"> je
Fi(z) = —(f'(ci +2) = f'(ci — 2))x,
Fita) = - (HEFD T =D g0 () = = ),

existuji (opét vyuzivame spojitosti f” a Lagrangeovy véty) body $g.,tz: a ky;
v intervalech (¢; — x,¢; + x) C (x;-1,x;) takové, Ze

Fi'(x) = = f"(s2,0)22 = [ (te,i)20 = = f" (kai )42,

a proto
—AM;z S F'(z) < —
1

0, >
—2M;2* < F!(x) — F/(0) = F/(z) £ —2m;a?,

3

A opét tyto odhady zintegrujme pies interva

a pak pfes interval <0 ﬂ>:

7 2n

Odtud plyne, ze

a proto (viz spojitost f” a (5)) existuji body & € (z;_1,x;) takové, Ze

- b—a " (b—a)®,,
z(@:ZFi( 5 )zg—(lgng) 17(&).

1=

O

Pozorovani. Vsimnéme si, Ze odhady (1) jsou snadnym disledkem rovnosti (2)
a (3). Navic z uvedenych rovnosti vyplyva i tvrzeni nésledujici véty obsahujici — za
dodate¢ného a zde nezbytného predpokladu f/(a) # f/(b) — informaci, ze obdélnikové
pravidlo je pro velkd n zhruba dvakrat lep8i nez pravidlo lichobéznikové.

Véta 2. Necht f € C?({a,b)) a necht f'(a) # f'(b). Pak plati
(n)

. 1
lim —~ = ——.
—o0 [(n 2

~—
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Diikaz. Uvédomime-li si, ze predpoklad f’(a) # f'(b) vlastné znamend, ze
b
| @ o,

muzeme diky (2) a (3) a zndmému tvrzeni o konvergenci integralnich soucti

. n _ n b
S ) = im0 S e = [ ) ds
i=1 i=1 a

n

lim
n—oo n

vétu dokdzat pfimym vypoctem:

b—a N ()
poom) 1T 20Ty e
nn I(n) e 2 ba f: (&) 2 f; f"(x)dx 2
iz ’ 0
Tlustrujme si tvrzeni (6) vySe uvedené véty obrazkem. Uvazujme ffs 116;"‘1 dx a pro-
hlédnéme si, jak se méni podil 2% | zvétsujeme-li n. (Uz vime, e lim 2% = —1))
i(n) 00 I(n) 2
[ ] [ ]
® n
Te T T T T T |
0 50 100 150
—_— T - _..'.-'o
o®

_3_

I(n)

Otéazkou zlistava, co lze ¥ici o podilu chyb v piipadé, ze f/(a) = f'(b). Céstecnou

a dosti piekvapivou odpovéd poskytuje nasledujici véta.
f/(b) a necht f"(a) # f"(b). Pak plati

Véta 3. Necht f € C4((a,b)), f'(a)
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Dikaz. Podobné jako pfi dikazu lemmatu 1 lze dokdzat (funkce G; a F; je ovSem
tfeba derivovat a nésledné integrovat ¢tytikrat), ze

i) existuji body 7; € (x;_1,x;) takové, ze

(b—a)
// 4)
24n3 z_: FHe) + G0 aams Z /

it) existuji body o; € (x;_1,x;) takové, ze

(b— a)5 -
2 : // 2 : 4
12n3 /(e 153205 f( )(0 )
i i=1

i=1

I(n)=—

Nez se pustime do vypoctu piislusné limity, vSimnéme si, Ze z tvrzeni (2) (apliko-
vaného na funkci f”') a z pfedpokladu f'(a) = f'(b) plyne

_ n b
e = [ ey = O Zf‘*)
- =0

a proto

1b—a 1 b
// . _ (4)
nlljf;cb_aZf ¢) = lim —or— J(n;) = 24/ @ (2) da.

=1

A zbyvajici ¢ast diikazu uz je jen snadnym technickym cvicenim

a)s - 4
24n3 Zf “ 60 3215 > fPm)
=1

o(n)

n—oo [(n n— 00 (- a vy —a @
- gf (@)~ 153508 2210
(b Z f// — a Zf(4) T
24n4 60 32n* !
= lim =

n=ee (b —a)t " b—a —a )
1204 [—azf 1 15 .- 32714[ Zf4 ‘”]

1 1 b
1 @)
( 24~24+60~32>/u f ) de

Lo ) [ 9w
1224 15-32) J, A
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n
i T T T T T T T T T T T T T T |
0:. 50 100 150
-0,54 »
__1 __ ...-."_ S——— T"..-......'
-1,59
_2_:
O(I’l) e

I(n)

Situaci z pravé dokazané véty si ilustrujme pomoci integralu

/10 1 T \2
IENES AR
~10 .’172 + 1 101

s oy . - omn ve 1 4 . s
Opét si muzeme prohlédnout zavislost % na n a porovnat pfislusné podily s jejich
n
limitou —%.

Da se tusit, ze ziskané vysledky lze déle rozsifovat. Za jistych predpokladt tykajicich
se 1 vyssich derivaci prislusné integrované funkce je mozné dokazat, ze lim e muze

w5 1(n)

, . r < 31 127
nabyvat i mnoha dalsich hodnot, napt. —55, —135, ---

Ukazali jsme si, ze v fadé ptfipadd obdélnikové pravidlo — s hodnotami poéitanymi
ve stfedech délicich intervalti — predc¢i pravidlo lichobéznikové. V nasledujici kapitole
uvidime, Ze cCasto lze i samotné obdélnikové pravidlo vylepsit. Budeme uvazovat
»zobecnéna“ obdélnikova pravidla, kdy hodnoty funkce f nepocitame ve stfedech c;,

ale (pro dané X € (0, 1)) v bodech

b—a

Cri = Ti—1+ /\($Z — xi_l) =z, 1+ A -

Tzn. zabyvejme se kvadraturou tvaru

s chybou ,
ox(n) := / f(z)dz — Ox(n).
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Zavislost chyby zobecnéného obdélnikového pravidla na volbé A

I zde zavisi nasSe vysledky na dodatecnych predpokladech tykajicich se vzajemného
vztahu hodnot funkce f (pfipadné jejich derivaci) v krajnich bodech a a b. V dalsim
budeme porovnévat chyby oy(n) s chybami standardnich obdélnikovych pravidel, tj.

s o(n) = 01(n) a op(n).
Vé&ta 4. Necht f € C*({(a,b)), A € (0,1) a necht f(a) # f(b). Pak plati

lim oA (n)
n—o0 0 ('n,)

=1-2\

Dusledek. Je-li navic A # %, plati téz

Neptehlédnéme tuto interpretaci tvrzeni véty a jejiho disledku: za uvedenych predpo-
kladi je obdélnikové pravidlo nejlepsi, poc¢itame-li s hodnotami ve stfedech intervali
déleni (A = ) a nejhorsi, volime-li krajni body (A = 0 nebo A = 1).

Situaci ilustrujme tabulkou chyb, kterych se dopustime pfi numerickém vypoctu
integralu fO% sin x dz.

n =10 n=15 n =20 n = 100
oo(n) 8,06 - 102 5,33-1072 3,98-1072 7,87-1073
oé(n) —1,03-1073 —4,57-107% —2,57-107% —1,03-107°
oé(n) 4,72-1072 3,15-1072 2,36-1072 4,71-1073

Diikaz véty 4. Tentokrat si vyjadieme zkoumanou chybu ve tvaru

onim =3 (1) @

i=1

kde ex it (1=
Hi(z) ;:/ £ dt— f(ers).

i — AT

Protoze
Hz/(x) = (1 — )\)f(C)\’i + (1 — )\).’L') + /\f(C)\}i — )\CL') - f(c/\,i),
H/'(x) = (1= A)?f"(cai+ (1= N)x) = N f/(cxi — Ax)
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a protoze z Taylorovy véty vyplyva, ze existuji body &; € <0, b:—La> takové, ze

s _ 9
H; (b__a) :Hi(0)+HZ((0)b_a+Hi (51) (b a> |
n - 5
=0

je (viz (7) a (8))

or(m) = L= [(1— VYT () A2Zf 5]

kde
Sri=coni— A, &=+ (1= N)E& € (@im, 2).

A jelikoz analogicky lze odvodit, ze existuji body n; € (x;_1, z;) takové, Ze

Oo(n b—a Z

je zbyvajici ¢ast dikazu snadna:

) ~l(1—x>2z (©.) AZZf 511]

n— oo oo(n n— oo (b _ a)

ox(n)

= lim Zzlb = st =
n—oo —a ,
o Zf (1)
=1
b
(1—=2)) [ f'(z)dz
- —Ja —1-2)\
f(x)dx

O

Na zavér si jest€ ukazme, co lze Fici o limit€ lim, o 0252)) je-li f(a) = f(b) (tzn.

fa f'(z)dx = 0). Uz nés jisté nepiekvapi dodateény predpoklad tykajici se hodnot

derivace funkce f v krajnich bodech a a b.

Véta 5. Necht f € C?((a,b)), A € (0,1), f(a) = f(b) a necht f'(a) # f'(b). Pak plati

im 20 _6x2 6y,
n—00 0g n)
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~evs

ukaze, 7e z predpokladu fa f'(z)dz = 0 vyplyva

Tim. if’(au,i) ~(r-3)/ () da
i=1 @

a ze (podobné jako v pfedchazejicim diikazu) z Taylorovy véty vyplyva existence bodi
€1,y €2 € (wio1, 7)) takovych, Ze

ox(n) = ()\ - 7)

b — CL [AS Zf// 51 ; (1 . /\)3 Zf/l(€2,i)] )

A je jenom technickym cvicenim ukézat, Ze z téchto vztahu plyne

0x(n) l(A;)Q L ]/f

lim = 76/\2 —6A+1.
n—o00 00(7’1) |:_ + :| / f//
O

Vsimnéme si tohoto dusledku pravé dokazané véty. Za uvedenych predpoklada bude
zobecnéné obdélnikové pravidlo nejlepsi, zvolime-li za A néktery z kofenti polynomu
62 — 6 + 1, tzn.

=0, 79.

l\.')l»—l
@m

n =10 n=15 n =20 n = 100

1,65 102 7,32.1073 4,11-1073 1,64-1074

)
o1(n) | —8,25-107% | —3,66-107% | —2,06-10~° | —8,22-107°
)

6,64 104 2,04 -10~4 1,65- 104 6,58 106

ox. (n) 4,52-10~¢ 8,92-10~7 2,82-10"7 | 4,51-10710

Podékovani. Tato prace byla podpofena grantem MSMT MSM6198910027.
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