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Matematické modely ocenovani
americkych kupnich opci

ITvan Hlavdcek, Eliska Vejchodskd, Praha

Zajimavym prikladem pronikani moderniho matematického aparatu do nejruznéjsich
obori lidské ¢innosti je oceniovani nékterych finanénich derivat. Tak ¢asovy priubéh
ceny (hodnoty) americké kupni opce byl simulovan jako ,,problém s volnou hranici“ pro
jistou degenerovanou parabolickou diferencialni rovnici. Za tento objev dostali Merton
a Scholes [11], [4] Nobelovu cenu v ekonomii roku 1997. Zminény problém vede pak
na varia¢ni nerovnici, coz umoznuje konstrukci ptibliznych feseni pomoci kombinace
metody koneénych prvki a koneénych diferenci v ¢asové souradnici [3], [1], [12].

Cilem tohoto ¢lanku neni tvod do teorie financ¢nich derivatd a americkych opci
zv1asté, nybrz pouze kratky nahled do matematické simulace této problematiky v sou-
casnosti. Vyklad je zaméfen na odborniky, ktefi se vyznaji v matematické analyze a
numerickjch metodach. Ctenaf si vSak zaslouzi alespori zakladni informace o kupnich
opcich.

Americké kupni opce patii mezi finanéni derivaty. Finanéni derivaty jsou smlouvy
obsahujici jisty zavazek ohledné uréitého podkladového (bazického) instrumentu, kte-
rym jsou napf. cenné papiry, ménové kurzy apod. Derivaty maji terminovy charak-
ter, tj. doba vypofddani smluveného obchodu (napf. koupé akcii) je odlozena do
budoucnosti. Tim, jak se v priibéhu platnosti derivatu méni hodnota podkladového
instrumentu, méni se i hodnota derivatu. Zaroven plati, ze derivaty vyzaduji zadnou
nebo nizkou poc¢atecni investici oproti jinym kontraktim reagujicim podobné na zménu
trznich podminek [6], [8]. Derivéity jsou nastroje s nulovym sou¢tem ziskii a ztrét pro
smluvni partnery, tj. pokud jeden subjekt ma z derivatu zisk, druhy nese ekvivalentni
ztratu [8].

Derivaty se rozsifily predevsim v 80. a 90. letech minulého stoleti. Jejich ptvodni
zamyslenou funkci byla predevsim ochrana pfed uréitymi trznimi riziky. Jak ovSem
uvadi Jilek [8], skuteénad situace je zcela jind. Hlavnimi hnacimi silami rozvoje derivatt
jsou podle néj maximalizace zisku bank na tkor klient?, (mysli se tim nap¥. zdmérné
vnucovani nevyhodnych derivati podnikim), dafiové podvody, tunelovani jednéch
subjektti jinymi prostfednictvim nevyhodnych derivati, spekulace a az v posledni
fadé zajistovani se vidi riziku.

Mnohé subjekty se podle Jilka s derivaty poustéji na tenky led. Bud u nich neexistuji
odbornici, ktefi by je uméli ocenit, nebo investuji do pfilis rizikovych druht derivati.
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Z toho vyplyvaji znacné ztraty, které nakonec mohou zaplatit danovi poplatnici,
jako tomu bylo v 90. letech pfi kryti ztrat ceskych bank z Gvérovych derivatd (tj.
derivati,, pomoci nichZ se prevadi uvérové riziko). Také americkd energetickd firma
Enron doplatila v r. 2001 krachem mj. na angazmé v derivatech. Jilek nabada spise
k obezfetnosti pfi vyuzivani derivatd a nabada jednotlivce tihnouci k hazardu radéji
k vyuzivani loterii, které nejsou pro ekonomiku statu nebezpecné tak, jako je hazard
prévnickych osob. I pfes vySe zminéné nebo mozna praveé proto je dilezité oceniovani
financ¢nich derivat porozumét a dale pro né rozvijet pouzitelné matematické modely.
Financni derivaty totiz tvoii vyznamnou slozku transakci mnoha velkych instituci.

Americkd kupni opce je jako ostatni derivaty smlouvou mezi dvéma partnery.
Kupujici této opce mé pravo (ale nikoli povinnost) koupit uréity podkladovy instru-
ment (napf. akcie) za predem dohodnutou (realiza¢ni) cenu v pribéhu dohodnutého
Casového intervalu. Kupujici plati prodavajicimu tzv. opéni prémii (tj. cenu, za kterou
si opci koupi) jako odménu za znevyhodnénou pozici prodéavajictho [6], [8]. Béhem
své zivotnosti méni opce svou hodnotu (cenu) na zikladé zmény ceny podkladového
instrumentu a dalSich parametri. Do této ceny se jiz nijak nezobrazuje op¢ni prémie.
Tu je moZné povazovat za utopeny (neboli jiz ztraceny) ndklad. Pomoci riznych
ocenovacich modeli mutzZeme cenu opce v urcitém okamziku béhem jeji Zivotnosti
vypocitat.

Dale uvedeme nékteré matematické modely americké kupni opce, kde je podklado-
vym instrumentem akcie, tzn. do modelu je zahrnuta i vyplata dividend. Vyjdeme
z ,alohy s volnou hranici“ [4], [11]. Jde o parabolickou rovnici

ow 1 , ,0%w ow
5—50‘%%—(7'—601'%4—7'10:07 (%t)ED, (1)
s pocatecni podminkou
w(@,0) = (- 2)" (2)
a okrajovymi podminkami
w(0,t) =0, (3

kde
D={(z,t):0<z<s(t),t€(0,T]}. (6)

Vyznam jednotlivych oznaceni:
s(t) je nezndmé funkce (soucéast FeSeni tlohy), popisujici ,volnou hranici
(optimalni realiza¢ni k¥ivku),
w = cena americké kupni opce,
x = cena podkladového (bazického) instrumentu,
T = celkova doba platnosti smlouvy,
t =T —t,., kde t, je redlny cas od zacatku platnosti smlouvy, tzn. zbyvajici
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zivotnost op¢niho kontraktu, nebo také splatnost opce,

o = volatilita ceny podkladového instrumentu, tj. pomér standardni odchylky
ceny podkladového instrumentu a stfedni hodnoty ceny podkladového instru-
mentu,

r = bezrizikova trokova mira,

d = mira vynosu z akcie vyplatou dividend (obdoba trokové miry),

7 = predem stanovend cena podkladového instrumentu (realizaéni cena),

(x — Z)" = max{0,2 — Z} = funkce vynosu z opce.

Poznamenejme, ze T, 0,7,d, Z jsou ptedem dané kladné konstanty.
Zavedeme-li novou funkci, tzv. ¢asovou hodnotu kupni opce

u(z,t) = w(z,t) — (x — 2Z)7T,

muZeme definovat tzv. slabé feSend u(xz,t) problému (1)—(6), (viz [2]):
Protoze existuje konstanta Sy takova, ze

5(t) = So

pro vSechna t € I = [0,7T], miZzeme zvolit libovolné S = Sy, definovat & = (0,5) a
slabé Feseni na obdélniku € x I jako funkci

ue{vel”(I;Hy () :a 0w e L? (I, L*(Q))} (7)
takovou, Ze kromé pocatecni podminky
u(z,0) =0, (8)

plati
(2720u,v) + a(u,v) + (¢H (u),v) = c*v(Z)/2 9)

pro viechna v € H} () a skoro vSechna t € I, kde
a(u, 02(9p, 00) — (r — d)(Opu, ™ M0) + r(z ™ u, 27 M),
/fgdx q(z) = (7 d — 2™ *rZ)H(x — Z),
= 0/0t, D, = 0/

a H(-) je Heavisideova funkce.

V definici se vyuziva toho, ze podle (4) je u(s(t),t) = 0, takze funkci u lze rozsifit
nulou na oblast (2 x I)\D a definovat slabé feSeni na celém obdélniku Q x I. Snadno
se ovéri, ze kazdé Feseni puvodni dlohy (1)—(6), rozsifené nulou, je slabym Fesenim.

Badea a Wang [2] dokézali, Ze:

existuje pravé jedno slabé feseni u(x,t),
x7lu € L®(I; L3(Q)), 0,u € L*>(I; L*(Q)),
uz0adu=>0vQxl,
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u>0vDau=0v (QxI)\D,
Zmax(r/d,1) < s(t) £ Sy pro vSechna t € I,
So=ZMN(A—1), kde
AN=0"2(02/2 —r+d+[(0?/2 -7 +d)? +2ro?]/?),
hodnoty u(z,t) v D nezavisi na volbé konstanty S.
Celkem snadno se da odvodit (viz [3]), Ze slabé feSeni w € K pro vSechna ¢t € I
vyhovuje pro skoro vsechna t € I a vSechna v € K parabolické varia¢ni nerovnici

S

(2720w, v — u) + a(u,v — u) + / qv —u)dz = o*(w(Z) —u(2))/2 (10)
z
a pocatecni podmince
u(z,0) =0, (11)
kde
K ={ve H;Q):v(x) = 0 pro z € Q}. (12)

Na zékladé varia¢ni formulace (10)—(11) se da dokéazat (viz [7]), Ze FeSeni z&visi
spojité na parametru volatility o. Tento parametr je totiz jediny, ktery neni pfimo po-
zorovatelny na finanénim trhu. Spojitost je dokdzéna jednak v prostoru L?(I; H} (1))
a jednak pro z~lu(t) a skoro vSechna t € I v prostoru L%(Q).

Problém (10)—(11) lze vyuzit také ke konstrukci numerické metody tesent (viz [3]),
jestlize napfed symetrizujeme bilinedrni formu a(u, v).

Efektivnéjsi zptisob feseni spoc¢ivd ve vhodné transformaci proménnych (viz [1]),
ktera redukuje parabolicky operdtor v rovnici (1), resp. v (10), na operator rovnice
vedeni tepla (s konstantnimi koeficienty).

Definujeme-li tedy nové proménné

¢ =In(z/2), T =0%t/2, (13)
T=0T/2 a=r—do2-1/2, f=0®+2rc"2, (14)

odvodime novou ulohu s volnou hranici

O — Oceu = f, u>0pro0 < & <&*(r), 7€ (0,T), (15)
u=0pro (1) ¢ < X, u(£,0)=0pro € €0, X] (16)

s okrajovymi podminkami

Oeu(0,7) = Au(0,7) — b(7), (17)
u(§*(),7) =0, (18)
deu(§"(7),7) =0, (19)

pro viechna 7 € [0, 77.
V podmince (17) v8ak vystupuje nelokalni integralni operator

T

Au(0,7) = n_l/Qi / (1 — 2)"Y2u(0, 2) dz
0
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a dale
b(r) = exp(57);
v rovnici (15) je
f(& 1) =2072(r — d exp§&) exp(ag + B7),
X =1In(S0/2).

Operdtor A : HY*(J) — H~Y%(J) je pozitivné definitni isomorfismus, kde jsme
oznaéili J = (0, 7). Pro funkce v € H'/*(.J) takové, ze v(0) = 0, plati

Av(r) = Boyv(r), (20)
Bp(r) = Tt_l/Q/O (r— z)_1/2<p(z) dz, (21)

coz lze odvodit z fundamentalniho feSeni standardni rovnice pro vedeni tepla.
Vztah (20) se pak vyuziva pii aplikaci metody koneénych prvki.

Problém (15)—(19) vede k nésledujici definici prostfednictvim varia¢ni nerovnice na
obdélniku (0, X) x (0,7) (viz [1]):

Oznacime-li 2 = (0, X), zavedeme prostory

HL(Q) = {ve H(Q) : v(X) = 0}, (22)
Y ={ve L*(J;HL(Q)) : v(0,7) € HY*(J), v =0 na Q x J} (23)

a bilinedrni formu

Zt(u,v):[ O¢u Ocv dE,
I

mame najit u € Y takové, ze d,u € L?(J; L%(R)), u(£,0) = 0 a pro viechna v € Y
plati

/ [(Oru, v—u) + a(u, v—u)] dT + (Au, v—u) = /(f, v—u)dr + (b, v—u). (24)
J J

(Zde (-,-) znaci dulni parovani prostortt H—/4 a H/4))

Vyhodou této formulace je, Zze X je v praxi podstatné mensi nez Sy, takze feseni se
hled4 na velmi izkém obdélniku.

Allegretto a kol. [1] navrhli numerické feseni tlohy (24) na zdkladé metody koneé-
nych prvki v intervalu Q a zpé&tngch diferenci v intervalu .J. UvaZovali standardni
prostory Vj, C H}E(fl) koneénych prvki, definovali mnoziny

Ky, ={veV,:vz=0}, (25)

N
Y = {v = Z VnXn(T), Un € Kh}, (26)
n=0

kde x,, znaéi charakteristickou funkeci intervalu (7,,—1, 7], pFicemz
Tn—Tn-1=k= T/N,
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jako aproximace mnoziny K a prostoru Y. Autoti ¢lanku [1] vypracovali i teorii odhadi
prislusnych chyb numerického feseni.

Na tyto vysledky navazali Lin, Liu a Zhang v ¢lanku [12]. Za uréitych pfedpokladi
o regularité pfesného feSeni dokézali pro aproximace navrzené v praci [1] superkon-
vergenci numerického feseni. Studovali také ,postprocessing” pomoci interpolace po
¢astech kvadratickymi polynomy. Zavérem poznamenejme, ze existuje cela fada dalsich
numerickych aproximaci ocenovani americkych opci, jako napf. tzv. binomidlni me-
toda, Monte Carlo simulace, metoda koneénych diferenci, genetické algoritmy, metody
rozkladu oblasti aj. — viz citace asi patnacti ¢lankt v préci [12]. V naSem pfispévku
jsme se omerzili jen na nékteré postupy, které se vyznacuji solidnim matematickym
zékladem spolu s odhady chyb.

Prvni z autorii dékuje za podporu grantem IAA 100190803 Akademie véd Ceské
republiky.
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