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John Tate ziskal Abelovu cenu za rok 2010

Michal Krizek, Praha, Lawrence Somer, Washington

1. Uvod

Abelova cena je povaZovéana za ,Nobelovu cenu® za matematiku. Jeji finanéni ohodno-
ceni kolem 1 miliénu dolari je stejné jako u Nobelovy ceny za fyziku. Abelova cena se
udéluje za vyjimecéné hluboké vysledky, které vyznamné ovlivnily matematické védy.
V letosnim roce ji ziskal americky matematik prof. John Tate z University of Texas
v Austinu za price v oblasti algebraické teorie éisel (viz [18]). Dne 25. kvétna byl
pfijat k audienci v kralovském palaci v Oslu. Poté v hlavni aule univerzity v Oslu
prevzal Abelovu cenu z rukou norského krale Haralda V. Pfi této pfilezitosti prednesl
slavnostni proslov pfedseda Norské akademie véd (Norwegian Academy of Science and
Letters) Nils Ch. Stenseth a pfedseda vybérové komise (Abel Committee) Kristian
Seip. Dalsi den pak pronesl prof. Tate laureatskou prednasku na téma:

The arithmetic of elliptic curves.
O eliptickych kfivkadch pojednédme ve 4. kapitole. Pfipomeneme i nékteré jejich
aplikace v kryptografii.
Tateovy vysledky z teorie eliptickych kfivek podstatné prispély k dukazu Velké
Fermatovy véty!) — jednoho z nejslavnéjsich matematickjch problémii (viz nap.
[10], [12], [13], [14]). Tato véta Fik4, Ze neexistuji pfirozena ¢isla n > 2 a a, b, ¢ tak, ze

a” +b" =c". (1)

Abelovskou prednasku pii predani ceny mél proto Cest proslovit Richard Taylor na
téma: The Tate Conjecture. Pfipomenme, ze to byl pravé Taylor, ktery spolecné
s A. Wilesem dokézali Velkou Fermatovu vétu (viz [17]). Dalsi pfehledovou pfednasku
mél Andreas Enge na téma: The Queen of Mathematics in Communication Security,
v niz poukdzal na prekvapivé aplikace teorie é&isel v kryptografii.?) Na vecernim
banketu pak promluvil mj. Michael Atiyah, ktery ziskal Abelovu cenu v roce 2004.

1) V originéle ,,Fermat’s Last Theorem“, coZ se vétSinou interpretuje jako , posledni nevy-
feSeny z Fermatovych problémt“. Poznamenejme ale, ze nap¥. problém, zda je Fermatovych
prvocisel nekoneéné mnoho, dodnes nebyl vyfesen [5].

2) Clanek [7] na podobné téma vysel nedavno i v PMFA (viz téz [19]).
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2. Kdo je John Tate?

John Tate se narodil 13. bfezna 1925 v Minneapolis. Titul bakalare ziskal na Harvar-
dové univerzité a doktorat na univerzité Princetonu. Jeho skolitelem byl Emil Artin.
V soucasnosti J. Tate bydli se svou manzelkou Carol v Cambridge ve staté Massa-
chusetts. Je otcem t¥i dcer.

Obr. 1. JouN TATE (foto Charlie Fondville), viz [18].

Prof. Tate se proslavil zejména svymi pracemi z algebraické teorie ¢isel a algebraické
geometrie. Pokud by se méfil vykon matematika poc¢tem matematickych termint,
které jsou po ném pojmenovany, pak by John Tate mohl byt prekonan snad je-
diné Gaussem. Jeho jméno totiz nese Tateova kohomologie, Tateova véta o dua-
lité, Barsottiovy—Tateovy grupy, Tatetiv motiv, Tatetitv modul, Tateova krivka, Ta-
tetv cyklus, Hodgetiv—Tatetv rozklad, Tatetv algoritmus, Néronova-Tateova vyska,
Mumfordovy—Tateovy grupy, Tateova izogenni véta, Hondaova—Tateova véta pro abe-
lovské variety nad konecnymi télesy, Serreova—Tateova deformacni teorie, Serretiv—
Tatetv parametr, Tateova stopa, Lubinova—Tateova grupa, Tateovy—Shafarevichovy
grupy, Satoova—Tateova domnénka aj.

Tateovy vysledky jsou také jadrem nékterych samoopravnych kédi, které umoznu-
ji mirné poskozenou informaci opravit. Toho se vyuziva pfi ochrané CD diska pted
poskrabanim, pii pfenosu SMS zprav, které jsou ruseny rtznymi radiovymi signaly
apod. John Tate produkuje skvélé matematické vysledky uz vice nez Sest desetileti.
Na University of Texas v Austinu pfesel v roce 1990. Pfedtim ucil 36 let na Harvard
University. Teprve nedavno odesel do dichodu.

Prof. Tate mél zvanou prednasku na Mezindrodnim matematickém kongresu ve
Stockholmu v roce 1962 a pak jesté v Nice v roce 1970. Béhem zivota ziskal mnoho
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dalsich ocenéni. Jiz v roce 1956 dostal Coleovu cenu od Americké matematické spo-
le¢énosti za vynikajici vysledky z teorie ¢isel. Od Americké matematické spoleénosti
také obdrzel Leroy P. Steele Prize v roce 1995 za celozivotni dilo. Za zminku stoji i
Wolfova cena z let 2002—2003.

John Tate byl v roce 1969 zvolen do National Academy of Sciences, v roce 1992 byl
jmenovan zahrani¢nim ¢lenem francouzské Académie des Sciences a Cestnym c¢lenem
Londynské matematické spolecnosti se stal v roce 1999.

3. Velice struéné o teorii ¢isel

Teorie ¢isel je jednou z nejstarsich védnich disciplin. AvSak teprve ve 20. stoleti
matematici objevili obrovské mnozZstvi praktickych aplikaci, napf. pfi tvorbé samo-
opravnych kodt, digitalniho podpisu, algoritmech rychlého nasobeni, generovani pseu-
dondhodnych éisel ¢i Sifrovani tajuych zprav (viz [5]). Poznatky z teorie éisel také
podstatné prispivaji ke zvySovani informac¢ni bezpecnosti internetu.

Teorie cisel se zabyva zejména vlastnostmi mnoziny prirozenych cisel

N=1{1,2,3,...}.

Pripomenime, Ze prirozené ¢islo se nazyva prvocislo, jestlize ma pravé dva rtizné délitele
(kazdé prvocislo je tak délitelné pouze sebou samym a jednou). Uz Eukleides (4.-3.
stol. pf. n.1.) umél dokdzat nasledujici tvrzeni:

Véta (Eukleidova). Prvodisel je nekone¢né mnoho.

Kazdé prirozené ¢islo vétsi nez jedna muze byt jednoznacéné vyjadieno (az na potadi)
jako souéin prvocisel. Prvocisla 2, 3, 5, 7,... tak tvori zadkladni stavebni jednotky
prirozenych ¢isel vétsich nez jedna, podobné jako atomy tvofi molekuly.

Za zakladatele moderni teorie ¢isel je povazovan francouzsky matematik Pierre
de Fermat (viz [14]). Jeho nejéastéji pouzivany vysledek, ktery mé i velké mnozstvi
praktickych aplikaci (viz [5]), 1ze zformulovat takto:

Mala Fermatova véta. Jestlize a € N a p je prvocislo, pak p déli a? — a.

Dal$im vyznamnym francouzskym matematikem, ktery podstatné ovlivnil rozvoj
teorie ¢isel, je Marin Mersenne.?) Studoval mj. ¢isla tvaru

M, =27 -1,

kde p je prvocislo, ktera se po ném nazyvaji Mersennova ¢isla. Pozadavek prvocisel-
nosti exponentu ilustruje nasledujici véta.

Véta. Je-li 2P — 1 prvocislo, pak p je také prvocislo.

3) M. Mersenne (1588-1648) je téz povazovan za duchovniho otce vzniku francouzské
Akademie véd (viz [5, s. 110]).

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 2 91



Nejvétsi znamé prvodéislo je v souc¢asnosti Mersennovo &islo 243112609 1 ~ 1012978188

Pro srovnani uvedme, Ze pocet atomt v pozorovatelné ¢asti vesmiru je priblizné
jen 1080, coZ je témét o 13 miliént fadd mensi ¢islo nez M43112609.

Jednim z nejkrasnéjsich a zaroven nejpfekvapivéjsich vysledkd posledni doby je
nésledujici tvrzeni z roku 2004 (podrobnosti viz [4]).

Véta (Greenova—Taova). Pro kazdé k € N mnozina prvocisel obsahuje aritme-
tickou posloupnost délky k.

Vice nez 150 dalsich zajimavych vét z teorie ¢isel je uvedeno v [5].

4. Eliptické krivky
Eliptické kiivky jsou algebraické kiivky v R? (popt. v C?) dané rovnici
y* =2+ Ax* + Bx + C, (2)

kde koeficienty A, B, C jsou racionélni éisla takova, Ze polynom z3 + Az? + Bx + C
nema nasobny koren. Je patrné, ze zadna elipticka kiivka nemuze byt elipsou. Jejich
nazev pouze souvisi s uzitim téchto kiivek pro vypocet délky eliptického oblouku.
Poznamenejme, Ze FeSenim rovnic typu (2) s celo¢iselnymi koeficienty se zabyval jiz
fecky matematik Diofantos pravé pro jejich zajimavé vlastnosti.

Popisme si nyni grupu, kterou se John Tate intenzivné zabyval a ktera byla pozdéji
pouzita pri dikazu Velké Fermatovy véty. Pfipomenime, Ze grupa G je mnozina, na
které je definovana asociativni binarni operace o : G X G — G s neutralnim prvkem n
a v niz ke kazdému prvku g € G existuje pravé jeden prvek inverzni ¢~ ! € G tak, Ze
gog =g log=n.

V jedné ¢asti ditkazu Velké Fermatovy véty (srov. (1) a [8]) se pracuje se specidlnimi
grupami bodt na eliptickych kiivkach tvaru y?> = z(z — a?)(x + b?) (kde vhodnou
linearn{ substituci 1ze ,vynulovat“ koeficient u 2%). Abychom se bliZe seznamili s témito
grupami, zabyvejme se pro jednoduchost jen jedinou kiivkou C danou vztahem

y2:x3—x+i, (3)
jejiz graf se sklada ze dvou ¢asti (viz obr. 2).
Na této kiivce budeme definovat grupu bodi. Pro kazdy bod U = (x,y) € C nejprve
definujme inverzni prvek
oU = (z,—y), (4)

ktery opét lezi na C, jak plyne z (3). Graf na obr. 2 je tak symetricky podle osy x.
Pokuste se nyni pfedem odhadnout, kde se nalézé neutralni prvek (za chvili vdm to
prozradime).

Nyni popiSeme, jak budeme definovat binarni grupovou operaci @. Necht U,V € C
jsou dva rtzné body lezici na piimce y = kz + ¢. Potom z (3) dostdvame kubickou
rovnici

(ke + g =a® —a+ 1, (5)
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kterda ma dvé rizna realna feseni (z-soufadnice bodi U a V). Tteti kofen rovnice tedy
musi byt také realny.
a) Pokud je tento kofen jednoduchy, potom na pfimce y = kx + ¢ lezi také bod
W e C, jehoz z-ova soufadnice je pravé tfetim kofenem rovnice (5) a U # W £ V.
b) Pokud je tento kofen dvojnasobny, potom pfimka y = kz + ¢ je v jednom bodé
te¢nou ke kiivce C, tj. W = U anebo W = V.

Y)

Obr. 2. Grupa na eliptické kfivce.

Body U, V, W € C jsou tedy kolinearni (tj. leZ{ na jedné p¥imce) a alespoii dva z nich
jsou navzajem ruzné. Na mnoziné vsech bodu kiivky C definujme grupovou operaci @
predpisem

UaV=coW. (6)

Je ihned patrné, Ze tato operace je komutativni. Pomoci (3), (4), (5) a (6) si mtzete
sami ovéfit, Ze napt. pro bod 7' = (0, 3) na obr. 2 plati

TeT=(1,3) =65,
TeToT=(-1,-1)=0oU,
TeToToT = (2,—-2)=0W.

V (4) jsme definovali inverzni prvky k libovolnému bodu kiivky C. Je ziejmé, ze
involutornimi prvky (tj. inverznimi samy k sobé&) jsou vSechny priiseciky k¥ivky C
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s osou z (napf. na obrazku 4 bod Z = ©Z). Jaky bod je ale neutralnim prvkem
vySetfované grupy? Musi to byt takovy bod N € C, ze pro libovolné U € C plati

UsN=U. (7)

Co to konkrétné geometricky znamena? Podle (6) body U, &U a N lezi na jedné
piimce, kterd je rovnobézna s osou y. Protoze vSak (7) plati pro libovolny bod U € C,
Hezi“ neutralni prvek N na kazdé piimce rovnobézné s osou y, tj. N je nevlastnim
bodem nachéazejicim se v nekonecnu, ktery vlastné na kfivce C' nelezi.

Abychom dokézali, ze body k¥ivky (3), k nimZ je doplnén neutralni prvek N, tvofi
grupu s operaci @ definovanou v (6), zbyva jesté dokdzat asociativitu grupové operace.
Takovy ditkaz ale neni snadny a pfesahuje radmec tohoto ¢lanku.

Poznamenejme jesté (srov. [8]), Ze rovnici (6) lze ekvivalentné zapsat takto

UsVeW=N.

Diofantské rovnice jsou rovnice s celoCiselnymi koeficienty, jejichZ FeSeni se hled4
mezi celymi, popf. racionalnimi ¢isly. Tento nazev je odvozen od jiz zminéného Diofan-
ta, ktery zil v Alexandrii ve 3. stoleti naseho letopoc¢tu a zabyval se fesenim rozliénych
uloh z teorie Cisel.

Lze ukazat, Ze rovnice

y? = 2% — 432 + 166 (8)

m4 pravé 6 racionélnich FeSeni (z,y): (3, £8), (—5,£16) a (11, 4+32), kterd jsou shodou
okolnosti vSechna celoc¢iselna. Vsimnéte si, ze lezi na dvou pfimkach y = 3z — 1 a
y = —3x + 1. Pfidame-li k témto bodim jesté neutralni prvek, dostaneme konec¢nou
grupu, ktera je izomorfni cyklické grupé Cs.

Na druhé strané rovnice

yP=a3-2
mé nekoneéné mnoho racionélnich feseni (napf. (3,45)). Jedna z klicovych otdzek
feSeni rovnic typu (2) je tedy:

Kterd z téchto rovnic md konecény pocet raciondlnich Tesent a kterd jich md neko-
necny pocet?

A byl to pravé John Tate, ktery vyvinul sofistikovanou metodu, jez pomaha pte-
konavat zahady eliptickych kfivek a rozhodovat, zda odpovidajici diofantské rovnice
maji konecny ¢i nekoneény pocet racionadlnich reseni. Na kazdé eliptické kiivce exis-
tuje jen kone¢né mnoho celociselnych bodt, ale grupa racionalnich boda je typicky
nekoneén4,?) i kdyz je vzdy kone¢né generovana (Mordellova véta).

Malokdo vi, Ze aritmetika eliptickych kiivek je implementovana v mobilnich telefo-
nech, platebnich kartach, dopravnich kontrolnich systémech apod. V takovych kédech
je napft. ¢islo vasi kreditni karty konvertovano na bod na eliptické kiivce. K zaSifrovani
informace se pouzije jistd dimyslné transformace, ktera posune tento bod na jiny bod
eliptické kfivky.

4) Existuji v8ak vyjimky — viz napf. (8).
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Obr. 3. V rodisti Pierra de Fermata (Beaumont-de-Lomagne) v ¥{jnu 1996: Velkd Fermatova
véta byla tedy skutecné dokdzana? ptaji se vesnic¢ané A. Wilese.

5. Zavér

John Tate se v roce 1950 ve své doktorské disertaci [15] zabyval Fourierovou analyzou
v Ciselnych télesech. Tim vytyc¢il zcela ojedinélou cestu k moderni teorii automorfnich
forem. Vyskolil pfes 20 Ph.D. studentt v teorii ¢isel. Mnozi z nich se pozdéji velice
proslavili, napf. Joe Buhler, Joseph Silverman, Benedict Gross ¢i Kenneth Ribet.
Posledné jmenovany ukazal, ze Velkd Fermatova véta plyne z Taniyamaovy—Simurovy
domnénky,”) a tim pomohl A. Wilesovi s R. Taylorem k nalezeni ditkazu Velké Fer-
matovy véty. Domnénka byla v plné obecnosti dokazana az v roce 2001 v ¢lanku [3],
kde je R. Taylor spoluautorem.

Dalsi Tatetuv student, Carl Pomerance, ve své disertaci dokazal, ze kazdé liché doko-
nalé ¢islo mé alesponl 7 prvociniteli. Pozdéji Pomerance vyvinul zndmé kvadratické sito
(angl. the quadratic sieve algorithm), coz je hojné pouzivana faktorizaéni metoda [9],
spolupodilel se na efektivni metodé pro testovani prvociselnosti (spoluautoii Adleman
a Rumely) a na dikazu, ze Carmichaelovych ¢isel je nekoneéné mnoho [5]. Prof. Tate
tak mél podstatny vliv na rozvoj moderni teorie ¢isel prostfednictvim svych studenti.

Sam Tate m&a velké mnoZstvi publikaci v prestiznich matematickych Casopisech,
napf. v Annals of Mathematics [2], [6], [11] a [16]. Pfitom praci [11] napsal s Jean-
-Pierrem Serrem, ktery ziskal Abelovu cenu za matematiku jako vibec prvni. J. Tate

®) Viz napf. PMFA 42 (1997), 169-187.
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se svym byvalym Skolitelem Emilem Artinem napsali hojné citovanou monografii [1],
v niz je predstaven novy pohled na teorii ¢iselnych téles. V poradi jiz osmé Abelova

cena je tedy jisté ve spravnych rukou. Bez Tatea a jeho studentt by A. Wiles Velkou
Fermatovu vétu jen tézko dokazal (viz obr. 3).

Podékovani. Autofi dékuji doc. RNDr. Martinu Klazarovi, Dr., za cenné piipo-
minky. Clanek byl podpofen vyzkumnym zémérem MSM 0021620839 a grantem IAA
100190803 GA AV CR.
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