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Periodické distribuce a diskrétni
Fourierova transformace

Email Vitdsek, Praha

1. Uvod

Diskrétni Fourierovou transformaci se obvykle rozumi konstrukce bazi v konecéné
dimenzionalnich vektorovych prostorech, kde vektory bazovych funkci jsou tvofeny
hodnotami trigonometrickych polynomu v kone¢ném poctu bodi. Soufadnice vektora
v téchto prostorech jsou pak tvofeny diskrétnimi Fourierovymi koeficienty, tj. konec-
nymi soucty paralelnimi ke klasickym Fourierovym koeficientim. Zde popiSeme poné-
kud jiny postup, kdy si budeme vsimat nikoliv kone¢nych posloupnosti realnych nebo
komplexnich cisel, ale nekone¢nych posloupnosti. Jejich obrazy pak budou nekoneéné
Fourierovy fady urcitych specialnich typta. Nasim cilem bude vypracovat analogii ope-
ratorového poctu zalozeného na klasické Fourierové transformaci. Popisovany postup
pochézi od svétoznamého amerického matematika ceského piivodu Ivo Babusky a byl
publikovdn v renomovaném polském ¢asopise Archiwum mechaniki stosowanej (viz
[1]). Tento ¢asopis je vSak zaméfen spiSe na teoretickou mechaniku nez na aplikovanou
matematiku, a proto ¢lanek neveSel mezi matematiky v takovou znamost, jak by
zaslouzil.

2. Konvoluce sitovych funkci

V tomto odstavci zavedeme dva prostory komplexnich funkci diskrétni proménné a
jednu jednoduchou operaci nad nimi. V nésledujici textu oznac¢ime mnozinu celych,
resp. komplexnich ¢isel obvyklymi symboly Z, resp. C. O mnoziné funkci f :=7Z — C
pak budeme mluvit jako o diskrétnich nebo sitovjch funkcich. Jde tedy vlastné o
posloupnosti komplexnich ¢isel.

Rekneme, ze diskrétni funkce f je pomalu rostouci, existuje-li celé &islo p = 0 a
(redlnd) konstanta C' = 0 takové, Ze plati

lf(n)| S C(InfP +1) VneZ. (2.1)

Mnozinu v8ech pomalu rostoucich diskrétnich funkci ozna¢ime symbolem M. Upo-
zornéme, ze konstanty p a C' v nerovnosti (2.1) mohou zaviset na individuéln{ funkci f.
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Mnozina M tvofi zfejmé linedrni vektorovy prostor a navic se v ni da zavést takova
topologie, ze vznikne lokalné konvexni topologicky linearni prostor. Tato topologie se
pritom d& zvolit tak, Ze konvergence f, — f v M je charakterizovana nasledujicimi
dvéma vlastnostmi:

(i) existuje celé ¢islo p = 0 a redlné ¢islo C' 2 0 takové, Ze nerovnost
[fnI=CiIP+1) VjieZ (2.2)

plati pro vsechna n;
(ii) limy o0 fn(j) existuje pro kazdé j € Z.

Rekneme, 7e diskrétni funkce a := Z — C je rychle klesajici, existuje-li ke kazdému
celému ¢islu p 2 0 (redlnd) konstanta C, = 0 takové, ze plati

[n|Pla(n)| £ C, VneZ. (2.3)

Mnozinu vsech rychle klesajicich diskrétnich funkci oznac¢ime symbolem M.
Bud nyni déna rychle klesajici diskrétni funkce a a pomalu rostouci diskrétni
funkce f. Pak je vidét v podstaté na prvni pohled, Ze fada na pravé strané rovnice

j=o0

(Af)(n) = D aln—j)f(Q) (2.4)

j=—00

je absolutné konvergentni. Tento pfedpis tedy skutecné definuje funkci Af :=Z — C.
Ne pfilis komplikovanéji se dokaze, ze dokonce plati A(f) € M, takZe jde o zobrazeni
M — M. Zobrazeni A := M — M dané diskrétni funkei a € M a definované rovnici
(2.4) nazveme konvoluct funkei a a f. Plati pro né nasledujici véta.

Véta 2.1. Necht je a € M. Pak konvoluéni zobrazeni A := M — M dané vzorcem
(2.4) je linedrni spojité zobrazeni.

Tato véta stejné jako dalSi tvrzeni tykajici se diskrétni Fourierovy transformace a
periodickych zobecnénych funkci jsou podrobné dokézany v uz vyse citované praci
(viz [1]). V dal$im uz to nebudeme v jednotlivych konkrétnich piipadech pfipominat.

Prostor M je zakladnim prostorem, v némz budeme konstruovat diskrétni Fourie-
rovu transformaci. Konvoluéni zobrazeni bude pfitom hrat zédsadni roli.

3. Fourierova transformace sitovych funkci

Tento odstavec obsahuje zaklady teorie Fourierovy transformace diskrétnich funkci.
Nez vsak zformulujeme prislusné definice a véty, uvedeme pro pohodli ¢tenaie nékteré
pojmy a tvrzeni z teorie Schwartzovych distribuci (zobecnénych funkei). Zakladni
informace nalezne ¢tendf v piivodni monografii [5] a samoziejmé v celé fadé dalsich
publikaci (viz napt. [4], [6], [8]).
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Symbolem S oznacime linearni prostor funkci ¢ := R — C, které maji v R spojité
derivace libovolné vysokych rada a takovych, ze ke kazdé dvojici pfirozenych ¢isel p a
q existuje konstanta C,, , takova, ze plati

\x|p\<p(‘n ()] £ Cpqy VxR (3.1)

Funkce z prostoru S ze bézné nazyvaji rychle klesajici funkce a tvoii zfejmé linedrni
vektorovy prostor. Dale se d& v tomto prostoru zavést topologie tak, ze prostor S je
lokalné konvexni topologicky linedrni prostor, ve kterém konvergence ¢,, — ¢ znadi,
ze

(i) ke kazdé dvojici pfirozenych Cisel p a g existuje konstanta C,, takové, zZe
nerovnost
2P|l (2)] < Chp g (3.2)

plati pro viechna piirozena n a vSechna z € R (¢(®) = ¢);

(ii) posloupnost {@55 )}Cfo konverguje pro kazdé j = 0,1,... stejnomérné na kazdém
kompaktnim intervalu I C R.

Prostor linearnich funkcional nad prostorem S opatfeny slabou topologii nazveme
prostorem pomalu rostoucich zobecnénych funkci nebo temperovanych distribuci a
oznacime jej symbolem S’.

Konvergence posloupnosti {f,} v prostoru &' znamena, Ze ¢&iselnd posloupnost
{{fn, )} konverguje pro kazdé ¢ € S. Symbolem (f, ¢) jsme pfitom oznacili hodnotu
funkcionalu f € &’ v prvku ¢ € S.

Samotné prvky prostoru &’ budeme nazyvat temperovanymi distribucemi nebo
temperovanymi zobecnénymi funkcemi; slovo temperovany budeme pfitom vétSinou
vynechévat. Nazev zobecnénd funkce je opravnén tim, ze kazdé funkci g := R — C,
ktera je integrovatelnd na kazdém konecném intervalu a kterd neroste v nekonecnu
rychleji nez jako néjaky polynom, miizeme piifadit zobecnénou funkci f; pomoci
integralu

o0
Unh = [ glarola)da. (33)

—0o0
funkcionalt nad prostorem D nekone¢né diferencovatelnych funkci s kompaktnim nosi-
¢em, tj. rovnych nule vné néjakého kompaktniho intervalu. Prostor S’ je podprostorem
prostoru D’ a zvolili jsme jej proto Ze je vhodnéjsi pro vySetfovani vliastnosti diskrétni
Fourierovy transformace. Tak je tomu ostatné i v pripadé spojité Fourierovy transfor-
mace. Studium Fourierovy transformace dalo vlastné jeden z podnétu k vysetfovani

prostort typu S'.

Zobecnénou funkci lze zfejmé néasobit libovolnou komplexni konstantou, pricemz
soucin je opét zobecnéna funkce. Lze ji také nasobit libovolnou nekonecéné diferenco-
vatelnou funkci a := R — C, kterd ma navic tu vlastnost, ze ke kazdému pfirozenému
q existuje prirozené cislo p a realnd konstanta C' tak, ze plati

0@ ()| £ C(|lzP +1) Vo R (3.4)
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Ve shodé s pfedchozim nazvoslovim budeme nékdy o funkci s vlastnosti (3.4) hovofit
jako o pomalu rostouci funkci. Nerovnosti (3.4) zarucuji, ze ap € S pro kazdou
funkci ¢ € S. To ndm umoznuje definovat soucin pomalu rostouci zobecnéné funkce f
s pomalu rostouci funkci f € S’ rovnici

(af,0) = (f,ap). (3.5)

Uz vyse jsme se zminili, Zze motivace pro zavedeni prostort S je dosti podstatné dana
studiem Fourierovy transformace. Vysvétleme to nyni ponékud podrobnéji. Zobrazeni,
které funkci ¢ pfifazuje funkci F'(y) pfedpisem

(F(¢)) (x) = / (), (3.6)

— 00

se nazyva Fourierova transformace a ma smysl pro kazdou funkci ¢ € S. Je to vidét
takika na prvni pohled z rovnice (3.2). Dilezit&jsi je, Ze stejné snadno se nahlédne, ze
navic je F(¢) € S. Prostor S je tedy uzavieny vzhledem k Fourierové transformaci.
Déle se da dokazat, ze zobrazeni F' je prosté linearni a spojité zobrazeni prostoru S na
prostor S. Existuje také inverzni zobrazeni F'~1, které je rovnéz spojité (viz napt. [8]).

Pripomenme, Ze kazda zobecnéna funkce mé zobecnénou derivaci libovolné vysokého
radu r, kterd je zase zobecnénou funkci a je definovana vztahem

(£0.0) = (<17 (£,0).

Nyni uz prejdeme k zavedeni specialnich podmnozin prostoru zobecnénych funkeci
S, které maji pri vySetfovani vlastnosti Fourierovy transformace diskrétnich funkci
z prostoru M zasadni dulezitost.

Prvni z téchto podmnozin ozna¢ime symbolem P a budeme ji rozumét takové funkce
f €8, které se daji psat ve tvaru fady

flz) = Z ¢, eln? (3.7)

n=—oo

konvergujici v prostoru S'. Zépis (3.7) se sice bé&Zné uzivé, ale neni pfesné vzato
matematicky korektni, protoze f je zobecnéna funkce a o jeji hodnoté v bodé z nema
samozfejmé smysl mluvit. Vzorec (3.7) je tedy tifeba chépat jako struény zapis toho,
ze funkcional f € P je tvaru

(fo)= > cn [ h e o(z)dr, (3.8)

kde koeficienty ¢, musi byt takové, aby fada na pravé strané tohoto vzorce konver-
govala. Mnozina P tvori zfejmé linearni vektorovy prostor. Dalsi vlastnosti tohoto
prostoru zformulujeme v nékolika nasledujicich vétéach.
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Vé&ta 3.1. Necht posloupnost zobecnénych funkci {f,,} C P konverguje v prostoru S’
k funkci f. Pak je také f € P.

Vektorovy prostor P je tedy skuteéné podprostorem prostoru S'.

Véta 3.2. Posloupnost {c,} je prvkem prostoru M préavé tehdy, kdyz rada (3.7)
konverguje v prostoru §’.

Véta 3.3. Necht zobecnénd funkce f je nulovy prvek prostoru P. Pak plati ¢, = 0
pro kazdé celé n.

Véta 3.2 udava, ze kazdé zobecnéné funkci f € P tvaru (3.7) odpovida funkce g € M
takovd, Ze je g(n) = ¢, a naopak, ze kazdé posloupnosti g € M odpovidd zobecnéna
funkce f € P tvaru (3.7) s ¢, = g(n). To ndm dovoluje vyslovit nasledujici definici.

Definice. Zobrazeni F prostoru posloupnosti M na prostor zobecnénych funkci P

definované vzorcem
oo

Fg= Z g(n)el"® (3.9)

n=—oo

pro g € M nazveme diskrétni Fourierovou transformaci.

Z predchozich avah plyne, ze F je prosté linearni spojité zobrazeni prostoru M na
prostor P, takze existuje inverzni zobrazeni F !, které je také spojité.

Nez prejdeme k dalsim vlastnostem pravé zavedeného zobrazeni, v§Simnéme si jesté
jedné dilezité vlastnosti prostoru P. Konverguje-li fada na pravé strané rovnice (3.7)
v bézném slova smyslu, predstavuje klasickou Fourierovu fadu 2n-periodické obycejné
funkce f. Je zfejmé, ze pro kazdou 2n-periodickou obycejnou funkei f plati

/_00 f(@)po(x)dx = /_00 f(@)p(z + 2kn)dx  VEk € Z. (3.10)

Na zékladé této rovnice lze jednoduse rozsifit pojem 2m-periodi¢nosti na zobecnéné
funkce z prostoru S’. Stadl nazvat funkci f € S’ 2n-periodickou zobecnénou funkci,
plati-li

(fr0) = (f, (- + 2km)) (3.11)

pro kazdou funkci ¢ € S a pro kazdé celé k.

Velmi snadno se dokéze, ze i kazda zobecnéna funkce z prostoru P je 2n-periodicka.
Ponékud komplikovanéji se zjisti, ze toto tvrzeni plati i naopak, tj. ze kazda 2r-
periodickd zobecnéna funkce je prvkem prostoru P. Prostor P je tedy jako mnozina
totozny s prostorem vsech 2n-periodickych zobecnénych funkci. Plati dokonce nasle-
dujici véta.

Véta 3.4. Necht posloupnost 2n-periodickych zobecnénych funkci

oo

fi= > e (3.12)

n=—oo
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konverguje pro j — oo v prostoru 8’. Pak posloupnosti {055 )};’L":OC jako prvky prostoru
M konverguji pfi j — oo v prostoru M. Obracené, konverguji-li koeficienty cﬁf )
v fadé na pravé strané rovnice (3.12) pro j — oo jako prvky prostoru M, konverguje

posloupnost zobecnénych funkci danych fadami (3.12) v prostoru S’.

Véta 3.4 dokazuje velmi dilezitou vlastnost diskrétni Fourierovy transformace, totiz
ze je to homeomorfismus prostoru M pomalu rostoucich posloupnosti a prostoru P
periodickych distribuci.

Uvedme jesté jedno tvrzeni, které je na zdkladé predchozich tivah ziejmé takika
na prvni pohled, je vSak dulezité pro vypocet Fourierovych koeficientii periodické
zobecnéné funkce.

Véta 3.5. Kazda 2n-periodicka zobecnéna funkce je m-tou derivaci obycejné 2n-perio-
dické funkce, jejiz Fourierova rada konverguje absolutné a stejnomérné na intervalu
[T, ).

Vyslovena tvrzeni nam uz dovoluji zformulovat zékladni véty teorie diskrétni Fou-
rierovy transformace.

Véta 3.6. Necht A := M — M je konvolu¢ni zobrazeni definované posloupnosti
a € M a necht f € M. Pak plati

F(Af) = (Fa)(Ff). (3.13)

Véta 3.7. Necht A := M — M je konvolu¢ni zobrazeni definované posloupnosti a €
€ M a necht f a g jsou takové posloupnosti z prostoru M, ze Fg = (Fa)(Ff). Pak
plati g = Af.

4. Aplikace

Necht A je konvoluéni zobrazeni definované posloupnosti a € M a necht f je dand
diskrétni funkce z prostoru M. Pak problém nalezeni takové diskrétni funkce g € M,
pro niz plati

Ag= 1, (4.1)

nazveme A—problémem.
Jako trividlni pfiklad A—problému muze slouzit nekonecénd soustava linedrnich
rovnic s tfidiagonalni matici

—gn—1+ 24+8)gn —€gnt1=fn, n=...,—-2,-1,0,1,2,.... (4.2)

Diskrétni funkce a definujici konvoluéni zobrazeni v (4.1) se zde voli tak, Ze je a(—1) =
=a(1l) = —1,a(0) = 2 + ¢ a vSecha ostatni a(k) jsou rovna nule. Takovéa funkce pat¥i

samoziejmé do M.
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Nésledujici véta fe$§i A—problém v dileZitém specidlnim piipadé.

Véta 4.1. Necht A je konvolucni zobrazeni definované diskrétni funkci a € M a necht
navic plati

|(Fa)(z)| > 0 pro kazdé = € R. (4.3)

Pak pro kazdou pravou stranu f € M existuje v .M pravé jedno feSeni rovnice (4.1).
Toto feseni je déno vzorcem g = A~'f a A™! je konvolu¢ni zobrazeni definované
diskrétni funkci F~(1/Fa).

Jsou-li tedy splnény piedpoklady této véty, jsou feSenim soustavy (4.1) Fourierovy
koeficienty 2n-periodické zobecnéné funkce Ff/Fa.

Vratime-li se k nasemu ptikladu (4.2), médme (Fa)(x) = 2(1 —cosz)+¢e. Proe > 0
je podminka (4.3) splnéna a nekoneénd soustava (4.2) ma tedy pravé jedno feSeni pii
libovolné pravé strané f € M.

Predpoklad (4.3) v pravé zformulované vété je dosti podstatny. Véta 4.1 fikd, jak
uz bylo ostatné feceno, Ze feSeni A—problému ziskdme tak, Ze vypocteme z rovnice
(3.13) jeho Fouriertiv obraz délenim funkci Fa. Aby tato operace byla definovana,
musi byt funkce 1/Fa prvkem prostoru S, nebot jen pro takové funkce jsme definovali
nasobeni zobecnénych funkei hladkymi funkcemi (viz rovnici (3.4) a predchozi text).
Je-li nerovnost (4.3) porusena, nastdva fada problémt, jejichZ charakter naznac¢ime
opét na piikladé 4.2, v némz polozime € = 0. Pak je (Fa)(z) = 2(1—cos z) a pozadavek
(4.3) je porusen v bodech zy = 2nk, k = ...,-2,—1,0,1,2,... Necht dale ¢ je 2n-
periodicka zobecnéna funkce definovand vzorcem

o0

G,0)= > wlar), €S (4.4)

k=—o00

(tzv. periodickd Diracova §-funkce). Viimnéme si, Ze fada na pravé strané rovnice
(4.4) je konvergentni, jak je ihned vidét z nerovnosti (3.1). Nyni snadno vypocteme,
7e soucin hladké funkce Fa a §-funkce (4.4) je nulovy. Posloupnost g = F~16 € M je
tedy FeSenim homogenni rovnice Ag = 0 a feSeni nehomogenni rovnice (4.1), pokud
vilbec existuje, neni ur¢eno jednoznacné.

Problémy, které jsme naznacili v né€kolika pfedchozich fadcich, souviseji se znacné
komplikovanou problematikou déleni distribuci nulou. Nebudeme je zde déle rozvadét
a na zavér pouze konstatujme, Ze i za omezujiciho pfedpokladu (4.3) mtlize teorie
diskrétni Fourierovy transformace uleh¢it feseni riznych problému souvisejicich s di-
ferenénimi rovnicemi. V [2] je ji nap¥. uzito k feSeni konkrétniho fyzikalniho problému.

Popsany postup lze zobecnit v riznych smérech. Trividlni je zobecnéni na diskrétni
vektorové funkce. Jingym typem je vySetfovani Fourierovy transformace diskrétnich
funkei vice proménnych (viz [7]) nebo uziti diskrétni Fourierovy transformace k feseni
problémi typu A-problému, kde vSak pravd strana rovnice (4.1) je rovna nule pro
zdporné argumenty a FeSeni nas zajim4 jen pro nezédporné argumenty (viz [3]).
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125 let od narozeni Milose Kosslera
(1884-1961)

Pavla Pavlikovd, Praha

V cCervnu letosniho roku uplyne 125 let od narozeni vyznamného ¢eského matematika,
specialisty na teorii analytickych funkeci a teorii ¢isel, Milose Kosslera. Cilem tohoto
¢lanku je pripomenout pfi této prilezitosti jeho zivotni osudy a védecké vysledky.

1. Zivot

Milos Kossler se narodil 19. ¢ervna 1884 v Praze. Vyristal ve velmi chudjch pomérech.
Jeho Zivotni cestu vyrazné ovlivnilo studium na Akademickém gymnéaziu v Praze, kde

mezi jeho vyucujici patfily osobnosti zvuénych jmen. V primé jej vyucoval zemépisu
a déjepisu Zikmund Winter (1846-1912), na vyuce matematiky a fyziky se podileli
Karel Panek (1849-1904), Antonin Jefdbek (1852-1915) a Jan Vojtéch (1879-1953).

RNDr. PavLA PavLikovA, Ph.D., Ustav matematiky VSCHT Praha, Technicks 5, 166 28
Praha 6, Katedra didaktiky matematiky, Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Sokolovska 83,
186 75 Praha 8, e-mail: Pavla.Pavlikova@vscht.cz
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