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Vypocet polynomu Kazhdana, Lustiga
a Vogana pro rozstépeni grupy Fyg

Marc van Leeuwen, Poitiers, Francie

V roce 2007 se stali experti v teorii Lieovych grup pfedmétem zajmu médii, kdyz
grupy Fg, byla konetné zmapovana. Pfesny vysledek byl ve skutecnosti mnohem
komplikovanéjsi a asi by byl pro sdélovaci prostfedky méné atraktivni: po intenzivnich
vypoctech za pomoci pocitace byly zcela urceny polynomy Kazhdana, Lustiga a
Vogana umoznujici rozstépeni realné Lieovy grupy typu Fgs. Historku skrytou za timto
pocitacovym projektem vypravi Marc van Leeuwen, profesor na Univerzité v Poitiers
a jeden ze spoluautort feseni celého problému.

Dne 19. biezna 2007 se ocitl projekt , Atlas of Lie groups and representations” v cen-
tru zadjmu novinafskych kamer po oznameni, zZe byly vypocteny polynomy Kazhdana,
Lustiga a Vogana pro rozstépeni grupy FEjg, pficemz bylo vytvoreno tolik gigabajtt
dat, ze by mohly ,pokryt cely Manhattan“. Na zac¢atku bylo dobfe uvazené rozhodnuti
Amerického Institutu Matematiky zorganizovat propagaci tohoto nedéavného vysledku,
ktery by jinak ur¢ité nevzbudil mnoho pozornosti lidi mimo projekt. AvSak nahly
zajem, ktery oznameni vyvolalo, pfekvapilo vSechny zainteresované. Jako tomu byva
u vétsiny témat v matematickém vyzkumu, bylo nemozné vysvétlit Siroké verejnosti,
¢eho presné bylo dosazeno nebo pro¢ bylo téma tak zajimavé, a my jsme mohli véc
jen hrubé interpretovat slovy, ze jsme uspéli v konecném ,dekddovani“ grupy FEs.
Lze jen udinit zavér, ze urcité existuje mnoho lidi, ktefi bez znalosti detaili a bez
patrani po takovych detailech miluji matematiku vSeobecné a grupu FEg obzvlasté.
David Vogen vysvétlil v Notices Americké matematické spoleénosti $irsi kontext teorie
reprezentaci, ve kterém byly vedeny vypocty projektu Atlas a zejména postaveni grupy
Fg. V tomto ¢lanku sledujeme skromnéjsi cil: poddme nékolik iidajit o povaze vypoct
a matematickych objektech, které byly ve hie.

Pocitacova Lieova teorie a projekt ,,Atlas*

V Lieové teorii se studuji grupy, které jsou také diferencovatelnymi varietami, tedy
téma, které na prvni pohled nenabizi ten druh exaktnich algebraickych vypocti,
jaky uzivame napriklad pro konecné grupy. Nicméné struktura a teorie reprezentaci
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(reduktivnich) Lieovych grup pouziva spiSe nez elementy samotnych grup jejich od-
vozené kombinatorické struktury, jako jsou kofenové systémy, a to vskutku ¢ini téma
velmi vhodnym pro pocitacovy pristup. Kdyz tedy zacaly byt v 80. letech vSeobecné
k dispozici dostatecné vykonné pocitace, byly vyvinuty programy pro provadéni
(v podstaté kombinatorickych) vypocti objevujicich se v této teorii. Vyznamnym
piikladem je program I'E, vyvinuty kolem roku 1990 v rdmci projektu vedeného
Arjehem Cohenem v CWI v Amsterdamu, ktery operuje s reprezentacemi komplexnich
reduktivnich Lieovych grup a ktery se pouziva dosud. Velky vyznam pro tuto teorii
maji také Kazdanovy-Lustigovy polynomy pro Coxeterovy grupy, které byly poprvé
definovany kolem roku 1980. Ackoliv jsou dany elementarnimi rekurzivnimi relacemi,
jejich vypocet predstavuje jedine¢nou vypocetni vyzvu, na kterou je nejlepsi odpovédi
zasvéceny program. Nejvykonnéjsi program tohoto charakteru s nazvem Cozeter na-
psal a neustéle zdokonaloval v 90. letech Fokko du Cloux, holandsky matematik zijici
v Lyonu.

V roce 2002 na seminéfi o pocitacové Lieové teorii konaném v Montrealu predlozili
Jeff Adams, Dan Barbasch, Fokko du Cloux, John Stembridge, Peter Trapa a David
Vogan prvni narysy projektu nazvaného Atlas of Lie Groups and representations.
Uéelem bylo aplikovat pocitacové metody také na komplikovanéjsi teorii realngch
Lieovych grup. Konkrétné Kazhdanovy-Lusztigovy polynomy mohou byt zobecnény
na tuto situaci, ackoliv ,mnoZina parametru“, na které zaviseji, je mnohem kom-
plikovanéjsi kombinatorickd struktura nez Weylova grupa pouzitd u komplexnich
grup. V roce 2003, kdy uz se tento projekt naplno rozbéhl, jsem se do néj zapojil
i j4, na pozvani Fokka (kvili mym zkuSenostem z projektu LIE), abych se zudastnil
vyznamného programétorského usili, které by novy projekt mohl vyzadovat. Poté co
Fokko pocatkem roku 2004 ukonéil sviij program Cozeter, zac¢al pracovat na novém
programu Atlas. Koncem roku 2005 zavedl vSechny nutné pojmy ze strukturalni teorie
realnych reduktivnich Lieovych grup a pfizptisobil Kazhdanovy-Lusztigovy algoritmy
této situaci (zatimco ja jsem pouze zacinal chépat programovaci jazyk C++ a nékteré
kédy, které napsal). V té chvili bylo mozno vypod¢itat polynomy Kazhdana, Lustiga a
Vogana (krétce , KLV polynomy“) ve vSech zajimavych pfipadech s vyjimkou velkého
bloku rozstépené realné formy pro grupu Eg.

Klasické a vyjimecéné grupy

Abychom porozuméli specidlni roli grupy Eg v pocitacové Lieové teorii, dovolte mi
fici par slov o klasifikaci reduktivnich Lieovych grup, kde budu ponékud zjednodu-
Sovat, abych se mohl zaméfit na to podstatné. Prvni klasifikace se tyka komplexnich
reduktivnich grup. Ty obsahuji ,,polojednoduchou ¢ast“ a ,centralni anuloid®“. Mozné
pritomnost druhé ¢asti slouzi prevazné k tomu, abychom mohli poskytnout dtlezité
piiklady jako je grupa GL(n,C) (a také zkomplikovat nékteré algoritmy), ale jinak
neni zvlast dulezitd. Polojednoduchd ¢ast je v podstaté uréena svym ,kofenovym
systémem®, coz je konefnd mnozina vektori ve vektorovém prostoru konecné (a
pomérné malé) dimenze, ktera spliiuje jisty pocet podminek symetrie. Tyto podminky
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jsou tak omezujici, Ze kofenové systémy mohou byt uplné klasifikovany, coZ uéinili jiz
Killing a Cartan na konci 19. stoleti. Kazdy kofenovy systém je direktnim soucinem
»jednoduchych® faktorti, z nichZ kazdy budto patii k jedné ze &tyf nekonecnych
posloupnosti (An),>1, (Bn)n>2, (Cn)p>3 @ (Dn),>4, nebo k jednomu z péti typt
oznadenych symboly Go, Fy, Eg, E7 a Eg. Cleny nekoneénych posloupnosti se objevuji
jako korenové systémy jistych ,klasickych“ Lieovych grup, jako jsou specidlni linearni a
symplektické grupy; ostatni odpovidaji ,,vyjimeénym* jednoduchym Lieovym grupam.

Klasické kofenové systémy maji velmi pravidelny popis ve vSech dimenzich: napii-
klad kofenovy systém typu D,, mtze byt realizovan jako mnozina vSech vektoru délky
V2 v jisté podmiizce celoéiselné mifzky Z" prostoru R™ se standardnim skalarnim
sou¢inem (pfipady D2 a Ds jsou z klasifikace vyiaty, protoze odpovidaji nékterym
jingm kofenovym systémtim). AvSak vyjimecéné kofenové systémy zaviseji na zvlastnich
okolnostech, protoze se vyskytuji jen pro specifické dimenze. Napfiklad standardni
popis realizuje kofenovy systém typu D4 pomoci 24 vektort jako je (1,0,—1,0), ale
Ize vytvorit kopii tohoto systému, v niz misto kazdého vektoru v vezmeme vektor
V2v. Tim ziskdme 24 vektorti délky 2 v Z*, jako jsou (0,2,0,0) nebo (—1,1, -1, —1);
potom sjednoceni téchto dvou kofenovych systémil tvoii 48-prvkovy kofenovy systém
typu Fy. Kofenové systémy typu G, a Fg mohou byt vytvofeny podobné vzhledem
k singuldrnim okolnostem, zatimco systémy typu Eg a E7 jsou nejsnadnéji popsany
jako korenové podsystémy systému typu Fg. Posledni kofenovy systém ma nasledujici
popis: zacneme obvyklym 112-prvkovym kofenovym systémem typu Dg obsazenym
v mifZce Z8, pfidéme vSechny vektory z miizky (3Z)%, které (rovné#) maji délku
V2, a nakonec vektor, jehoz soudet souiadnic je sudé celé &islo, jako napiiklad
(%, %, —%, %7 %, %, —%, %) Tim pfidame dalsich 128 vektorii a dostaneme celkem 240
vektorti pro korenovy systém typu FEg. Tato soustava vektorti ma vyjimecné vysoky
stupent symetrie (v disledku ¢ehoz vektory ptivodniho podsystému pro Dg se nijak
nedaji odliit od ostatnich), o ¢emz svédéi fakt, Ze zrcadleni vzhledem k nadrovingé
kolmé k libovolnému z 240 kofenti vzdy zachova kofenovy systém jako celek. Tato
zrcadleni generuji konecnou grupu fadu 696 729 600, totiz Weylovu grupu.

V pocitacové Lieové teorii miize feseni mnoha otazek selhat kvili jednoduchym
faktoram, proto je témto pripadiim vénovano nejvice pozornosti. Mezi nimi zaujimaji
zvlastni misto vyjimecné typy, a to z né€kolika diivodi. Za prvé, protoze jejich pocet
je kone¢ny, muzeme doufat, Ze se pro vyjimecné typy daji tplné vyfesit nékteré
otazky pomoci pocitace. Na druhé strané pravidelnost klasickych typd umoznuje,
7e nékteré odpovédi mohou byt dany abstraktnim (kombinatorickym) popisem, jako
je Littlewoodovo-Richardsonovo pravidlo popisujici rozklad v tenzorové souciny pro
nez klasické grupy, a tim se odpovidajici po¢itacové problémy pro né stavaji narocnéjsi.
To nastalo zvlasté v pripadé Kazhdanovych a Lusztigovych vypocti. Grupa FEg tedy
slouzi jako jakysi ,zlaty standard“: abychom posoudili G¢innost pouziti néjakého
obecného algoritmu, podivame se, jak funguje na FEj.

V projektu Atlas se zabyvame redlnymi Lieovymi grupami, coZ znamena, ze v kom-
plexni grupé musi byt specifikovana néktera jeji ,,redlnd forma“. V typu Eg existuji tfi
neekvivalentni realné formy. Jiz zminénd mnozina parametr pro KLV polynomy, coz
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je kombinatoricka struktura zvana ,,blok“, zavisi komplikovanym zptisobem na realné
formé grupy a na realné formé dudlni komplexni grupy. Velkd c¢ast kédu programu
Atlas slouzi ke konstrukci blokti. Komplexni grupa Fg je dualni sama k sobé, takze
existuje 9 moznych kombinaci redlnych forem a dudlnich realnych forem; piikaz ,,délka
bloku*“ v programu Atlas spusti vypocet, ktery nam fekne, jak dlouhé jsou ptislusné
bloky (nékteré mohou byt prazdné). Nakonec dostaneme matici

0 0 1
0 3150 73410
1 73410 453060

Tedy prvni redlnd forma mé pfesné jeden blok s jednim prvkem (to nastane pro
kompaktni redlnou formu kazdého typu), druhd forma ma dva podstatné vétsi bloky
a posledni blok tieti (roz$tépené) redlné formy se nazyvé ,velky blok“. Protoze KLV
polynomy zaviseji na dvou parametrech, které se pohybuji po tomto bloku, je zvlastni
zdjem o délku velkého bloku pochopitelny, a tato délka nebyla zndma, dokud neexis-
toval program Atlas. Tato délka se ukéazala byt relativné mald ve srovnéni s poétem
prvki Weylovy grupy; nicméné &islo 4530602 je piiblizné 2.05 x 1011,

Vyzva velkého bloku grupy FEg

Elementy kazdého bloku odpovidaji tfidam ireducibilnich reprezentaci prislusnych
realnych Lieovych grup a KLV polynomy dodéavaji témto t¥idam spletité strukturalni
informace. Napfiklad ireducibilni reprezentace kazdé kompaktni grupy, majici vsechny
koneénou dimenzi, tvofi jedinou t¥idu. Existence jediného KLV polynomu (ve skuteé-
nosti konstantniho polynomu rovného 1) znamend, Ze kompaktni grupy jsou ovladény
jedinou formuli, totiz Weylovou formuli pro charaktery (na které je zaloZzeno mnoho
vypodti programu LIE).

KLV polynom je element okruhu Z[g|, o jehoZ koeficientech je znamo, Ze jsou
nezaporné. Teorie dava jediny prostiedek k jejich vypoctu, totiz soubor relaci vy-
jadfeny pomoci kombinatorické struktury bloku, ktery miize byt pouzit jako soubor
rekurzivnich relaci pro postupny vypocet vSech dvojic parametrti na daném bloku.
Tato kolekce polynomu je pfirozenym zpusobem ztotoznéna s dolni trojihelnikovou
matici a rekurzivni relace odkazuji k prvkiim této matice, které jsou v fadcich nad
danym prvkem nebo ve sloupcich napravo od néj. Vzhledem k povaze téchto relaci
je bezpfedmétné pokouset se vypocitat jednotlivé KLV polynomy nebo pocitat je bez
shromazdovani jiz vypoc¢tenych hodnot pro pozd&jsi vyhledavani. TakZe program Atlas
v podstaté vypliiuje tuto matici polynomi na zakladé rekurzivnich formuli a pak zapiSe
vSechny vysledky do jednoho souboru.

Dokud pamét, kterou mame k dispozici, je dostatecnd k uloZeni vSech vysledk,
vypocet je docela rychly; to vysvétluje pro¢ vSechny zajimavé piipady s vyjimkou
velkého bloku pro Eg mohou byt zvladany velmi rychle, kdyz uz byl program jednou
napsan. Dokonce vypocet KLV polynomu pro blok s délkou strany 73 410 pat¥ici k pro-
stfedni redlné formé grupy Ejg trvad na modernim osobnim pocita¢i méné nez 10 minut,
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za predpokladu, Ze je tento pocita¢ vybaven alespoli dvéma gigabajty (GB) paméti.
Tento zvlastni pripad mutze byt zvladnut, protoze ne vsechny prvky v trojihelnikové
¢asti matice jsou ukladany; jinak bychom museli uloZit kolem 2.7 x 10° prvkd, coz by
vyzadovalo mnohem vice nez 10 GB paméti. Kazdy prvek matice, k némuz je pfislusnéd
rekurzivni relace stejnd jako posledni vypoctend, se neuklddd (a miZe byt nalezen
dodatecéné, pokud jeho hodnotu budeme potiebovat). Také se neuklddaji prvky nulové
hodnoty. Ve zminéném piipad€ to znamena, ze se ve skutecnosti uklada pouhych 63
miliond prvkd, coz je 2.5 % vSech mist trojihelnikové ¢asti matice.
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Source: http://upload.wikimedia.o

Obr. 1: TFfirozmérny model Zome kofenového systému grupy Fs sestrojeny Davidem A.
Richterem. Na jeho webové strance najdete popis této konstrukce a mnoho dalsich zajimavych
modeld.

Kdyz se ale vyéerpa pamét, situace se rapidné zhorsi. Diky pouziti virtualni paméti
se vSak mizeme vyhnout tomu, ze bychom museli prerusit vypocet: ¢ast dat maze byt
uloZena na zvlastni disk (do tzv. vyménného prostoru), abychom vytvofili prostor pro
nové hodnoty. Ale ackoliv se opera¢ni systém pokousi drzet ve své paméti hodnoty,
které byly pouzity jako posledni, ukazuje se, ze se tato mnozina neustale pfesunuje,
takze vypocet zacne brzy spotfebovavat skoro vSechen ¢as na vymeénu dat mezi paméti
pocitace a diskem. Pravé toto se stalo pro velky blok grupy Fgs: dokonce s nékolika
gigabajty paméti pfimo v pocitaci a s prakticky neomezenym vyménnym prostorem
program Atlas spotfeboval tydny pouze na praci s diskem, ale vibec se nepfiblizil
Uplnému vypoctu matice polynomd.
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Mezitim jsme byli Sokovani zjisténim, Ze u Fokka byla diagnostikovana amyotro-
fickd lateralni skleréza (degenerativni neurologickd choroba), téméf v momenté, kdy
dokoncil programovani algoritmu pro KLV polynomy. Béhem nékolika mésici ztratil
schopnost hybat rukama a do roka zemfel. Ackoliv nebyl schopen sam programovat,
pokracoval v praci na projektu Atlas béhem tohoto posledniho roku tak, Ze pomahal
Davidu Voganovi a nechal na Adamsovi a na mné, abychom se sezndmili s jeho
programem a déale jej zlepsovali.Ve skutecnosti nebylo pro Fokka primarni zélezitosti
dobyti velkého bloku grupy FEg, protoze, jak nam fekl, béhem nékolika let budeme
mit v8ichni pocitace s dostateénou paméti k dosazeni tohoto cile. Mozné, Ze mohl mit
docela dobie pravdu, ale my jsme nakonec neméli tolik trpélivosti jako on.

Rozlousknuti problému Eg

Spojili jsme se s Williamem Steinem z Washingtonské statni univerzity, ktery nam
umoznil pracovat s programem Atlas na pocitaci Sage, ktery mél 64 GB paméti.
Nicméné zdalo se, ze k provedeni vypoctu pro FEg bychom potiebovali piistroj
s nejméné 150 GB paméti. Zatimco jsme uvazovali o zakoupeni jesté vétsiho pocitace,
objevila se mySlenka, kterda zahdjila pokusy prizptsobit Atlas tak, aby bylo moZno
provést veskeré vypocty pro Eg na Sage. Dvé charakteristiky odlisujici velky blok grupy
Fs od jednodussich pfipadt jsou, Ze pocet navzdjem ruzngch polynomi v matici roste
pomérné rychle (i kdyZ na druhé strané mnoho polynomi se objevuje extrémné casto,
takze Atlas ukldda jen jednu kopii kazdého) a Ze nékteré polynomy obsahuji dosti
velké koeficienty (vétsi nez 216 = 65536), coz znamenalo, Ze jsme museli rezervovat
4 bajty pro kazdy koeficient. Kdyz to zkombinujeme, znamené to, Ze spousta ukladani
je zapotiebi pouze pro registraci vSech polynomu, které se vyskytnou. To zahrnuje
vice nez 13 miliard 4bajtovych koeficientii. Nase myslenka byla, Ze tvar rekurzivnich
relaci dovoluje, aby vypocty byly provadény s moduldrnimi koeficienty, z nichz kazdy
muize byt ulozen pomoci jediného bajtu, a Ze poté se da pouzit Cinska véta o zbytcich
k rekonstrukci skuteénych celociselnych koeficientti.

Jelikoz program Atlas je dobfe strukturovany, bylo celkem snadné jej pozménit
tak, aby uklddani polynomialnich koeficient bylo redukovano na jeden bajt a aby
vsechna aritmetika v ném byla nahrazena modularni aritmetikou. Tento modifikovany
program byl hotov zacatkem prosince 2007, jen nékolik dni poté, co jsme ptijali
myslenku pouzit modularni aritmetiku (a méné nez mésic po Fokkové smrti). Nicméné
tato modifikace, 1 kdyZ snizila naroky na pamét na ¢tvrtinu, stale jesté nedokdzala
vypocitat velky blok ani na pocita¢i Sage, protoze jiné dilezité faktory ovliviiujici
pozadavky na uklddani ztstaly neovlivnény. Napiiklad ziskani odpovédi z matice na
otazku, kde se vyskytuje urcity polynom, struktura dat pouzitd k tomu, aby bylo
umoznéno zapsat kazdy polynom pravé jednou a obecna rezie datovych struktur.
Za normalnich okolnosti divéfujeme virtudlnim knihovnédm pouzivanym k poskytnuti
vhodnych tidaji a nepohravame si pritom s detaily o bitech a bajtech. Nicméné pokud
pracujeme s typy dat, které se opakuji v ¥ddu miliard, a paméf je pro nas jakousi
prémii, musime vénovat pozornost zlepseni i v této oblasti. Ve skutecnosti se ukézalo,
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ze mnohé se mize ziskat dosti pfimocarymi postupy, jako je nahrazeni 8bajtovych
ukazatell (pointert) 4bajtovymi identifika¢nimi ¢isly, pouzivani ponékud zmatenych
tabulek spiSe nez vyhledavaciho stromu a fazeni vSech polynomialnich koeficienti do
jediného pole spiSe nez do miliardy riznych poli. S takovymi metodami jsem byl
obezndmen jiz po dlouhou dobu, kdyZ jsem studoval programy (jako je TEX) napsané
Donaldem Knuthem v dobé&, kdy pocitacovd pamét byla méné bohaté, nez je dnes.
Nakonec byly pozadavky na pamét pro zapséni velkého bloku snizeny na 55 GB, coz
umoziovalo pokusit se zpracovat vSe na pocitaci Sage.

Vsechno, véetné malych obsluznych programt zvedajicich!) modulérni koeficienty,
bylo viceméné pripraveno ke spusténi zac¢atkem vanocnich prazdnin. Vypocet potom
probéhl v Seattlu a byl ¥izen na ddlku Davidem Voganem, budto z MIT nebo z kterého-
koliv jiného mista, kde méli internet (jako je napiiklad letistni hala) a kde se ndhodou
vyskytoval, a ostatni ¢lenové tymu Atlas se mu pfitom ,divali pfes rameno“ pomoci
okna VNC (Virtual Network Computing). Nebudu opakovat prekrasné vypravéni
z Davidova ¢lanku o tom, jak vrtkavé se ukéazalo byt nase $tésti, kdyz vypocet
postupoval vpred. Staci fici, Zze kazdy prvni pokus provést nékterou ¢ast vypocta
selhal, budto kvili chybé v programu, kterou nebyla schopna odhalit ani pfedbézna
kontrola, nebo kviili mnoha havériim rtiznych systémi (které se ukazaly byt zptisobeny
zcela nezdvislymi procesy na pocitaci Sage). Nicméné diky nasi urputnosti jsme dosahli
cilové cary 8. ledna 2008.

Moje osobni vzpominky na toto dobrodruzstvi jsou spojeny s nucenymi kratkymi
prestavkami béhem mé dovolené, kterou jsem travil v mém domé v Poitiers se svymi
dvéma détmi — teenagery a béhem kterjch jsem diskutoval o softwarovych problé-
mech s Davidem pomoci elektronické posty (ve skutecnosti to byl on, kdo odhalil
a vyfesil vétSinu z nich). Zejména si vzpomindm na posledni vikend, kdy jsem byl
zpét v Holandsku a kde, poté co jsem vratil déti zpét do jejich domova, jsem stravil
vecer v . domé mych rodi¢li, pficemz jsem premital o posledni ,mouse“, kterou mi
ohlésil David. Ptisti den zrana, poté co jsem shledal, Ze celonoc¢ni pokus selhal, aniz by
nalezl néjakou chybu, napsal jsem novy e-mail Davidovi, abych ho povzbudil k dalsimu
pokusu (protoze ta malickost se mezitim diky ndhodé vyftesila), zatimco mij otec si
délal starosti, Ze zmeskam vlak zpét do Francie (coz se nestalo). Pro zménu potfebovaly
pocitace vice Casu nez vlaky. Dalsi den jsem byl jiz zpét v praci a to byl den pred
spé&snym dokonéenim programu pro Cinskou vétu o zbytcich.
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