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Schumannove rezonancie
Elektromagnetické ,zvonenie® Zeme
(1. Cast: Historia a tedria)

Adriena Ondrdskovd, Sebastidn Sevcik, Ladislav Rosenberg, Pavel Kosteckyj, Bratislava

Motto:

Tvoj hrom zarachotil v povichrici,
svet osvietili blesky,
triasla a chvela sa Zem.

(Zalm 77:19)

Zaujimavy geofyzikalny jav — vlastné elektromagnetické kmity budené at-
mosférickymi vybojmi v dutinovom rezonéatore, ktory tvori zemsky povrch a
ionosféra — bol teoreticky predpovedany v roku 1952 a jeho merania zacali
roku 1960. Tento jav je predmetom sStudia viacerych vedeckych disciplin:
tedrie Sirenia elektromagnetickych vin v prostredi s komplikovanou Strukta-
rou a vlastnostiami (vplyv geomagnetického pola), a nduky o atmosférickej
elektrine. Vysledky jeho studia zasahuju aj do meteoroldgie a klimatoldgie,
¢o sa tyka globélnej burkovej aktivity a jej G¢inkov. Prvé idaje zo satelitov a
kozmickych sond nasved¢uju, ze sa prejavuje aj na inych telesich v Slnecnej
sustave, ktoré maju vlastnt atmosféru s globalnou cirkulaciou a elektrickymi
vybojmi.

Tento ¢lanok venujeme 120. vyrociu narodenia
Winfrieda Otto Schumanna (20.5. 1888).
1. Uvod a histéria objavu
Matematik, fyzik a astroném Karl Friedrich Gauss vyslovil ako prvy v roku 1839

nazor, ze pravidelné varidcie geomagnetického pola musia mat pri¢inu v elektric-
kych priadoch teétcich vysoko nad povrchom Zeme. Lord Kelvin (1860) na tomto
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zéklade postuloval existenciu elektricky vodivych vrstiev vysoko v atmosfére, predpo-
kladal vsak ich chemické zloZenie zasadne odlisné od vzduchu. V roku 1878 navrhol
Balfour Stewart moznost existencie elektricky vodivych vrstiev plynov vo vysokej
atmosfére, aby vysvetlil denni variadciu geomagnetického pola, ktord nemohla mat
pri¢inu v zemskom vnutri. Intuitivne hladal pri¢inu v ziareni Slnka — ako dnes vieme,
spravne. Po prvom uspechu radiového transatlantického spojenia (Guglielmo Marconi
1902) tuto predstavu rozvinuli nezdvisle Arthur Kennely a Oliver Heaviside. Pokrok
radiotechniky spresiioval tieto predstavy, az Edward Appleton (1924) priniesol (na
béze magneto-idnovej tedrie) jednoznacné teoretické zdovodnenie dialkového Sirenia
elektromagnetickych vin pozdlZ zemského povrchu odrazom od ionosféry a stidasne
navrhol priamu experimentalnu verifikdciu jej existencie. V rokoch 1924-26 bola uz
existencia ionosféry (vtedy nazyvana ,Kennely-Heavisidova vrstva“) preukézand a
nepochybnéa. Postupne bola podrobne skiiman4 jej Struktira a vlastnosti, napokon od
70-rokov minulého storocia prisli priame merania ,in situ“ od sondaznych rakiet a
umelych druzic.

Histériu radioloka¢ného vyskumu a vyuzitia ionosféry — velmi zaujimav( samu
o sebe — moZno néjst napr. v [1], prehlad nasich sti¢asnych znalosti o nej vid napr.
v [2] a [3] (bohaty obrazovy material).

Néznaky a vigne predstavy o tom, Ze povrch Zeme (Ciastocne elektricky vodivy) a
spodné vrstvy ionosféry (taktiez vodivé), oddelené troposférickym (a stratosférickym)
vzduchom, ktorého elektrickd vodivost je zanedbatelnd, tvoria vlastne dutinovy elek-
tromagneticky rezonator, siahaja az k sldvnemu J. J. Thomsonovi (objavitelovi
elektrénu) v roku 1893. Cely rad fyzikov a elektrotechnikov, medzi ktorymi nemozno
obist Nikolu Teslu (od narodenia ktorého neddvno uplynulo 150 rokov — 10.7.1856),
ktory dokonca predpokladal vyuzitie ionostéry pre bezdrotovy prenos energie (jeho
patent z roku 1905), ttto fyzikdlnu predstavu s réoznym stupiiom exaktnosti rozvijali,
ale iba teoreticky.

WINFRIED OTTO SCHUMANN (1888-1974) bol prvy, ktory v sérii prac (pocinajic
pracou z r. 1952 — [4]) jav fyzikdlne spravne a exaktne popisal a hlavne pochopil,
ze budenie elektromagnetickych kmitov v rezonatore ,zaobstarad“ globalna burkova
¢innost a ze by tento jav mal byt experimentalne zistitelny. Na jeho podest sa elek-
tromagnetické vlastné kmity v dutinovom rezonétore Zem-spodnd ionosféra (budené
ndhodnymi a nekoherentnymi atmosférickymi vybojmi) nazyvaju Schumannove re-
zonancie (SchR).

W. O. Schumann bol nemeckej narodnosti (roddk z Tiibingenu), ¢ast detstva prezil
dokonca v Prahe (za Rakuska-Uhorska). Povodnym vzdelanim elektroinzinier (1912),
Studoval dalej teoreticka fyziku, v roku 1924 sa stal profesorom na technike v Mni-
chove. Od roku 1947 az do smrti pracoval v USA. Podrobnejsi Zivotopis a rozbor jeho
prac (aj prac jeho predchodcov) ndjdeme v obsiahlom ¢lanku [5].

Prvéa experimentalna verifikacia prisla v roku 1960, ked M. Balser a C. A. Wagner
z M.I'T. v USA [6] na observatériu West Greenwich (Rhode Island, USA) preukazali
v spektre jatmosférického sumu“ v pasme ELF (Extremely Low Frequencies — od 3
do 300 Hz, ¢o zodpoved4 vinovym dizkam 10%-10° km vo vakuu) maxima — spektralne
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»biky“ na frekvenciach priblizne 7.8, 14.1, 20 a 26 Hz. Na obr. 1 je priklad frekvenc-
ného spektra vertikalnej elektrickej zlozky pola (v intervale 545 Hz) zo 6-mintitového
zdznamu 11. 1.2008 od 07:30 UT na observatériu v Modre (vid nizsie). Zvislé ¢iary na
obrazku odpovedaji priemernym frekvencidm jednotlivych mdédov.

Ako neskor ukdzeme (v 2. Casti ¢lanku), dominantné zlozky elektromagnetického
pola SchR st vertikdlna elektrickd zlozka E, a dve horizontdlne magnetické zloZky H,
a Hy,. Na meranie E, sa v sicasnosti Standardne pouzivaju kapacitné antény (,,ball an-
tenna“), tvorené vodivym telesom na izolujicom stoziari nad povrchom Zeme. Snima
sa elektrické napitie medzi vodivou elektrédou a zemskym povrchom (uzemrtiovacimi
doskami pod pitou stoziara). Magnetické zlozky sa snimaji indukénymi senzormi
(,,search-coil sensors“), ¢o su valcové cievky s velkym poctom zdvitov na otvorenych
feromagnetickych jadrach. Vzhladom na ich smerovost treba pouzif dva samostatné
senzory s vzajomne ortogondlnymi osami (v smeroch N-S a E-W). Signaly senzorov
treba zosilnit vo frekvenénom pasme SchR (vymedzi sa ststavou filtrov), podrobit
analégovo-digitdlnej konverzii a ulozit pre dalSie pocitadové spracovanie.

=15

E01110730.dat ——

REelatiwvna spektrdalna amplituada

7.g 14 2i 2a I a3
Frekwvencia [Hz]

Obr. 1. Typické frekvenéné spektrum (v intervale 5-45 Hz) vertikalnej elektrickej zlozky pola
— z dat nameranych na AGO Modra 11.1.2008, 07:30-07:36 UT. Amplituda je zobrazena
v relativnych jednotkach, zvislé ¢iary vyznacuja dlhodobé priemery frekvencii prvych 6
schumannovskych médov.

Na Astronomickom a geofyzikalnom observatériu (AGO) Fakulty matematiky, fy-
ziky a informatiky Univerzity Komenského v Modre-Piesky (asi 45 km od Bratislavy)
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sa od r. 2001 vykonévaju pravidelné merania a spektralne analyzy vertikélnej elektric-
kej zlozky Schumannovych rezonancii [7]. Frekvencéné spektréd v redlnom case je mozné
najst na: http://193.87.5.150. Merania magnetickych zloziek pola SchR méme na
AGO zatial v pokusnom $tadiu, prebiehajii overovacie experimenty. Problematika
Schumannovych rezonancii je na Katedre astrondmie, fyziky Zeme a meteoroldgie nasej
fakulty (vedtci Prof. RNDr. Peter Moczo, DrSc.) zahrnuté vo vyskumnom programe
oddelenia ,,Fyzika Zeme“ a v magisterskom studijnom programe Fyzika Zeme a planét,
v rédmci ktorého vzniklo niekolko diplomovych prac. V sucasnosti prace pokracuji a
sustreduji sa aj na Studium tranzientngch javov v pasme Schumannovych rezonancii
(budt podrobnejsie diskutované v 2. asti ¢lanku).

Sirenie elektromagnetickych vin v pasme ELF v priestore okolo Zeme

Vyznaduje sa:

o _vlnovodnym*“ modom Sirenia: priestor medzi povrchom Zeme a spodnou ionosfé-
rou predstavuje akoby kvazidvojrozmerny (nakolko vyska spodnej ionosféry je mala
vzhladom na polomer Zeme), do seba uzavrety ,vlnovod“, elektromagneticka vina sa
§iri postupnymi odrazmi od jeho hranic. Je to zjednoduSené predstava (hranice nie st
dokonale vodivé), ale sltzi ako veelku dobré aproximaécia;

e malym 7tlmom Sirenia: napriklad vina s frekvenciou 10Hz (vinova dlzka radu
zemského obvodu) postupuje s Gtlmom cca 0.2dB na 1000 km — ¢&o znamend, Ze po
obehnuti celej Zeme je zoslabenie amplitidy viny okolo 8 dB, ¢ize na 40 % pociatocénej
hodnoty. Utlm Sirenia s frekvenciou mierne sttpa, ale v celom pasme ELF zostava
nizky;

o velkou hibkou prenikania do hmotného prostredia: vzdialenost ¢, na aka amplitida
rovinnej vlny (s kruhovou frekvenciou w, dopadajicej kolmo na hranicu prostredia)
v hmotnom prostredi (vodivost o, relativna permeabilita p,.) poklesne na 1/e hodnoty
na hranici prostredia, uréuje zndmy vztah:

2
5= ——, 1
Wo oy O ( )

kde po = 4n-107"H.m™! je permeabilita védkua. Hibka prenikania je teda timerna
w12 g g-1/2.

Elektrickd vodivost zemského povrchu (¢ uz pevného alebo kvapalného) je zhruba
0 7-8 radov nizsia oproti vodivosti kovov. Pre frekvenciu 10 Hz a priemernd vodivost
morskej vody ~ 3.3 Q7 'm~! (z4visi na salinite a teplote) bude § radu 80-100 m. V pri-
pade pody (vodivost silne zévisi od vlhkosti, priemerna hodnota je cca 0.1 Q2 'm~1)
je hibka prieniku rddove 500m. Vodivost hornin (skalnjch masivov) vykazuje tiez
zna¢ny rozptyl, priemernej hodnote okolo 0.003 Q2 'm~! zodpoveda hibka prieniku
radu 3-5 km.
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Préve prenikanie tychto vin hlboko pod hladinu mori a ocednov stimulovalo vyskum
ich Sirenia pre vojenské tcely — komunikacia s ponorkami pod hladinou, kde vyuzitie
vyssich frekvencii neprichddza do tvahy. V USA aj v byvalom ZSSR, pozri napr. [§],
[9], boli vybudované sofistikované komunikacéné systémy (napr. rusky ,Zeus“ na 82 Hz),
napriek mimoriadne nizkej rychlosti prenosu informacii na frekvenciach v pasme ELF.
Nevyhodou takych systémov su taktiez potrebné gigantické rozmery podmorskych
antén (desiatky km!) a ich mizivd energetickd (i¢innost. V sucasnosti sa uz podobné
systémy prestavaju pouzivat.

Pre zaujimavost uvedme, Ze pozostatky supernov (ktoré mozno v niektorych pripa-
doch pozorovat v mikrovinnych pasmach a vynimocne aj opticky) musia byt mimo-
riadne intenzivnymi zdrojmi magnetodipolového elektromagnetického Ziarenia prave
v pasme ELF. Napriklad znamy pulzar v Krabej hmlovine (pozostatok galaktickej su-
pernovy z r. 1054) generuje na frekvencii prave okolo 30 Hz (rota¢nd periéda ~ 33 ms)
Ziarivy vikon ~ 4-103! W, ¢o odpoveda 10°-nasobku celkového Ziarivého vykonu Slnka
[10]. Ide vlastne o giganticky ,alternator“, ktory konvertuje rota¢ni energiu zvysku po
expldzii supernovy (,neutrénova hviezda“) na energiu elektromagnetického pola, zar-
tovne nazvany ,megavlnova piecka — megawave oven“. Zial, opacita medzihviezdnej
plazmy (hoci velmi riedkej) spolu s obrovskou vzdialenostou zdroja sposobuje velmi
silnt absorpciu tohto Ziarenia. Priama detekcia je zatial mimo moznosti pozemskej
aparatary [11], [12].

2. Zakladné vlastnosti elektromagnetického rezonatora Zem — spodna
ionosféra

a) Rezonator s idealne vodivymi hranicami

Ak uvazujeme velmi vysokt (prakticky nekoneéni) vodivost ohrani¢ujtcich ploch,
rieSenim Maxwellovych rovnic v sférickom stiradnom systéme (r,6,¢) dostaneme
dva systémy vlastnych mddov elektromagnetického pola oznacovanych ako TE-
(transverzélne elektrické) a TM- (transverzalne magnetické) médy. Odvodenie mozno
néjst v ucebniciach elektromagnetického pola, napr. [13], alebo v stthrnnej monografii
o Schumannovych rezonanciach [14]. Ide v podstate o stojaté vlnenie, ktoré vznika
konstruktivnou interferenciou vin postupujtcich opaénymi smermi (obr. 2), a to bud
pozdlz zemského povrchu — longitudindlne (TM-vlny), resp. kolmo nati — radidlne
(TE-vlny).

Schumannove rezonancie, ktoré st predmetom nasho ¢lanku, predstavuju longitu-
dindlne vlastné médy (TM). Radidlne rezonancie sa prejavuji na podstatne vyssich
frekvenciach (zhruba v pomere zemského polomeru k vyske ,hranice“ ionosféry) oproti
schumannovskym, tj. priblizne od 800 Hz vyssie, a st velmi obtazne detekovatelné pre
silny atlm.

Elektromagneticky rezonator Zem-ionosféra je trojdimenzionalny objekt, preto
v fiom musia existovat [14] ¢ri typy rezonancii: longitudinalne (,klasické* Schuman-
nove rezonancie, ktorymi sa zaoberd nas prehlad), tranzverzalne — uvedené vyssie
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Obr. 2. Schématické zndzornenie vzniku Schumannovych
rezonancii (prevzaté z [14]).

(mohli by byt oznacené ako radialne) a azimutdlne — prejavujice sa v jemnej
Struktire (Stiepeni) rezonanénych pikov longitudindlnych rezonancii v pritomnosti
geomagnetického pola.

Systém Maxwellovych rovnic rieSime v sférickej geometrii — vo vnitornom
prostredi rezonétora, ktoré povazujeme za nevodivé a nemagnetické (charakterizované
relativnou permitivitou ¢, = 1). Povrch Zeme berieme ako nekonecne elektricky
vodivyl).

Hornt hranicu rezonatora uvazujeme ako homogénne prostredie s absolitnou permi-
tivitou € (vo v8eobecnosti komplexnou), ¢o ndm umoziiuje zahrnit aj vodivé prostredia
— u prostredi s nizkou hustotou (plynnych, kedy mozno zanedbat Lorentzovu korekciu
na lokélne pole) je komplexnd permitivita prostredia ¢ = eg—i- (o /w), kde o je vodivost
prostredia, w je kruhova frekvencia (na tomto mieste a vsade dalej ,i“ predstavuje
imagindrnu jednotku). V celom objeme rezondtora aj na jeho hraniciach uvazujeme
relativnu permeabilitu u, = 1.

Riesenie mozno zjednodusit zavedenim dvoch skaldrnych Debyeovych potencia-
lov [15] U a V, ktoré splitaja ti istd vlnovia rovnicu pre funkcie r.U a 1.V osve:

0? 1 U
<W+r_2AT+€rk2> T<V> =0, (2)

kde k je konstanta $irenia (vinové ¢islo) vo vakuu k? = w?-goup a A je transverzélna
¢ast Laplaceovho operatora:

S S PR DS S (20)
T=Gne 90 \"" 99) " sm?e 0p2 &

1) V tomto priblizeni je tesne pri zemskom povrchu (kde zvycajne merdme) ,mixovanie®
TE- a TM-vin zanedbatelné (vo vieobecnom pripade ale nastava — vid [18], odst. 7.5., s. 293).
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Tato rovnicu mozno riesit tradiénou metédou separdcie premennych, tj. kazdy
skalarny potencial bude st¢inom troch funkcii — funkcie radidlnej vzdialenosti R(r),
funkcie polarneho uhla (analégia doplnku zemepisnej sirky) T'(0) a funkcie rovnikového
uhla (analégia zemepisnej dlzky) ®(i):

F(r,0,0) = R(r).T(0).2(p). (3)

Funkcie T'(0) a ®(p) mozno skombinovat do zndmych ,sférickych harmonickych
funkcii“ Y, ,, — vid dalej (8a).
Ak spétne vyjadrime zlozky E a H cez potencialy U a V', dostaneme:

? o\ T 02 9
ET—<82+5TI<:)\/§U, HT_(32+ETk> (4)
B, — 1 62(7“(]) _ iW/,L() (9_V Ho, — 1 82(7“V) _ iw(—jo\/a 6_U (5)

o= ry/er 0rof sinf dy’ o= ry/er 0rof sinff  dp’
1 o?(rU) . ov 1 9*(rv) . oUu
B, = rsinf,/e, Ordy —|—1w,u0%, He = rsinf Orde T lweoveEr 90" (6)

Polia E a H st vo vSeobecnosti zlozené z dvoch typov parcidlnych vinovych poli:
e transverzalne magnetické (TM) vlny, pre ktoré potencidl V' = 0,
o transverzalne elektrické (TE) vlny, pre ktoré analogicky U = 0.

Pre TM-vlny je radidlna zlozka magnetickej intensity H, = 0, preto ich niektori
autori oznacuju ako ,elektrické* (iba elektrickd intenzita E mé radidlnu zlozku) a na-
opak, TE-vlny (v poli ktorych m4 radidlnu zlozku iba H) ozna¢uji ako ,magnetické®.
Ide o ist nedoslednost v oznacovani, pridrzime sa terminov TE- a TM-vlny.

Radidlna zloZka potencidlu R(r) vyhovuje rovnici:

d? n(n+1)

2,
F—'_k r2

(rR) =0, (7)
kde n je celé ¢islo (separa¢ny index, udévajici stupen sférickej harmonickej funkcie
Y.,.m v uhlovej zlozke potencidlu), k = w/c predstavuje vlnové éislo (konstantu sirenia)
vo vakuu a ¢, je relativna permitivita prostredia.

Vseobecnym riesenim radidinej vinovej rovnice (7) je linedrna kombinacia Hankelo-
vych funkcii polocelého radu (,,sférickgch Hankelovych funkeii 1. a 2. druhu — [16],
[17]) hg), W2 v tvare (plati pre kazdy potencidl U aj V samostatne — pochopitelne
s odlisnymi ,sadami“ koeficientov {A} a {B}):

=i zn: [ rm WO (k1) + By B (k1) | Y (6, 0). (8a)
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Funkcie h%l), th) definujeme cez Hankelove funkcie H ) H (2)

locelého rad nt1/20 Ani1y2 1. a 2. druhu
poloceleno radu:

W) =\ 1) G=12) (5)

Zévislost na uhloch — ,doplnku zemepisnej sirky“ 6 € (0,7) a ,zemepisnej dizke“
® € (0,2n) — reprezentuje dobre zndma sférickd harmonické funkcia stupiia n a radu
m:

Yn,m(gv 90) == \/2714;: 1 m . Pn,m(COS 0) eXp(imSD)v (9)

kde P, ., (cosf) je adjungovana Legendreova funkcia stupiia n, radu m argumentu
(cos0).

Vlastné mody rezonatora, Cize v podstate stojaté elektromagnetické vinenie, je
potrebné vysetrovat na zdklade okrajovych podmienok. Vlastné mddy rezonatora
mozno chapat ako vysledok konstruktivnej interferencie vin Siriacich sa od zdroja
roznymi smermi. Takato interferencia bude plne konstruktivna iba pre urcité diskrétne
frekvencie. Priblizne mozno povedat, ze zékladnému médu odpoveds vinova dlzka
rovna obvodu Zeme (~ 40.000 km). K okrajovym podmienkam pre amplitidy poli na
hraniciach rezonatora pristupuje tzv. Sommerfeldova podmienka, ktord zabezpecuje,
aby rieSenie nad hornou hranicou rezonatora (pre r > R+h, kde R predstavuje polomer
Zeme a h ,vySku ionosféry“) obsahovalo iba postupni vlnu Siriacu sa smerom r — 0o,
preto vo vyraze pre potencidly (8a) v pripade r > R + h, tj. ,vo vnutri“ ionosféry,
zostane iba radidlna funkcia 2. druhu h,(f) (jej singularita v po¢iatku nevadi, nakolko
rieSenie ma zmysel pre R < r < R+ h).

Ak uvazujeme obidve hranice rezonatora idedlne (nekonecne) vodivé, musia sa na
nich tangencidlne zlozky vektora elektrického pola E anulovaf. Za predpokladu, Ze
h < R, obidve podmienky vedd na disperzny vztah:

knR=+/n(n+1), presnejsie k,R=+/n(n+1)(1 —h/R).

Cinitel (1 — h/R) m4 svojou podstatou ,geometrickti interpretaciu“. V priblizne;
predstave viny ,skacucej* postupnymi odrazmi striedavo od povrchu Zeme a hranice
ionosféry naznacuje akoby ,predlZenie“ drédhy vlny a teda zniZenie jej fazovej rjchlosti
(uvazovanej vzhladom na obvod Zeme). Zéavislost na /n(n + 1) je priamym dosled-
kom sférickej symetrie problému, vdaka ktorej dochddza v tomto idedlnom modeli
k degenerdcii mddov — nezévislosti vlastnej frekvencie a rozloZenia pola na indexe
(,,druhom kvantovom ¢isle*) m vo stérickej harmonickej funkcii Y, . (6, ) v rov. (9).

V tomto velmi zjednodu$enom modeli, ktory bol predmetom pionierskej prace
W. O. Schumanna [4], vychadzaja rezonancéné frekvencie pre rezondtor Zem-ionosféra
na 10.6 Hz (zdkladny mdéd pre n = 1) , dalsie postupne na 18.3 — 25.9 — 33.5 — ...
Hz (n=2,3,4,...).

Pretoze rezonator tvoria dve oddelené hrani¢né plochy, je pripustné aj tzv. elektro-
statické rieSenie pre n = 0, ktoré zodpovedd homogénnemu radidlnemu elektrickému
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polu a absencii magnetického pola. Takéto pole naozaj existuje (podrobnejsie v druhej
¢asti ¢lanku), pri zemskom povrchu mé priemernt intenzitu 100-150 V.m~! (pri¢om
povrch Zeme nesie negativnu polaritu). Oznacuje sa ako ,fair-weather field“. Zemsky
povrch a spodnil hranicu ionosféry mozeme chépat ako elektrédy sférického konden-
zatora.

b) Reélny rezonator Zem — ionosféra

Dolezitou veli¢inou, ktord kvantifikuje energetické straty v rezondtore, je cinitel
kvality (bezne oznacovany Q). Disipdcia energie v rezonatore nastava jednak v mate-
ridli hranic (koneéné vodivost!), pripadne aj v nedokonalom dielektriku (izolujiicom
prostredi), ktoré vyplituje objem rezonatora. V pripade rezonatora Zem — ionosféra
dominuje prva pri¢ina. Nedokonalé izolac¢né vlastnosti troposférického a stratosféric-
kého vzduchu prispievaji k ohmickym stratdm zanedbatelnou mierou (v globdlnom
meradle). Ak teda uvdZime iba straty v prostredi ionosféry (povrch Zeme berieme
ako dokonale vodivy, ¢o sa ukazuje pri analyze SchR ako oprévnené), mozeme ¢initel

kvality @ vyjadrit ako:
1 Py
=__7, 10
0= (0

Objemovy integral v Citateli

Py = /// (20 1B + po | HIJ) av (10a)

RSr<R+h

predstavuje celkovil elektromagneticktl energiu vo vnitri (v objeme) rezonatora, za-
tial¢o plo$ny integral
Ps = //MO (H2 + H2) dS (10b)
r=R+h

odpovedé energii disipovanej vo vonkaj$om hrani¢nom povrchu rezonétora (& je hibka
prieniku elmg. pola do materidlu hranic — vid (1)), ¢iZe na hranici ionosféry, kedze
zemsky povrch berieme ako idedlne vodivy.

Pretoze energie elektrického aj magnetického pola (prvy a druhy séitanec vo vyraze
pre Py) st rovnaké, mozno priblizne ¢initel @ vyjadrit ako podiel ,vysky hranice
ionosféry h k hibke prieniku 6. Pre na$ rezonator dostdvame velmi nizke hodnoty
Q@ radu 4-6 (v kazdom pripade @ < 10), lebo v pribliZzeni skaldrnej vodivosti je
hibka prieniku elektromagnetického pola do spodnej ionosféry okolo 10-15km [18]
(¢im vyssia vodivost hranic, tym mensia hibka prieniku a teda vyssi ¢initel Q).

Ak je tento cinitel vysoky (rddu stovdk alebo tisicov — ako u rezonétorov v tech-
nickej praxi), mozno profily ,spektralnych ¢iar, zodpovedajuicich vlastnym mdédom
rezonatora, vyjadrit zndmou Lorentzovou funkciou:

1+2Q(

Aw) 5> (11)
&%)
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kde wp je kruhové frekvencia ,stredu ¢iary“ (maxima amplitidy, hodnota ktorého
je Ap). S tym stvisi definicia ¢initela @ (zndma z elektrotechniky) ako pomeru
strednej frekvencie ,¢ilary“ (maximum amplitiidy) a polovi¢nej ,$irky ¢iary* na 0.707
amplitidy maxima. Ale v pripade nizkeho @) sa tieto vztahy stdvaji nepouzitelnymi
a nastavaju zaujimavé doésledky:

e spektralne ,profily“ vlastnych mdédov sa stavaja zavislymi na polohe miesta mera-

nia — teda v odlisnych bodoch v rezonatore nameriame odlisné tvary spektralnych
¢iar a teda odlisné ,pikové frekvencie“ a ,lokalne“ cinitele kvality;

e tvar spektralnych profilov (a nielen ich amplitida) sa stavaja vyrazne zévislymi
na charakteristikdch budiaceho zdroja (zdrojov);

e profily spektralnych ¢iar st vyrazne nesymetrické voci pikovej frekvencii, navyse
tato nesymetria ma odlisny charakter v réznych bodoch pozorovania;

e vietky vysSie uvedené charakteristiky mddov (najmé ,pikové frekvencie“) si
vyrazne ovplyviiované charakteristikami budiaceho zdroja (zdrojov).

25
! Aproxulna(na spektra Lorentzovyml funkmaml
:1.mode::f= 7.88:Hz, A=i17.06, Q=4.27
20 Qmodef—1397HZ _A___,_12__9_9_ Q=3.59 |

1 £=20.14 Hz, A=7.98, Q=
f—2609Hz A= 440 Q= 568
f—33 70 Hz, A= 1 79, Q

,_.
3
i

£

Relativna spektrdlna amplitida

izmanl Rl S i

25 30 35 40 45
Frekvencia [Hz]

Obr. 3. Ukazka fitovania frekven¢ného spektra sumou funkcii lorentzovského typu. V pravom
hornom rohu si vysledné parametre prvych piatich médov (v poradi: pikova frekvencia
v Hz, amplituda v relativnych jednotkich a ¢initel kvality). ,,Roztrasend“ ¢iara predstavuje
wsurové® spektrum ziskané DFT, k nemu sa primkyna stcet aproximacnych funkcii. Data sa
z AGO Modra, pouzivany pocitacovy kéd vytvoril L. Rosenberg [19].

Treba si uvedomit, ¢o vyplyva uz z definicie, ze @ je globdinou charakteristikou
rezonatora ako celku. Ked sa z nameraného frekvencéného spektra snazime urcit za-
kladné parametre jednotlivych vlastnych médov (,,pikovi“ frekvenciu, ¢initel kvality
a amplitidu), musime profily jednotlivych ,spektralnych ¢iar* aproximovat relativne
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jednoduchymi funkciami a je zédsadna otézka, aké zvolime. Preto nesie takéto urCovanie
vzdy isty stuperi lubovole a pri porovnavani vysledkov z rdznych miest pozorovania je
nutnd znac¢né opatrnost. Priklad na obr. 3 ukazuje fitovanie spektra ziskaného z me-
ranych dat — spektrum z déat ziskanych 30.9.2003 na AGO Modra je aproximované
st¢tom 5 funkcii lorentzovského typu (vpravo hore st hodnoty pikovej frekvencie,
pikovej amplitidy v relativnych jednotkéch a ¢initele kvality pre prvy az piaty maéd).

Najjednoduchsi model neidedlneho rezonatora zodpoveda pripadu, ked zemsky po-
vrch stle uvazujeme ako ideédlne vodivy (vzhladom na redlne hodnoty jeho vodivosti
vo¢i vodivosti ionosféry je tento predpoklad velmi dobre splneny), ale ionosféru mode-
lujeme prostredim s ostrou spodnou hranicou a konstantnou vodivostou o, vyjadrenou
cez komplexni (a frekvenéne zavisli) permitivitu e, [2]:

(12)
V tomto vyraze wy znaéi plazmovi frekvenciu v ionosfére. Je uréena prevazne koncen-
traciou volnych elektrénov N podla priblizného vztahu:

N.e?

m.gg

2 _
Wy =

(&0 predstavuje permitivitu vakua, e — ndboj elektrénu, m — jeho hmotnost).

Veli¢ina vegs predstavuje efektivnu zrazkoviu frekvenciu volnjych elektrénov s ne-
utrdlnymi atémami, resp. molekulami. Po uvazeni okrajovych podmienok dostaneme
v tomto pripade — podrobnosti [14, s.22-25] — pre pikové frekvencie f, a Cinitele
kvality @,, prvych piatich vlastnych médov (ak prijmeme globalne priemerné hodnoty
ionosférickych parametrov):

n_ fo[Hz]  Qn
1 7.8 1.4
2 14.7 2.0
3 21.6 2.4
4 28.5 2.9
5 35.5 3.2

Hodnoty f,, vychadzaji mierne vyssie oproti realite (pre 5. méd cca o 10 %), zatialéo
@y, st vyrazne podhodnotené (redlne hodnoty st priblizne dvojnasobné).
Presnejsi vypocet vyzaduje uvaZovanie vyskovo aj uhlovo nehomogénnej iono-
sféry, cize:
e diftzny“ charakter hranice ionosféry — zévislost elektrénovej koncentracie a
vodivosti na vyske;
e relativna permitivita (aj vodivost) ionosférickej plazmy mé tenzorovy charakter

[18] — prostredie javi anizotrdpiu;
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e 0dlisné vlastnosti ionosféry na Slnkom osvetlenej a neosvetlenej pologuli — tzv.
asymetria deri—noc;

e zivislost parametrov ionosféry na geomagnetickej Sirke — v najjednoduchSom
pripade tzv. asymetria typu ,poldrnych ciapok®;

e vplyv geomagnetického pola a jeho priestorovej Struktury na Sirenie ELF vin
v ionosfére (gyrotropne vlastnosti prostredia).

Geomagnetické pole ovplyviuje fazovii rjchlost vin Siriacich sa z miesta zdroja
pozdlZ odlisnych hlavnych kruznic. Stopy vlnopléch na zemskom povrchu potom
nevytvaraju sief kruznic so stredom v mieste zdroja, ale st deformované v zavislosti
na geomagnetickych stradniciach zdroja a polohe termindtora (rozhrania deti-noc vo
vyske ionosféry).

Presny vypocet so zahrnutim vsetkych uvedenych okolnosti nebol doteraz vykonany.
Modelové vypocty sa opieraji bud o vyjadrenie poli v readlnom rezonatore vo forme
linedrnej kombindcie poli zodpovedajucich jednotlivim mdédom idedlneho rezondtora,
alebo numerické riesenie Maxwellovych rovnic s uvazovanim vlastnosti jednotlivych
prostredi (v prvom rade ionosféry).

Prvy naznaceny postup [14, odst. 2.6-2.8, 5.1] — vedie na homogénnu (teoreticky
nekoneénil) sustavu linedrnych rovnic pre koeficienty rozvoja redlneho pola do médov
idedlneho rezonatora (vyjadrujice vlastne ,vdzbu® jednotlivjch mddov). Nazorne za-
chycuje degeneraciu médov v neidedlnom rezonatore — zlozky médov prislachajtce
sférickym harmonickym funkcidm Y, ,,, (9) pre odliSny stupeil m nemaji rovnaké
vlastné frekvencie. Ide o jav ,Stiepenia mddov® (mode splitting) zndmy z viacerych
oblasti fyziky. V pripade Schumannovych rezonancii bol zisteny a overeny experimen-
talne (polia pre rovnaky rad n, ale odliSny stupen m vykazuju odlint polarizéciu).

Stiepenie médov — ,jemna $truktira® rezonanénych pikov — je prejavom azimu-
talnych rezonancii [14, s. 294-299]. Pri¢inou je odlind hodnota azimutalnej zlozky
(v smere ,rovnobezkového uhla® ) fazovej rychlosti vin $iriacich sa vzhladom na uhol
0 v opac¢nych smeroch. To je sposobené jednak ti¢inkom geomagnetického pola, jednak
uhlovou nehomogenitou ionosféry (oslnend a neoslnend cast). V spektre vlastného
médu raddu n by sa malo prejavit (2n + 1) ,subpikov®, takze zékladny mdd by sa mal
skladat z 3 blizkych maxim.

Stiepenie médov nie je priamo v spektre pozorovanom z jedného miesta viditelné,
nakolko rozdiely pikovych frekvencii pre uréity vlastny méd n, ale odlisné hodnoty m
st v najlepSom pripade desatiny Hz. Nizke () rezonatora a ¢asové chaoti¢nost zdrojov
jemnu Struktiru ,rozmaza“.

Tento efekt sa podarilo preukdzat pomocou vzdjomnej korelacnej funkcie signélov zo
stcasnych merani na dvoch pozorovacich miestach vo vhodnej vzdialenosti (ani ,,prilis
blizko*, ani ,prili§ daleko“, vhodna je vzdialenost okolo 5-7 tisic km). Vzdjomnd
korela¢nd funkcia javi, v zavislosti na ¢asovom posune obidvoch korelovanych radov,
kvéaziperiodicku Struktaru s ,periédou” nepriamo tmernou frekvenénému odstupu
spektralnych komponent jemnej Struktury.

V pripade popisu pola v redlnom rezondtore linedrnou kombindciou mddov idedineho
rezondtora ide implicitne o vlastnohodnotovy problém, takze dostaneme komplexné
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vlastné hodnoty — konsStanty Sirenia jednotlivych mdédov (reprezentujice vlastné
frekvencie spolu s ¢initelmi tlmenia).

Na priame numerické rieSenie Maxwellovych rovnic mozno pouzit metddu konecénijch
diferencii (FDTD), ktora bola pouzitd napr. v [20], alebo v rozsiahlej monografii [21],
metodu konecnych prvkov (FEM), pripadne metédu viacdimenziondlnych telegrafnijch
rovnic (TLM) [22], [23]. Vypoéty tohto druhu ale treba vykondvat s uvazovanim
budiaceho zdroja.

Analytické rieSenie pola budeného zndmym zdrojom v rezondtore s nizkym @ nie je
mozné, nakolko separicia rieSenia podla ¢asovej (t) a priestorovych (7) premennych je
fyzikalne hrubo neadekvatna. Disipdcia elektromagnetickej energie je totiz priestorovo
zavisld — meni sa po ploche hranice. Pole v rezonatore je — na frekvenciach v pasme
ELF — kombindciou stojatého vinenia a pola v blizkej zdne kazdého samostatného
zdroja [24]. Téato praca uvddza — na zaklade modelovych numerickych vypoétov —
charakteristické zavislosti f,, a @, na vzdialenosti od zdroja k miestu pozorovania
— pre prvé tri vlastné médy rezonatora s typickymi parametrami ionosféry. Kazdy
vlastny mdd mé svoj priebeh pola po povrchu Zeme, ¢iZe svoju osobitni — odlisnt pre
intenzitu elektrického a magnetického pola — charakteristicki zavislost na uhlovych
premennych 0 a ¢ (,,angular pattern®) — vid [14]. Takyto ,obrazec* pre kazdy méd
je viazany na polohu budiaceho zdroja (zdrojov), ¢o vysvetluje zmeny parametrov
jednotlivych médov pocas dna, resp. priemery za ro¢né obdobia.

3. Budiaci mechanizmus rezonatora

Ako predpokladal uz W. O. Schumann, zdroj energie pre vlastné kmity v rezonatore
Zem-ionosféra predstavuje globdlna burkovd c¢innost. Na obr. 4 vidime roény prie-
mer hustoty atmosférickych vybojov na povrchu Zeme (merané optickymi metédami
z vesmiru). Priblizne 95 % burkovej ¢innosti sa ststreduje do troch ohnisk v tropickych
oblastiach: rovnikovéa Afrika, oblast Amazdnie a indonézske stiostrovie, pricom v kazdej
oblasti vybojova aktivita kulminuje okolo 13-15 hodin miestneho ¢asu. Kazda sekundu
prebehne nad celou Zemou okolo 100-200 vybojov [25].

Jednotlivé vyboje sa vyrazne lisia intenzitou, ale casové priebehy priudovych impul-
zov su zhruba rovnaké, charakteristicky c¢as vyboja byva 10-20 mikrosekind. Preto
maximum elektromagnetickej energie vyboj vyzaruje na frekvenciach ~ 20-100 kHz,
teda na schumannovské pasmo (ELF) pripadd nepatrné ¢ast. Napriek impozantnosti
optickych a akustickych prejavov atmosférického vyboja je uvolnend energia pomerne
mala, radu 108-10° J (navyse, jej podstatna ¢ast sa okamzZite transformuje priamo na
teplo). Toto je spolu s gigantickym objemom rezonatora (~ 4-10'° km®) pri¢inou velmi
malej intenzity pola Schumannovych rezonancii.

Globalny elektricky obvod

Ako uz bolo uvedené, na stustavu povrch Zeme — ionosféra mozno nazerat ako na
obrovsky sféricky kondenzdtor o kapacite priblizne 0.05 F (je urc¢end v podstate geomet-
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Obr. 4. Mapa globalnej birkovej ¢innosti za roky 1983-1985 podla pozorovani z vesmiru
(prevzaté z [26]). Stupnica vyjadruje priemerny roény podet vibojov na km?.

rickymi faktormi). Ako ukazuji merania, tento kondenzitor je takmer konstantne
nabity na napitie okolo 250-300kV (povrch Zeme nesie zdporny naboj).

Mechanizmami separacie ndbojov — prevazne v birkovych mra¢nédch [26], [27] — sa
lokalna rovnovaha neustédle porusuje a bleskové vyboje ju obnovujia. Globalny okruh
(podrobnejsie bude o fiom pojednané v 2. asti ¢lanku) je uzatvarany velmi slabym,
prakticky konstantnym pridom nepretrzite tecticim zo zemského povrchu vertikalne
hore (,steady-state air-Earth current“). Napriek nepatrnej prudovej hustote okolo
(1-3)-107*2 A.m~2 (je meratelna), globdlna hodnota tohto pridu je okolo 2000 A. Kva-
zistacionarne elektrické pole (,,fair-weather field“) ma pri zemskom povrchu intenzitu
raddu 100 V.m~! [27], [28], [29]. Intenzita tohto pola javi typickd, kvéazipravidelnt dennt
varidciu (tzv. Carnegieho krivka).

Ststavu Zem-—ionosféra mozno priblizne simulovat najjednoduch$im néhradnym
obvodom, tvorenym paralelnou kombinaciou kapacity ~ 0.05F a rezistancie ~ 150 (2.
Pokial by neelektrické mechanizmy separdcie ndbojov (prevazne v troposfére), a tym
aj burkova ¢innost, prestali fungovat, behom charakteristického ¢asu rddu minat by
akakolvek elektrickd aktivita ustala.

Prislachajuci vykon celozemského ,atmosférického elektrického stroja“ je priblizne
500 MW, teda vykon iba jednej vicsej elektrarne. Hustota vykonu je ,astronomicky
nizka“, okolo 0.01 W.km 3. Energia je hraden z konvektivnych procesov v troposfére,
ktoré koniec koncov vyvolavaji separaciu nabojov. O vztahu medzi parametrami SchR
a zmenami globdlnej povrchovej teploty pojednéva napr. praca [30].
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Aposteriorni odhady chyby v metodé
konecnych prvk

Tomds Vejchodsky, Praha

Uvod

Zakladnim tikolem numerické matematiky je vyvijet metody pro ptiblizné feSeni ma-
tematickych tloh, které zpravidla nelze vyfesit pfesné (nebo je to prili§ obtizné ¢
pracné). P¥i konkrétnich vypoctech se ovSem brzy zjisti, Ze znalost pfiblizného Feseni
je bezcennd, pokud nemame alespon néjakou predstavu o tom, jak velké chyby jsme
se dopustili.

Uz v antice Archimédes pocital pfiblizné obvod kruhu tak, Ze mu vepisoval a opisoval
pravidelné mnohothelniky. Tim ziskal zaruceny horni a dolni odhad pro obvod kruhu,
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