Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Michal Krizek; Ivo Vrko¢
Abelovu cenu za matematiku ziskal v roce 2007 Srinivasa Varadhan
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 52 (2007), No. 4, 265--273

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/141365

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikt a fyzika, 2007

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/141365
http://project.dml.cz

Abelovu cenu za matematiku
ziskal v roce 2007 Srinivasa Varadhan

Michal Krizek a Ivo Vrkoc, Praha

1. Uvod

Dne 22. kvétna 2007 obdrzel Abelovu cenu profesor Srinivasa S. R. Varadhan z Couran-
tova ustavu matematickych véd v New Yorku. V kratké historii Abelovych cen, které
se pravidelné udéluji od roku 2003, je to jiz druhd cena, jez sméfuje do tohoto tstavu.
Pripomeiime, %e v roce 2005 ziskal Abelovu cenu matematik madarského ptivodu Peter
Lax (viz PMFA 50 (2005), s. 265-269), ktery pracoval v Courantové tistavu od svych
25 let.

SRINIVASA S. R. VARADHAN

Podle vyjadfeni vybérové komise dostal S. Varadhan Abelovu cenu za své funda-
mentdlni prispévky k teorii pravdépodobnosti, zeyména za vytvoreni sjednocené teorie
velkych odchylek. Komisi predsedal Kristian Seip. Abelovu cenu pak udélila Norska
akademie véd a pisemnictvi (Norwegian Academy of Science and Letters). Slavnost-
nimu aktu v aule univerzity v Oslo byli pfitomni Jeji Velicenstvo kralovna Sonja
a norsky ministr pro vzdélavani a vyzkum @ystein Djupedal. Poté mél profesor
Varadhan audienci v kralovském paléci, setkal se s mladymi studenty matematiky,
proslovil dvé odborné prednasky na univerzitich v Oslo a Trondheimu a ztGcastnil se
matematického cirkusu organizovaného pro déti. Abelova cena je spojena s penézitou
odmeénou 6 000000 norskych korun.

Prof. RNDr. MicHAL KRiZEK, DrSc. (1952), a RNDr. Ivo VRKOC, DrSc. (1931), Matema-
ticky tustav AV CR, v.v.i., Zitna 25, 11567 Praha 1, e-mail: {krizek,vrkoc}@math.cas.cz
Zpracovéano ¢astecné podle oficidlnich materialii [20]. Podpofeno grantem ¢. 1IPO5MET749.
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2. Proslov prof. Varadhana pti udéleni Abelovy ceny

Vase Velicenstvo, vzdcni clenové Norské akademie véd, drazi prdtelé.

Chci zacit vyjadrenim velkych dikd norské vlade a lidem, kteri se zaslouZili o zrizent
Abelovy nadace, kterd podporuje tuto cenu. Abel ve svém velice krdtkém Zivotél) ucinil
obrousky prinos ,Matematice“ a ja se citim velice poctén cenou, kterd byla zrizena na
jeho pamdtku.

Jen tézko mohu vyjadrit své emoce v tento den. Citim se polichocen slovy, kterd zde
0 mné a o mé prdaci zaznéla. Jsem skutecné potésen, Ze jsem za tuto prdci ocenén.
Matematika je rozsahlda disciplina, v niZ pracuje mnoho vynikajicich kolegu, kteri
ucinili fundamentalni objevy ve svijch oborech. Mél jsem Stésti, Ze komise letos ocenila
teorii pravdépodobnosti a moje vysledky v ni.

Teorie pravdépodobnosti md dlouhou historii. I kdyZ rizné hry opirajici se o nd-
Teorie pravdépodobnosti md dnes mnoho roli. Jako soucdst matematiky je perspektivni
a slouzi také jako uZitecny ndstroj v ostatnich oblastech cisté a aplikované matematiky.
Stochastické modelovdni je dulezitou soucdsti mnoha odvétvi prirodnich a socidlnich
ved. Zijeme ve svété plném nejistoty, a tak se stalo nezbytnym tuto nejistotu modelovat,
studovat a pripadné ji i Tidit. Jsem skutecné velice Stasten, Ze teorie pravdépodobnosti
ziskala letos uzndni.

Na mém formovdni jako osoby i jako matematika se podilelo mnoho osobnosti. Miyj
otec byl ucitel a pozdéji Teditel na stredni skole. Vzdeldni mélo vZdy vysokou prioritu
v nasem domové a ja jsem v tomto sméru mél trvalou podporu od obou svych rodici.

Na stredni skole jsem mel vgborného profesora matematiky, od néhoZz jsem pochytil,
Ze matematika muzZe byt i zdbava jako ostatni hry. Moji ucitelé v prezidentské koleji
v Chennai mné poskytli solidni matematické vzdélani. Béhem studii v Indickém sta-
tistickém ustavu v Kalkaté mé skolil dr. C. R. Rao, ktery mé trvale podporoval. Muyj
zajem o matematiku tehdy vyrazné vzrostl diky spoluprdci s kolegy z ustavu. Zejména
se o to zaslouzil jiz zminény Ranga Rao a ddle Varadarajan a Partasarathy.

Kdyz jsem se v roce 1963 prestéhoval do New Yorku, Courantuv ustav mél velké
mnoZstvi aktivit v 7adé oblasti. V analjze jsem hodné ziskal v diskusich s Moserem,
Nirenbergem, Laxem, Johnem a mnoha dalsimi. Donsker, s nimZ jsem po léta tzce
spolupracoval, byl muj skvély kolega a vérny rddce. Také Kac a McKean byli trvalymi
zdroji inspirace.

Vidy jsem si cenil uzké spoluprdce s ostatnimi a hodné jsem se od nich naucil.
Zejména bych rad zminil néekteré z nich. Byli to mi kolegové Stroock, Papanicolaou
a H T. Yau v ruznych obdobich a ddle Kipnis, Olla a Landim, kteri dlouhodobé
navstivili nds ustav. Béhem téch let jsem meél kolem triceti studenti. Spoluprdce s nims
byla velice povzbuzujici a byli to oni, kdo pFispéli a obohatili muj profesiondlni Zivot.

1y Niels Henrik Abel (1802-1829) dokézal, ze neexistuje vzorec pro obecné Feseni alge-
braické rovnice patého stupné, zobecnil binomickou vétu pro libovolny redlny exponent,
zabyval se eliptickymi funkcemi aj.
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Newyorskd univerzita a predevsim Courantiv ustav je bdjecnd instituce v tom
smyslu, Ze ziskdvd studenty k védeckému baddni a umoznuje jim pingy odborny rust.

Nakonec bych chtel podekovat své Zené Vasu za podporu, kterou mi poskytovala,
a za porozument, jehoZ se mi behem let dostdvalo. Jsem rad, Ze je zde s nasim synem
Ashokem, aby se mnou spolecné sdileli radost. Lituji, Ze tu neni Gopal?) a Ze nemiize
se mnou proZivat tento okamZzik.

Koncim diky adresovanymi Norské akademii véd, Abelové nadaci a vybéroveé komisi
za to, co se dnes stalo, a preji kaZdému dobry den.

3. Struény Zivotopis

Srinivasa S. R. Varadhan se narodil 2. ledna 1940 v Chennai (tj. Madrasu) na
jihozapadnim pobfezi Indie. Titul bakalare ziskal na Presidency College v Chennai
v roce 1959 a Ph.D. v Indickém statistickém tustavu v Kalkaté v roce 1963. Jeho
skolitelem byl svétoznamy indicky statistik C. R. Rao. Mlady Varadhan musel béhem
obhajoby své doktorské disertace celit fadé zasvécenych dotazi od hosta pro néj
do té doby neznamého. Pozdéji se ukazalo, Ze $lo o Spickového ruského matematika
A. N. Kolmogorova.?) Profesor Rao védél, Ze piijede do Indie, a tak nac¢asoval Varadha-
novu obhajobu tak, aby mohl Kolmogorovovi predstavit svého vynikajiciho studenta.
A nutno dodat, Ze Kolmogorov nebyl zklamén.

S. Varadhan zacal svoji akademickou kariéru v Courantové tstavu v New Yorku jiz
jako postdoc (1963-67). V letech 1966—68 zde ptisobil jako asistent a poté jako docent
(angl. Associate Professor). V roce 1972 byl jmenovéan profesorem a jesté v témze roce
odcestoval do svédského Mittag-Lefflerova tistavu na delsi studijni pobyt. V obdobi
1976-77 prijal nabidku pracovat na Stanfordské univerzité. V letech 1980-84 vysttidal
ve funkci reditele Courantova tstavu P. Laxe. Pozdéji byl také zaméstnan v prestiznim
ustavu Institute for Advanced Study (1991-92) a po névratu se stal opét feditelem
Courantova tstavu (1992-94).

I kdyz je prace S. Varadhana motivovana problémy matematické fyziky a teorii
parcialnich diferencialnich rovnic, zabyva se pfedevsim teoril pravdépodobnosti. Kdyz
nastoupil do Courantova tstavu, nalezl zde skvélé intelektualni zdzemi. Mél Stésti, ze
se seznamil s D. W. Stroockem. Spolec¢né koncem Sedesatych let napsali pisobivou
sérii rozsdhlych védeckych ¢lankt (viz napf. [15, 16]), kterou v roce 1979 zavrsili
monografil Multidimensional Diffusion Processes [19] obsahujici velké mnozstvi pli-
vodnich vysledkd. Tato monografie brzy ziskala velky svétovy ohlas a byla opétovné
publikovana v letech 1997 a 2006.

2) Pozn. redakce: Gopal je Varadhaniiv prvorozeny syn, ktery tragicky zahynul 11. zari
2001 pfi teroristickém tutoku v New Yorku.

3) Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903-1987) v roce 1933 axiomatizoval teorii pravdé-
podobnosti. Zavedl pravdépodobnost jako pravdépodobnostni miru s hodnotami v intervalu
{0,1) definovanou na o-algebie a spliiujici jisté podminky. Jeho standardni model (viz
napt. [12]) se dodnes pouzivi. Opird se o prace E. Borela (1871-1956) z teorie miry.
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V roce 1978 byl Varadhan zvanym fecnikem na Mezindrodnim matematickém
kongresu a v roce 1994 zde mél plenarni pfednasku. Béhem svého plodného zivota
prof. Varadhan ziskal fadu ocenéni a uznani. Pripomenme napiiklad Birkhoffovu
cenu (1994) a Steelovu cenu (1996). V roce 1988 byl zvolen do Americké akademie
uméni a véd, v témze roce do Treti svétové akademie véd, v r. 1995 do Narodni
akademie véd, v r. 1998 do Kralovské spolec¢nosti a v r. 2004 do Indické akademie véd.
Databaze Mathematical Reviews eviduje 135 recenzi na prace S. Varadhana. Jeho
struéné védecka biografie je uverejnéna v ¢lanku [1].

4. Od teorie pravdépodobnosti k teorii velkych odchylek

Teorie pravdépodobnosti ma dlouholetou historii. Jeji koreny sahaji az do 13. stoleti,
kdy tlohu o hodech tfemi kostkami fesil jako prvni (viz [14], s. 57) Richard de
Fournival v basni De vetula (O védmé). V prvni poloviné 17. stoleti Fermat, Galileo,
Huygens a Pascal vysetfovali jednoduché tlohy na pravdépodobnost a zavedli pojem
stfedni hodnoty. Zabyvali se nejvice matematickym feSenim hazardnich her, u kterych
vyhru, resp. prohru podminuji ndhodné jevy [17]. Zejména vySetfovali hry, u nichz
maji vSichni hraci stejné matematické nadé€je na vyhru a mnozina moznych vysledki
je kone¢nd (napf. pfi hdzeni minci a kostkou nebo rtizné karetni hry). Jako piiklad
uvedme jednu takovou tlohu z té doby, kterou lze nalézt v korespondenci Pierra de
Fermata s Blaisem Pascalem [18]:

Dva hrdci A a B hraji nékolik her o urcitou castku C. Tuto cdastku dostane hrdc,
ktery vyhraje jako pruni k her. Hry jsou preruSeny ve chvili, kdy jednomu z hrdci
chybi do vitézstvi £ her, druhému m her. Jak bude cdstka C spravedlivé rozdélena?

Zvolme napf. £ =2 a m = 3. V tomto piipadé bude k = 3 libovolné. Fermat si
uvédomil, Ze staci provéfit jen 16 nize uvedenych moznosti:

aaaa, baaa, abaa, aaba, aaab, bbaa, abba, aabb, baba, abab, baab,

abbb, babb, bbab, bbba, bbbb,

kde a, resp. b znamena vitézstvi hrace A, resp. B. Odtud je jiz patrné, Ze ¢astka C bude
spravedlivé rozdélena v poméru 11 : 5, nebot 11 moZnosti na prvnim fadku odpovida
vyhie hrace A, zatimco zbyvajicich 5 moznosti na fddku druhém odpovida vyhie
hrace B. Pro obecné ¢ a m lze postupovat analogicky.

Teorie pravdépodobnosti se pak dale rozvijela. Studoval se zejména problém, co se
stane, kdyz budeme néjaky experiment s nahodnym vysledkem opakovat stale dokola.
Jak bude vypadat prislusny limitni stav? Tak Jakob Bernoulli pfisel koncem 17. stoleti
na zdakon velkych cisel, ktery lze zhruba vyjadrit takto:

Jestlize se jev vedouci k ndhodnému jevu s pravdépodobnosti P opakuje n-krdat, blizi
se pomér poctu jevu skutecné vzniklych k uhrnnému poctu véech jevi tomuto ¢islu P
tim vice, ¢im vetsT je n.
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Kdyz vyhodime minci do vysky, padne panna nebo orel. Pravdépodobnost obou
jevi je ziejmé 50 %. Pokud vyhodime minci naptiklad milionkrat, nepadne sice orel
pravé 500000krat, ale relativni &etnost tohoto nadhodného jevu p/10%, kde p udava
pocet, kolikrat padl orel, se bude jen velice malo lisit od pravdépodobnosti 0,5.

A. N. Kolmogorov vyjadfil zékon velkych ¢isel nasledujici matematickou vétou:

Necht X1, Xs, ... je posloupnost nezdvisljch stejné rozdélengjch ndhodnych velicin
s konecnou stredni hodnotou . a konecnym rozptylem.*) Pak

1 n
P( lim — X; = =1
(fim 5 >0 = )

Dalsi dulezitou roli pti rozvoji teorie pravdépodobnosti sehrala také centralni limitni
véta, kterou za jistych omezujicich predpokladti pouzival v prvni poloviné 18. stoleti
Abraham De Moivre, tj. mnohem dfive, nez se Gauss narodil. I kdyz De Moivre
tuto vétu nedokazal, jeji samotné formulace byla velice vyznamné. Centralni limitni
véta nam rika, ze statistické vlastnosti, které zaviseji na velkém mnozstvi nezavislych
Cinitell, maji rozdéleni pfipominajici svym tvarem zvon. Takové rozdé€leni se nazyva
Gaussovo (nebo téz Gaussovo-Laplaceovo) normalni rozdéleni a je charakterizovino
jen dvéma parametry: stfedni hodnotou p € (—oo, o) a rozptylem o2 > 0 (viz [13]),

1) = < e~ e (oeico)

Pokud si kupfikladu budete zakreslovat do diagramu, kolik vojakd ma velikost
175 cm, kolik jich ma velikost 176 cm atp., pak vysledny graf bude mit pfiblizné tvar
jako funkce f pro vhodné parametry.

Obé vySe zminéné limitni véty (zdkon velkych éisel i centralni limitni véta) jsou
dilezité v mnoha praktickych situacich, kdy pracujeme s obrovskym mnozstvim sta-
tistickych dat. Napiiklad pojistovaci spolecnosti se prili§ nezajimaji o jednotliva auta,
spise je zajimé, kolik nehod budou mit vSechna jimi pojisténd auta za rok. Pokud
budete stavét telefonni sif, pak vds nebudou zajimat jednotlivi zdkaznici, ale spiSe
pravdépodobnost, ze prili§ mnoho z nich bude soucasné telefonovat béhem vecerni
Spicky nebo v pripadé néjaké katastrofy. Limitni véty ndm umoznuji takové ulohy
fesit, ale nelze je pouzit k feseni problému tzv. velkych odchylek.

Abychom si pfiblizili tento problém, vratme se k tloze hdzeni mince. Pokud ji
vyhodime jen stokrat, pak existuje velice mala pravdépodobnost, ze padne alespoini
75 orli a nejvysSe 25 panen. Umeéni ,velkjch odchylek® spocivid pravé ve vypoctu
pravdépodobnosti vzniku takovych ridkych pripadi.

Velké odchylky byly prvné studovany velkym $védskym statistikem a pojistovacim
matematikem Haraldem Cramérem (1893-1985) kolem roku 1930. Snadno nahléd-
neme, Ze tento problém zajim4 zejména matematiky pracujici v pojistovaci matema-
tice. Castka, kterou platite za pojisténi auta, se odviji od statistiky z pfedchozich let.

4) Poznamenejme, ze se muze stat, ze stfedni hodnota nahodnych veli¢in X; viibec nemusi
existovat (napf. pro Cauchyovo rozdéleni). Pak je ale s pravdépodobnosti 1 posloupnost
nahodnych veli¢in (X1 + - - - + X, )/n neohranicend [13].
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Pojistovaci spole¢nost totiz musi vybrat dostate¢né mnozstvi penéz, aby mohla pokryt
nehody vsech ridic¢t, ktefi havarovali. Co ale délat, pokud se v nékterém roce stane
mnohem vice nehod (v disledku néjaké nepfedvidatelné piic¢iny) nez v pfedchozich
letech? Ma-li pojistovna zaplatit vice penéz, nez vybrala, pak bude mit samoziejmé
potize.

Bohuzel neexistuje zadna cesta, jak se tomuto problému zcela vyhnout. Pokud byste
nasadili cenu za pojisténi pfili§ vysokou, abyste se vyhnuli velkym odchylkdm, pak si
vase pojisténi nikdo nekoupi. Pfitom takova velka odchylka nastane jen velmi ztidka.
Pojistovaci spolecnost proto potiebuje spocitat pravdépodobnost velkych odchylek
ruznych velikosti, aby nalezla rozumnou miru rizika. Podobné je tfeba stavét telefonni
sité predimenzované, abychom se vyhnuli pfetizeni v dtsledku zridka se vyskytujicich
velkych odchylek. Zcela vyjimecné se také stane, ze Zemi zasdhne velky asteroid, ze
nestaci protipovodriové zabrany pti pétisetleté vodé nebo Ze velka kasina jsou financné
zruinovana, kdyz padne napiiklad cervena patnactkrat za sebou.

5. Varadhanuv princip velkych odchylek

Jednim z velkych Varadhanovych pfispévka k teorii pravdépodobnosti je pouziti
techniky velkyjch odchylek jako silného a mnohostranného nastroje v mnoha oblastech
matematicko-fyzikalnich véd, které se od sebe zdanlivé velice lisi (napf. statistickd
fyzika, popula¢ni dynamika, ekonometrie, komunika¢ni technologie). Tento vyzkum
provadél Varadhan zejména se svym kolegou Monroe Donskerem. Dohromady publi-
kovali pfes 20 praci (viz napf. [2]-][10]).

Mnoho fyzikdlnich teorii mé statistickou povahu [9], protoZe nepopisuji chovani
jednotlivych atomt ¢ molekul, ale soustfeduji se na statistické chovani vSech ¢éstic
v makroskopickych veli¢indch, jako je tlak, teplota, tok apod. Ale i zde se ob¢as mohou
vyskytnout nepredvidatelné fluktuace, které pak vedou napt. k tunelovému jevu ¢i
k lokélnimu snizeni entropie.

Varadhaniv princip velkych odchylek si objasnime na jednoduchém piipadu
z ¢lanku [2]. Uvazujme Brownitv pohyb startujici v bodé = a okamziku 0. Polozme

y},

kde A\ je Lebesgueova mira na R!, w(.) je realizace Brownova pohybu. Hodnota
L(t,w(.),y) tedy vyjadiuje relativni dobu, po kterou realizace w( . ) bude mensi nebo
rovna y do okamziku ¢. Dale necht P, je pravdépodobnost indukovana timto procesem.

A

L(t,w(.),y) = %)\{s: 0Ss=t, ws)

Problém vysetfovany Donskerem a Varadhanem je zaméfen na nalezeni limit typu

o1
tlinolo n log F,. [exp{—t@(L(t, w(.), )) H ,
kde E, je stfedni hodnota odpovidajici pravdépodobnosti P,, ¢ je funkcionél defino-
vany na mnoziné distribu¢nich funkci na R! a spliiujici jisté podminky. Tato limita

déavé informaci o asymptotickém pribéhu L(t,w( ), y) V tomto piipadé byla limita
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nalezena jako extrémni hodnota konkrétné daného vyrazu. Vysledky jsou v ¢lancich
[2]-[7] zobecnény na markovské procesy s diskrétnim i spojitym ¢asem, na procesy,
jejichz hodnoty jsou ve velmi obecnych prostorech, a dale na limes superior a limes
inferior vyrazu

1 1
i log Q.+ (C) = 7 Pw{w: Si(w, .) € C},

kde C' je podmnozina pravdépodobnostnich mér, L; je definovana vztahem

Si(w, A) = %)\{0: w(o) e A, 050 <t}
a A je mnozina ze stavového prostoru markovského procesu. V piipadech téchto limit
se vyse uvedené vyrazy a jejich zobecnéni porovnavaji s entropii vysetfovanych procest
(blize o tom v [6]).

Uvedené vysledky maji dtlezité aplikace. Uvedme jen nékteré. Autofi roziesili diile-
7ity polaronovy problém a také problém formulovany Pekarem [7]. Oba tyto problémy
maji vyznam ve statistické fyzice. Jmenujme jesté analyzu chovani ndboja na kruznici,
jejichz pohyb je dan slozenim deterministického vlivu s vlivem danym Brownovym
pohybem (viz [10]).

6. Dalsi vysledky S. Varadhana

V roce 1905 se Albert Einstein proslavil svou praci, v niz vysvétlil pfi¢inu Brownova
pohybu. V pfislusnych matematickych modelech je tento pohyb popsan funkci, ktera
m4 nekonecnou variaci (coz paradoxné odpovidd nekonecéné rychlosti éastic). V ¢lan-
cich [15] a [16] Stroock a Varadhan studuji difazni proces v R, d € {1,2,...}, ktery
je popsan evolu¢ni parabolickou parcidlni diferencialni rovnici

d 2u d u

i=1 ¢

kde koeficienty diftize a;; jsou spojité a omezené funkce a koeficienty b; jsou méfitelné.
Rovnice (1) m4 tzky vztah k markovskym procestim.®) Takové procesy lze vyjadiit
pomoci Itoovy rovnice (viz [11])

(2) dé(t,w) = o (t,&(t,w)) dw(t,w) + b(t,&(t, w)) dt,

kde w(t,w) je Browntiv pohyb, £(¢,w) je hledany proces, a(t,z) = o(t,z)o(t,x)" je
tzv. matice diftznich koeficientd a;; a b(t,z) je tzv. vektorovy drift (trend). Pokud
koeficienty a, b jsou dostatecné regularni, pak existuji jednozna¢né FeSeni rovnic
(1) i (2) za jistych dodateénych podminek na FeSeni a £(¢) je markovskym procesem.

®) Andrej Andrejevi¢ Markov (1856-1922) polozil zaklady teorie ndhodnych procest jako
posloupnosti pokusti, kdyz pravdépodobnost budoucich stavi zéavisi na pfitomnosti, ale
nezévisi na dfive provedenych pokusech [12].
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Ozna¢me P(s,z,t,I") pravdépodobnost, ze markovsky proces ¢ padne do mnoziny I’
v okamziku ¢, jestlize v okamziku s byl v bod€é z. Funkce P proménnych s, x je FeSenim
rovnice (1) s ur¢itymi koncovymi podminkami — v tomto kontextu nazvana zpétnou
Kolmogorovovou rovnici. Vysledky tohoto druhu se jiz povazuji za klasické, pokud
koeficienty a, b jsou holderovské. Dilkazy obdobnych tvrzeni v pfipadé méné regular-
nich koeficientii dlouho odolévaly. Tvrdym ofiSkem byla jednoznacnost feSeni. Autofi
v8ak zvolili jinou cestu. Uvédomili si, Ze problém dany rovnici (2) lze transformovat
na hledani pravdépodobnostni miry P tak, aby procesy

X, (t,sc( . )) = exp{<9,x(t) - sc(s)> - %/ <9,a(u,x(u))9> du —
7/3 <0,b(u,x(u))> du},

kde {-,-) je skalarni sou¢in v R? byly martingaly pro vsechna # € R Nale-
zena mira P se nazyva TeSenim martingalového problému. Poznamenejme, Ze pro-
ces X (t) se nazyva martingal viéi pravdépodobnosti P a o-algebram Fj, jestlize
EP{X(t;) | Fs} = X(s) prot = s, piicemz EF {X (t;) | F} je podminén4 stfedni hod-
nota vzhledem k o-algebife F. Martingaly hraji Gstifedni roli v teorii stochastickych
her. Pro své vyhodné vlastnosti se pouzivaji v teorii markovskych procest apod.

Za pfedpokladd, ze a;;(t,x) jsou spojité a omezené, matice a(t,z) je pozitivné
definitni v kazdém bodg, b;(¢,z) jsou méfitelné a omezené, autofi dokdzali existenci
zobecnéného FeSeni a jednozna¢nost martingalového problému (viz [19]). Odtud plyne
i jednoznac¢nost ve smyslu semigrup. Navic pfechodova funkce P(s,x,t, I") dand mar-
tingalovym problémem je ekvivalentni s odpovidajici funkei danou rovnici (2).

Podé&kovani. Autori dékuji doc. RNDr. B. MASLOWSKEMU, DrSc., a RNDr. I. SAXLOVI,
DrSc., za velice cenné pfipominky.
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Meéteni horizontalnich rychlosti
ve slunecni fotosfére metodou LCT

Michal Svanda, Praha

1. Nesnaze méreni rychlosti na Slunci

Slune¢ni fyzika moderni doby je disciplinou detailnich studii. Uz dédvno nestacéi pouhé
pocitani skvrn. Nepostacuje ani pozorovani s nizkym nebo stfednim rozliSenim, tra-

di¢ni to napln mnoha slunec¢nich observatori, prestoze takové datové fady stale plni

pfinejmensim doplinujici funkci. Moderni sluneéni pfistroje maji za cil pofizovat ho-

mogenni materidl s velkym prostorovym a casovym rozlisenim. Pristroje umoznuji
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