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Maticové Lieovy grupy a Lieovy algebry

Vojtéch Pravda, Praha

1. Uvod

Mnoho systémi studovanych ve fyzice ma néjakou symetrii, tj. nezméni se pfi pro-
vedeni urc¢ité transformace. Napiiklad (idealizovand) snéhova vlocka vypada stejné
v zrcadle nebo po pootoceni o 60°, koule se nezméni pfi otoceni kolem libovolné
osy prochézejici jejim stfedem. Muzeme také slozit dvé rizné operace, pri kterych se
systém nezméni, a stav systému stale zlistava stejny — mnozina vSech symetrii daného
systému je tedy grupou, kterd mize mit podle povahy systému koneény pocet prvki,
miize byt spocetna nebo muze spojité zaviset na nékolika parametrech. V tomto ¢lanku
se zamérime na Lieovy grupy odpovidajici spojitym grupam symetrii.

U zrodu teorie Lieovych grup a Lieovych algeber stal v sedmdesatych letech devate-
nactého stoleti norsky matematik Sophus Lie (1842-1899), ktery je objevil pfi studiu
vlastnosti feseni diferencidlnich rovnic. Lieovy algebry téz nezavisle nalezl némecky
matematik Wilhelm Killing pfi studiu neeuklidovskych geometrii. Pozdéji k této teorii
viznamné pfispéli zejména francouzsky matematik Elie Cartan a némecky matematik
Hermann Weyl, ktery byl motivovan problémy teorie relativity. Z toho je patrné,
ze Lieovy grupy v sobé spojuji prvky z nékolika matematickych oblasti — analyzy,
algebry a geometrie. Vice o zajimavé historii vzniku a rozvoje teorie Lieovych grup
a Lieovych algeber lze nalézt napf. v [1, 2].

V dnesni dobé se Lieovy grupy a Lieovy algebry pouzivaji napt. pii feseni diferencial-
nich rovnic [3], v diferencidlni a algebraické geometrii, klasické a kvantové mechanice,
pri popisu interakci elementarnich ¢astic, v teorii relativity, teorii strun atd. Pfi téchto
aplikacich Lieovy grupy casto vystupuji jako grupy symetrii studovaného objektu.

Cilem tohoto ¢lanku je umoznit ¢tenafi prvni ¢astecné, avSak pristupné seznameni
s Lieovymi grupami. K obvyklému zavedeni Lieovych grup je nutné ovladat nékteré
partie diferencidlni geometrie. My se proto budeme zabyvat pouze tzv. maticovymi
Lieovymi grupami. Tuto specidlni t¥idu Lieovych grup lze totiz zavést jednodus$im
zpusobem, snaze 1ze pro ni dokazat nékteré véty, které plati pro vsechny Lieovy grupy,
a navic zahrnuje vétsinu zajimavych a praktickych piikladt Lieovych grup.

Poté, co si v tvodu pfipomeneme definici grupy, dostaneme se ve druhé kapitole
k maticovym Lieovym grupam, ve tfeti kapitole se budeme vénovat exponenciale ma-
tice, ve ¢tvrté kapitole Lieovym algebram a na zavér si uvedeme nékolik jednoduchych
prikladt. Zajemctim o podrobnéjsi informace o Lieovych grupach doporucujeme napi.

Mgr. VOJTECH PRAVDA, Ph. D. (1971), Matematicky tistav AV CR, v.v. i., Zitna 25, 115 67
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uvodni prace [4]-[8], o které se mimo jiné v tomto ¢lanku opirdme. Tam lze také nalézt
dikazy vét, které zde az na vyjimky neuvadime.

Pfipomerime si definici grupy:

Definice 1. Grupa je mnozina G se zobrazenim z G X G do G (znacime g * h), které
splnuje nasledujici vlastnosti:
i) Asociativita: Pro viechna g, h,k € G plati g * (hx k) = (g = h) * k.
ii) Existuje jednotkovy prvek e € G takovy, ze pro vSechna g € G platigxe =ex g =
= g'

iii) Ke kazdému g € G existuje inverzni proek g~! € G, pro ktery g—*

xg=g*g =

= €.

Uvedme si nékolik piikladi grup, dalsi lze nalézt napt. v popularizaénich ¢lancich [9]:

1

e Cel4 ¢isla s operaci séitani (e =0, n=t = —n).

e Redlna ¢isla s operaci séitani, ¢i nenulova redlné (komplexni) ¢isla s operaci ndsobeni
(e=1,z7t =1/z).

e Obecnd linedrni grupa GL(n,R), GL(n,C): redlné (komplexni) reguldrni matice
n X n s operaci ndsobeni matic. (Jednotkovym prvkem je jednotkovd matice, in-
verznim prvkem je inverzni matice.)

e Piikladem grupy je téz mnozina vsech rotaci ve tiirozmérném prostoru, kterou jsme
jiz zmitiovali a kterd tzce souvisi s grupou SO(3) (viz nize). Dilezitou vlastnosti
této grupy je, ze mulzeme fici, zda si jsou dvé rotace v urcitém smyslu blizké,
a navic mizeme rotace i spojité parametrizovat pomoci vhodné zvolenych thlu.
Tyto vlastnosti tizce souvisi s tim, ze grupa rotaci je Lieova grupa.

Na zavér avodni ¢asti si jesté pfipomenme pojem podgrupy.
Definice 2. Podgrupa grupy G je podmnozina H C G, pro kterou plati
i) e€ H,
ii) he H= h™'€H,
iii) h1,h2 € H— hi*xhye H.
Priklady podgrup:

e Mnozina vSech sudych cisel je podgrupou celjch ¢isel s operaci s¢itani.

e SL(n,R)—mnoZina vSech redlnych matic s determinantem 1 je podgrupou GL(n,R).

2. Maticové Lieovy grupy

Pfed zavedenim maticovych Lieovych grup si feknéme, ze prostor vSech komplexnich
matic n x n budeme znaéit M, (C), a uvedme si dvé potiebné definice.

220 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 52 (2007), ¢. 3



Definice 3. Nechf A,, je posloupnost matic z M, (C). Rikadme, %e A,, konverguje
k né&jaké matici A, pokud prvek matice (A,,)x konverguje k Ay pro vSechna celd
k, I v intervalu {(1,n).

Definice 4. Maticovd Lieova grupa G je libovolnd podgrupa grupy GL(n,C), pro
kterou plati: Necht A,, je libovolnd posloupnost matic z G. Pokud A,, konverguje
k né&jaké matici A z M,,(C), potom A € G nebo A je singuldrni.

Maticova Lieova grupa G je tedy uzaviend v GL(n, C).

Protipriklad: Grupa regularnich matic s raciondlnimi prvky je sice podgrupou
GL(n,R), neni v8ak uzaviend — snadno v této grupé najdeme posloupnost kon-
vergujici k néjaké redlné matici, jejiz alespon jeden prvek je iracionalni.

Uvedme si nékolik prikladd maticovych Lieovych grup:

e Obecné linedrni grupy GL(n,C) a GL(n,R) jsou maticové Lieovy grupy. Pro
GL(n,C) je tvrzeni trividlni. Pro GL(n,R) si sta¢i uvédomit, ze konvergentni
posloupnost redlnych matic mé realnou limitu a ta je bud singuléarni, nebo patii
do GL(n,R).

e Specialnd linedrni grupy SL(n,C) a SL(n,R) jsou maticové Lieovy grupy — jsou to
podgrupy grupy GL(n,C) a konvergentni posloupnost matic s determinantem 1 mé
limitu rovnéz s determinantem 1, a tudiz z SL(n, C) nebo SL(n, R).

e Ortogondlni grupa O(n) je grupa linearnich transformaci (matic) na redlném vek-
torovém prostoru V', které zachovavaji skalarni soudin, tj.

A€ O0(n) < (Azx,Ay) ={x,y) Vz,yeV.
To 1ze ve slozkovém zapisu zapsat jako
Az Ay = iy = (AuAyy — 0ij)ziy; =0,
kde 6;; je tzv. Kroneckerovo delta, které nabyva hodnot 1 pro ¢ = j a 0 pro ¢ # j.
V¥se jsme pouzili tzv. Einsteinovu sumaéni konvencil). V maticovém tvaru lze pak

predchozi vztah zapsat jako
(ATA - Day =0,

kde I je jednotkovéa matice. Protoze tato rovnost plati pro libovolna z, y, plati i
ATA =1, neboli A;A; =0
Sloupcové vektory tvorici A jsou tedy jednotkové a vzajemné kolmé. Déle plati

det(ATA) = (det AT)(det A) = (det A)> =1 = det A = +1.

1) To znamend, ze sC¢itdme od 1 do n pres vSechny indexy, které se ve vyrazu vyskytuji

T n n
dvakrat. Napf. vyraz Ajz;Aj;y; je tedy zkracenym zapisem pro > > > AuxiAyy;.
i=1j=11=1
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Grupa O(n) se tedy sklad4 ze dvou ¢asti (komponent — viz nize): matic s determi-
nantem +1 a —1.

e Specidlni ortogondlni grupa SO(n), komponenta grupy O(n) s determinantem rov-
nym jedné, je podgrupou grupy O(n) a je téz maticovou Lieovou grupou. Podobné
jako O(n) lze definovat i O(n,C) jako mnozinu matic zachovéavajicich bilinedrni
formu ;y;, kterd ovSem nyni neni skaldrnim souc¢inem. Matice A patii do O(n,C)
tehdy a jen tehdy, kdyz ATA = 1.

e Unitarni grupa U(n) je grupa linedrnich transformaci (matic) na komplexnim vek-
torovém prostoru V', které zachovavaji skalarni sou¢in {z,y) = Tryx, tj.

A€eUn) < (Az,Ay) ={z,y) Vr,yecV.
To plati pravé tehdy, kdyz
AA=T < A*=A"1,

kde A* je matice adjungovand k matici A (A;k = Ay;). Protoze det A* = det A,
plati

|det A| = 1.
Stejné jako v pfedchozim piipadé l1ze téz zavést specidlni podgrupu U(n) s jednotko-
vym determinantem — SU(n). VSimnéme si, Ze zatimco grupy O(n) a SO(n) maji
stejnou dimenzi, SU(n) mé dimenzi o jednicku nizsi nez U(n). To souvisi s tim, ze
z jednorozmérné mnoziny determinanti |det A| = 1 vybirdme pouze jeden prvek.

e Zobecneénd ortogondlni grupa a Lorentzova grupa: Definujme symetrickou bilinearni
formu [-, -], x na R**F

(@, Ylne = 191 + -+ Toaln — Tnt1Yntl — **° — TntkYntk-
Zobecnéna ortogonalni grupa O(n, k) je grupa matic zachovévajicich tuto formu
AeO(nk) < [Az, AYlni =[x, yln sk Vr,yeV.

Necht g je diagonéalni matice s jednickami v prvnich n ¢lenech a —1 v ostatnich
k ¢lenech. Potom
AecO(n,k) «— ATgA=y.

Grupa O(3,1) byva ¢asto oznacovana jako Lorentzova grupa.

Nyni si uvedme dulezité definice kompaktnich a souvislych grup.

Definice 5. Maticovou Lieovu grupu G nazyvame kompaktni, pokud spliuje nasledujici
dvé vlastnosti:

i) Konvergentni posloupnost prvka z grupy G méa limitu v G (uzavienost).

ii) Existuje konstanta C' takové, Ze pro vSechna A € G plati
|Ai;] £C Vi,je{l,...,n} (omezenost).
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e Piiklady kompaktnich grup: O(n) — sloupcové vektory jsou ortonormélni a tudiz
|Ak| £ 1. Déle téz SO(n), U(n), SU(n).

e Piiklady nekompaktnich grup: GL(n,R) a GL(n,C) nespliiuji podminku i) —
limitou posloupnosti regularnich matic mtze totiz byt i singuldrni matice. Dale
téz SL(n,R), SL(n, C), O(n, k) — nesplituji podminku ii).

Definice 6. Maticova Lieova grupa G je souwvisld, pokud kazdé dva jeji prvky A, B
lze spojit spojitou kiivkou A(t) C G, a £t £ b, A(a) = A, A(b) = B. Pokud lze na-
vic kazdou uzavienou kiivku spojité deformovat do bodu, fekneme, Ze grupa G je
jednoduse souvisla.

Maticovou Lieovu grupu, kterd neni souvislé, lze zapsat jako sjednoceni souvislych
komponent.

Véta 1. Komponenta Lieovy maticové grupy G, kterd obsahuje identitu e, je pod-
grupou G.

e Piiklady souvislych grup: GL(n,C), SL(n,C), SL(n,R), SO(n), U(n), SU(n).
Z téchto grup jsou pouze SL(n,C) a SU(n) jednodusSe souvislé.

e Piiklady nesouvislych grup: GL(n,R) (2 komponenty), O(n) (2 komponenty),
O(n,1) (4 komponenty).

3. Exponenciala matice
V této kapitole se budeme vénovat exponencidle matice, kterou pozdéji vyuzijeme

k zavedeni maticovych Lieovych algeber. Necht X je matice n x n, pak exponencidla X
(znac¢ime eX) je definovana vztahem

o0
xm
1 —.
8 -
Véta 2. Pro libovolnou c¢tvercovou matici X vada (1) konverguje. Navic eX je spojitou

funkci X.

Véta 3. Necht X, Y jsou libovolné ctvercové matice. Pak plati
1

\]

€ ’

e
( X) e’
eX

)
)
3) je requldrni a (eX)71 =e X,
4) elotPX = XX yo g e C,
5) pokud XY =YX, pak eX+Y) = eXe¥ = e¥eX,
6) pokud C je reguldrni, pak e(©XC" D= ceXC1.
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Véta 4. Necht X je matice n x n. Pak €' je hladkd k¥ivka v M, (C) a navic plati

d d

— et = XX =X, specidlne — e = X.

dt dt =0
Vypocet exponencialy matice:
Véta 5. Je-li D diagondini matice s vlastnimi hodnotami i, Aa, ..., A\n, pak e je
diagondlni matice s vlastnimi hodnotami e, e*2, ... e,

Poznamenejme, %e pokud je matice X podobné diagonalni matici, tj. X = PDP~!,
pak miZeme exponencidlu e® vyjadiit jako eX = PePP~1,

Definice 7. Matici X nazveme nilpotentni, pokud X" = 0 pro néjaké celé kladné m.

V pfipadé nilpotentni matice ma fada definujici exponencialu pouze m nenulovych
¢lent a exponencialu tak mizeme spocitat pfimym dosazenim do definice.

Véta 6. Necht A je komplexni matice n x n. Potom existuje prdvé jedna dvojice matic
(S, N), pro kterou plati:

i) A=S+ N,

ii) SN=NS,

iii) S je podobnd diagondlni matici,
)

iv) N je nilpotentni.

Podle této véty (viz napt. [5]) jiz miZeme spoéitat exponencidlu libovolné matice
pomoci vztahu

V dalsich vypoétech budeme potiebovat néasledujici vétu. Uvedme si ji tentokrat
i s hlavnimi body dtkazu.

Véta 7. Necht X je matice n x n. Potom plati vztah?®) det(eX) = et X,
Hlavni mysSlenky dtkazu:
i) Pro diagonalizovatelnou matici X = PDP~1:
trX = A -+ A,
eX = peP Pt
det(eX) = det(P) det(e”) det(P~!) = det(eP) = eMeP2 .. et =X,
ii) Pro nilpotentni matici X: Kazda nilpotentni matice je podobnd horni trojthelni-

kové matici 7' s nulami na diagonéle a p¥imo z definice exponencialy pak plyne, ze e’
je opét horni trojuhelnikova matice, tentokrat s jednickami na diagonéle, e’ = I + T,

X=CTC™!, rX=trT=0,
e =Ce’C™!, det(e™) =det(e’) =1 =e""X.

2) Stopu matice X (Xj;;) znacime tr X.

224 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 52 (2007), ¢. 3



iii) Obecnou matici X podle véty [6] rozlozime na diagonalizovatelnou matici S
a nilpotentni matici N, X = S+ N a z predchozich dvou bodd dostavame

dete® = det(e’e) = det(e”) det(e™) = 5 =X, O

Na zavér této Gasti si jesté zavedme pojem jednoparametrické podgrupy.

Definice 8. Zobrazeni A: R — GL(n,C) se nazyva jednoparametrickd podgrupa grupy
GL(n, C), pokud

i) A je spojité,

ii) A(0) =1,

iil) A(t+u) = A(t)A(u) Vt,u € R.

Véta 8. Pokud A je jednoparametrickd podgrupa grupy GL(n,C), pak existuje prdvé
jedna komplexni matice X, n x n, pro kterou plati

A(t) = e'¥.

Tim se dostavame k Lieovym algebram.

4. Lieovy algebry

Lieovy algebry nam umoznuji pracovat na infinitezimalni urovni. Kazda maticova
Lieova grupa mé odpovidajici Lieovu algebru a prechod od maticové Lieovy grupy
k odpovidajici Lieové algebfe casto vede k linearizaci a vyraznému zjednoduseni
fesenych problémii.

Definice 9. Necht G je maticova Lieova grupa. Lieova algebra g této grupy je mnozina
véech matic X, pro které !X € G pro viechna realna t.

Obecné nelze oviem kazdy prvek z G zapsat jako eX pro né&jaké X € g.
Priklady:

e GL(n,C): odpovidajici Lieova algebra gl(n, C) je prostor v8ech komplexnich matic
n x n (pro libovolnou matici X je eX regularni). Podobné Lieova algebra gl(n,R)
je prostor vSech realnych matic.

e SL(n,C):

1=dete!® =e'" X — tr X =0.

Lieova algebra sl(n,C) je tedy prostor vSech komplexnich matic s nulovou stopou
a Lieova algebra sl(n,R) je prostor vSech redlnych matic s nulovou stopou.

e U(n):
U= — (etX)* _ (etX)_1 o otXT o tX
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Lieova algebra u(n) je tedy prostor vSech matic, pro které X* = —X. Pro su(n)
navic plati tr X = 0.
e O(n):
RT — p~! — (etX)T (etX)_1 o otXT g tX

Lieova algebra o(n) je tedy prostor viech matic, pro které X ' = —X (antisymet-
rické). Pro antisymetrické matice plati tr X = 0, a tedy det(e™) = 1. Lieova algebra
o(n) je tedy shodnd s so(n).

e O(n,k):

T

AgAT =g = gATg=A"1 (g=g ) = ge¥ g=e — gXTg=-X.

Lieova algebra grupy O(n, k), oznafovana o(n,k), je tudiZz prostor vSech matic
(n + k) x (n + k) splijicich gX 'g = —X pro danou matici g. V§imnéme si navic,
ze tr X = 0. Lieova algebra o(n, k) je tedy identicka s so(n, k).

Lze ukazat, ze Lieova algebra g maticové Lieovy grupy G je vektorovym prostorem

a ze pro viechna X, Y € gplati [X,Y] = XY — Y X € g. Mlizeme si tedy definovat Lie-
ovu algebru v abstraktnim smyslu, bez nutné spojitosti s maticovou Lieovou grupou.

Definice 10. Koneénérozmérna redlnd (resp. komplexni) Lieova algebra je konecné-
rozmérny redlny (resp. komplexni) vektorovy prostor g s bilinedrnim zobrazenim
szavorka® [.| .] z g X g do g, které spliiuje

i) [X,Y]=—[Y, X] pro vSechna X,Y € g,
i) [X,[Y,Z]] + [V,[2, X]] + [2,[X,Y]] =0 pro viechna X,Y,Z € g.

Ziejmé plati

Véta 9. Lieova algebra g maticové Lieovy grupy G je vzidy izomorfni s nékterou redlnou
Lieovou algebrou.

Z nékterych vlastnosti Lieovy algebry lze usuzovat na vlastnosti odpovidajici Lieovy
grupy a naopak. Jako piiklad uvedme abelovské Lieovy grupy a algebry.

Definice 11. Rekneme, Ze grupa G je abelovskd, pokud plati ab = ba pro vSechna
a,b € G, a ze Lieova algebra g je abelovska, pokud [X,Y] = 0 pro v8echna X,Y € g.

Méjme abelovskou maticovou Lieovu grupu G. Pro prvky jednoparametrickych
podgrup grupy G, A(t) = e'X, B(u) = e*Y pak plati A(t)B(u) = B(u)A(t). Zderivo-
vanim tohoto vztahu pro ¢ = v = 0 dostaneme (viz vétu 4) XY —YX = [X,Y] = 0.
Odpovidajici Lieova algebra g je tedy téz abelovska. Abelovska Lieova algebra naopak
generuje abelovskou Lieovu grupu (viz vétu 3 a vétu 12 nize).

Povsimnéme si, ze Lieova algebra g maticové Lieovy grupy G, kterd mé kom-
plexni komponenty, neni vzdy komplexni Lieovou algebrou. Napiiklad u(n) neni uza-
viend vzhledem k ndsobeni komplexnimi ¢&isly (je-li nenulovy prvek X € u(n), pak

iX ¢ u(n)).
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Vzhledem k tomu, Ze Lieova algebra je uzaviena vzhledem k operaci [., .], plati
(opét s uzitim Einsteinovy sumadni konvence)

(X, X;] = cijp X

Konstanty c;;; se nazyvaji strukturni konstanty a jednoznac¢né uréuji operaci ., .]
na Lieové algebfe. Z vlastnosti i) a ii) uvedengch v definici Lieovy algebry plyne, Ze
strukturni konstanty splnuji

Cijk + cjik = 0,

CijmCmkl + CjkmCmil + CkimCmjl = 0.

Ukazuje se, ze pro libovolné strukturni konstanty spliiujici tyto podminky existuje pii
vhodné zvolené bazi odpovidajici maticova Lieova algebra. Pfesnéji feceno:

Véta 10. Kazdd konecnérozmérnd Lieova algebra je izomorfni3) s Lieovou algebrou
néjaké maticové Lieovy grupy.

Tuto vétu, kterd ukazuje na opodstatnénost naseho pfistupu pres maticové Lieovy
grupy a algebry, dokézal v roce 1935 I. D. Ado. Podotknéme vsak, Ze na rozdil od
Lieovych algeber existuji i Lieovy grupy, které neodpovidaji zadné maticové Lieové
grupé.

Souvislé maticové Lieovy grupy muzeme rekonstruovat, zname-li odpovidajici Lie-
ovu algebru. Nejprve si ukazme:

Véta 11. Necht G je maticovd Lieova grupa a X libovolny prvek jeji Lieovy algebry.
Pak eX je prukem jednotkové komponenty G.

Diikaz: Ziejmé !X € G pro vSechna t. Tudiz e*X je spojita cesta od I k eX. [J

Véta 12. Necht G je souvisld maticovd Lieova grupa. Pak kaZdé A € G lze vyjdadrit
ve tvary
A =eX1eXz ... gXm

pro nejakd X1, Xo, ..., Xm € g.
Dilezitou vétou o korespondenci mezi Lieovymi algebrami a Lieovymi grupami je

Véta 13. Necht g je Lieova algebra. Pak existuje prdvé jedna jednoduse souvisld Lieova
grupa G s touto Lieovou algebrou g.

Na zavér této kapitoly se jesté velice stru¢né zminme o klasifikaci jednoduchych Lie-
ovych algeber a odpovidajicich Lieovych grup, spojené zejména se jmény W. Killinga
a E. Cartana. Tato klasifikace patii ke stézejnim vysledkiim novodobé matematiky
a jako jednu z klicovych praci citujme alespoii [10].

3) Necht g a h jsou dvé Lieovy algebry. Rekneme, Ze g a b jsou izomorfni, pokud existuje
izomorfismus ¢ z g do b, tj. jedno-jednoznacéné linedrni zobrazeni zachovévajici operaci [ ., .],
tedy ¢([X,Y]) = [¢(X), »(Y)] pro vSechna X,Y € g.
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Podalgebra b Lieovy algebry g je podprostor g uzavieny vidi operaci [ ., .]. Podal-
gebra Lieovy algebry je tedy téz Lieovou algebrou. Je-li g komplexni Lieova algebra,
pak idedl b je takova komplexni podalgebra, ktera navic spliuje, ze pro vSechna X € g
a viechna Y € b plati [X,Y] € h. Rekneme, Ze komplexni Lieova algebra g o dimenzi
= 2 je jednoduchd, jestlize jediné idealy, které obsahuje, jsou g a {0}.

Véta 14. Kazdd jednoduchd komplexni Lieova algebra je izomorfni s prdvé jednou
z ndsledugicich algeber:

1. sl(n+1,C), n 21,
so(2n+1,C), n = 2,
sp(n,C), n 2 3,
s50(2n,C), n = 4,
vylucné Lieovy algebry G2, Fy, Eg, Er, Eg.

A i

Symplektické grupy Sp(n,C) a odpovidajici algebry (uvedené na tfetim Fadku
v tomto seznamu), zachovévajici antisymetrické bilinedrni formy, jsme si zde nede-
finovali, definici 1ze vSak nalézt ve vét§iné Gvodnich textt. Vylucéné Lieovy algebry
a odpovidajici Lieovy grupy maji (komplexni) dimenze dim G5 = 14, dim F, = 52,
dim Fg = 78, dim F7 = 133, dim Fg = 248. 1 vylu¢né grupy se od druhé poloviny
sedmdesatych let dvacatého stoleti pouzivaji v teoretické fyzice a i tak slozita grupa
jako Eg hraje dilezitou roli v supergravitaci a v teorii strun (viz napf. [11]).

5. Piiklady

Na zavér uvedme jesté nékolik prikladi.

e Jak jsme jiz uvedli, Lieova algebra so(3) je tvofena antisymetrickymi maticemi
3 x 3. Tyto matice maji t¥i nezdvislé komponenty a s0(3) je tedy tfidimenzionalni
vektorovy prostor. Bézi v s0(3) mizeme zvolit napf. jako

0 0 O 0 0 -1 0 1 0
Xi=10 0 1], Xo=10 0 0 |, Xs=|-1 0 0
0 -1 0 1 0 0 0 0 0

Pro X3, X5, X3 plati
(X1, Xo] = —Xs,  [Xo, Xa]= X1,  [X3,X1]= X2

Jednoparametrické podgrupy e?X1, e#X2 e¥Xs grupy SO(3), generované prvky baze
50(3), maji tvar

1 0 0 cosp 0 —sing cosy siny 0
0 cos@® sinf |, 0 1 0 , —siny cosv 0
0 —sinf cosé sing 0 cosyp 0 0 1

a odpovidaji rotacim kolem os z, y a z. Libovolnou rotaci (prvek z SO(3)) mZeme
slozit z téchto tii rotaci a zapsat jako soucin téchto tii matic.
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e Uvazujme nyni Lieovu algebru su(2). Jako vhodnou béazi mtizeme zvolit matice

1 1 1
Y1 = jion, Yz = jioo, Y; = 3ios,

(01 (0 —i (10
=1 0) 227\ o) 7 lo -1

jsou tzv. Pauliho matice zndmé z kvantové mechaniky, kde se pouzivaji pfi popisu
orbitalniho momentu elementarnich ¢stic se spinem 1/2. Pro Y7, Ys a Y3 dostéavame

[}/17Y2] - _Y37 D/27YY3] - _}/17 [Y37YYI] - _}/27

su(2) a s0(3) tedy maji stejné strukturni koeficienty a jsou tudiz izomorfni. Po-
vSimnéme si, Ze to neni ve sporu s vétou 13, protoZze grupa SO(3) neni jednoduse
souvisla.

e Ve statickém piipadé popisuji feSeni Laplaceovy rovnice Ag = 0 naptiklad gravi-
tacni potencidl pg () ¢ elektrostaticky potencidl pe(z) vné dané konfigurace zdroju.
Analyzujme, jakym zpisobem se tato rovnice zméni pfi otoCeni soutadnych os.
Uvazujme Laplacetv operator v kartézskych souradnicich v n dimenzich, A = 9;0;,
kde 0; je zkraceny zapis pro parcialni derivaci 9/0x; a pfes i séitdme od jedné do n.
Nyni provedeme transformaci souradnic

T; = Rijl’j, Rij € SO(H),

odpovidajici néjakému otoceni soufadnych os. Méjme libovolnou funkci f (551 (sr:j)),
spliujici predpoklady véty o derivovani slozené funkce. Potom dostavame

of  of 0w, of

al’j o 8:?:1 8xj o ”8_531

Muzeme tedy formalné psat

kde 8; je zkraceny zépis pro 9 /0%;. Pro Laplacetv operator dostavame
Af(#) = 0,0if (¥) = R Ry 0,00 f (x) = 0;0; f (x) = Af (x),

kde jsme vyuzili, Ze Rj_i1 € SO(n), a tedy i ]*’Lj_ilRl;.1 = 0,%. Laplacetv operétor je
tedy invariantni vici rotacim kartézskjch soufadnic, a jak si ¢tendf snadno ovéii,
tak i viéi translacim Z; = x; + ¢;. Laplaceuv operator je tudiz invariantni vuci
eukleidovské grupé E(n), coz je Lieova grupa zahrnujici rotace i translace. Pravé tato
nezévislost na urcitém typu transformaci je zasadnim pozadavkem pii formulovani
fyzikalnich zakoni — neocekavame, ze by se fyzikalni zdkony mély zménit napf.
pfi volbé jiného pocatku soufadnic nebo pfi otoceni souradnych os. Je dilezité
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si uvédomit, ze jiz tento pozadavek vyrazné omezuje mozna vyjadieni fyzikalnich

zakont pomoci diferencialnich rovnic.

Studium symetrii fyzikalnich zdkonid stalo i u zrodu specidlni teorie relativity.
Maxwellovy rovnice, které byly formulovany na zakladé empirickych poznatki, vedly

k nekonzistencim pii galileovskych transformacich = ¢, #; = x; — v;t, na kterjch
pritom stoji klasickd mechanika. Galileiv princip relativity tak musel byt nahrazen
principy specidlni teorie relativity. Teorie konzistentni se specialni teorii relativity musi

byt invariantni nejenom viic¢i Lorentzoveé grupé, ale i vici translacim ; = x; + ¢;. Oba

typy téchto transformaci zahrnuje tzv. Poincarého grupa, jejiz podgrupou odpovidajici

translacim a rotacim je i eukleidovskd grupa E(n).
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