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Catalanova domnénka dokazana

Yann Bugeaud o Maurice Mignotte, Strasbourg

1. Uvod

V roce 1844 E. Catalan?) zaslal L. von Crellemu, zakladateli a vydavateli prestizniho
matematického ¢asopisu Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, nasledujici
sdé€leni, které bylo vzapéti v casopise uverejnéno:

Je vous prie, Monsieur, de bien vouloir énoncer, dans votre recueil, le théoréme
suivant, que je crois wvrai, bien que je maite pas encore réussi a le démontrer
complétement: d’autres seront peut-étre plus heureuz:

Deux nombres entiers consécutifs, autres que 8 et 9, ne peuvent étre des puissances
exactes; autrement dit: l’équation ™ —y™ =1, dans laquelle les inconnues sont
entiéres et positives, n’admet qu’une seule solution.

Strucné feceno, Catalanova otdzka zni: Existuji po sobé jdouci kladné cela ¢isla
kromé 8 a 9, ktera jsou obé mocninami? Tato otazka je ekvivalentni Catalanové rovnici

m

2™ —y" =1, kde m7n7x7y227 (1)

kterd je pfedmétem Ribenboimovy knihy [14].

Rovnici (1) vyfesil v roce 2002 Preda Mihdilescu: jediné kladné feseni?) je
9 — 8 = 3% 23 = 1. Jeho diikaz, i kdyZ neni tak naroény jako Wilesiiv diikaz Velké
Fermatovy véty, nemiizeme zde pro jeho obtiznost ani uvést, ani naznacit. Omezime se
jen na strucény historicky prehled obsahujici vSechny podstatné prispévky k problému.
Na&s zavérecny seznam literatury neni zdaleka Gplny.

Je zfejmé, Ze (1) stadi vyfesit jen pro prvoéiselné hodnoty exponenti m a n. Déle
budeme proto vzdy uvazovat ekvivalentni problém

2P —y? =1, kde p a ¢ jsou prvocisla a x,y = 2. (2)

1y Pozn. prekl.: Belgicky matematik Eugéne Catalan (1814-1894) mél to $tésti, ze

kromé Catalanovy domnénky byla po ném nazvana i posloupnost Catalanovych ¢isel ¢, =
2n

=1,2,5,14,42,.. ., ¢y, = n#ﬂ ( o ), ktera se objevuje v mnoha enumerativnich problémech.

2) Pozn. piekl.: Resenimi rovnic se v tomto textu vzdy rozuméji feseni v celych cislech.
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2. Pfipad, kdy p nebo ¢ je sudé

V roce 1738 L. Euler ukézal, e jediné FeSeni rovnice 22 —y3 =1jex =3 ay =2, to

jest 9 —8 = 1. T kdyz jsou dnes znamy rizné dikazy tohoto vysledku, zadny z nich
nen{ snadny. V roce 1850 V. A. Lebesgue [8] dosdhl prvniho vyznamného pokroku
v Catalanové problému.

Véta (V. A. Lebesgue, 1850). Diofantickd rovnice
af —y? =1 (3)

nemd teSeni v celych cislech x, vy, p, kde y # 0 a p je prvocislo.

V dikazu véty pracoval V. A. Lebesgue s okruhem Gaussovych celych ¢isel ZJi].
Rovnice 22 — y? = 1 je viak mnohem obtizn&jsi nez (3). Vytesil ji az v roce 1965
Ko Chao v ¢lanku [6] a jeho dikaz je velmi rafinovany.

Véta (Ko Chao, 1965). Diofantickd rovnice
x*—yl=1

md v kladngych celych cislech x, y, q, kde q je prvocislo, jediné resent x =3, y = 2,
q=3.

Déle proto budeme ptedpokladat, Ze nezndmé prvodisla p a ¢ v (2) jsou obé lich4.

3. Casselsova véta
Pfirozeny postup pfi feseni rovnice (2) je rozlozit ji a pfepsat ve tvaru
(z— 1) (2Pt +2P 2 4. 4 1) =y

Snadno se dokaze, ze ¢isla z — 1 a 2P~ + 2P~2 4 ... 4 1 jsou bud nesoudélné, nebo obé
délitelna prvoéislem p. V prvnim piipadé hned plyne, ze x — 1i 2Pt 4+ 2P~ 2 4 ... + 1
je ¢-td4 mocnina. J. W. S. Cassels v8ak v [3] ukdzal, Ze prvni pfipad nemfize nastat.

Véta (J. W. S. Cassels, 1960). Md-li rovnice (2) feseni (x,y,p,q), v némzZ je pq liché,
potom p déli y a q déli x. Navic existuji celd ¢isla a, b, u, v takovd, Ze

p—1 q—1
p—1=p"at, y+1=g""F, Y 2t =pul, Yy =q?,
=1 1=1

kde r = qgbv a y = pau. Ddle mdme
r=1-pT! (mod ¢*) a y=¢’'—1 (mod p?).
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Z Casselsovy véty se daji snadno odvodit dolni odhady pro velikost pfipadnych
feSeni Catalanovy rovnice. Tyto odhady jsou zakladnim nastrojem v dikazech vét,
které uvedeme v oddilech 5-7.

4. Tijdemanova véta

Bakerova teorie linearnich forem logaritmii algebraickych ¢isel®) nalezla v oblasti
diofantickych rovnic mnoho dumyslnych pouziti. Je napfiklad klicovym néstrojem
v ditkazu faktu, Ze mnoZina hodnot kazdého celoc¢iselného polynomu p(z) s alespon
tfemi riznymi komplexnimi kofeny, kterych nabyva na celych ¢islech, obsahuje pouze
koneéné mnoho mocnin. Konkrétné, pro pevné m = 3 m4 rovnice

xmilzyn

jen koneéné mnoho feSeni (z,y,n) s n =2 a lze explicitné spocitat horni odhad
velikosti slozek feseni. Plati dokonce i vice: Je-li hodnota libovolné ze ¢tyf proménnych
v rovuici (1) fixovana, mé rovnice ve zbyvajicich tfech proménnjch jen koneéné mnoho
feSeni. Je pfekvapujici, Ze 1ze jit jesté dale. V roce 1976 R. Tijdeman v [16] pfedvedl
nadherné pouziti Bakerovy teorie, kdyz dokdzal kone¢nost poctu feSeni rovnice (1).

Véta (R. Tijdeman, 1976). Catalanova rovnice (1) md pouze koneéné mnoho tesent
(z,y,m,n). Navic lze efektivné spocitat takovou konstantu C, Ze viechna feSeni rov-
nice (1) spliiugi odhad max{|z|, ly|,m,n} < C.

Konstanta C' vypocitana z odhadi linearnich forem logaritmi znamych v té dobé
vysla velmi velkd: M. Langevin v [7] provedl vypoéty a ziskal odhady

max{m,n} < 10’ max{z,y} < exp(exp(exp(exp(700)))).

Tyto odhady na x a y nebyly samoziejmé nikdy pouzity. Od roku 1976 doslo v teorii
linedrnich forem logaritmi k pokroku a v roce 2000 byl v [11] dok4dzan odhad

max{m,n} < 7,78 x 10*°.

Dalsi smér utoku na Catalaniv problém, s nimz zacal K. Inkeri, byl ziskat rtzna
kritéria pro dvojice prvodisel (p, q), kterd by ukazovala, Ze tyto dvojice nemohou byt
exponenty v feSeni rovnice (2). Pokud by se to podafilo pro kazdou dvojici s p a ¢
mensimi nez 7,78 x 106, byla by rovnice vyfesena!

5. Algebraicka kritéria

Prvnim matematikem, ktery nalezl algebraickd kritéria pro Catalanovu rovnici, byl
K. Inkeri. Dokéazal dva vysledky, prvni v roce 1964 pro pfipad p = 3 (mod 4) a druhy

3) Pozn. piekl.: Jde o dolni odhady veli¢iny |A|, kde A =" a;logB; je koneény soucet
obsahujici algebraicka ¢isla a;, 8; (tj. kofeny polynomu s raciondlnimi koeficienty) a A # 0.
Alan Baker (1939) za své fundamentélni vysledky obdrzel v roce 1970 Fieldsovu medaili.
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v roce 1990 pro piipad p =1 (mod 4) (viz [4] a [5]). Nésledujici véta je jejich kombi-
naci.

Véta (K. Inkeri, 1964 a 1990). Md-li rovnice zP —y? = +1, kde p a q jsou lichd
prvocisla, vesent, pak

p" ' =1 (mod ¢®) mebo q|h(K,), (4)
kde h(K) oznaduje pocet tiid ciselného télesa K a kde

o _[QWTD) o p=3 (mod 4)
p = Q(e2/?) pro p=1 (mod 4).

Pocet tiid je prirozené ¢islo prifazené ciselnému télesu, které je dosti obtizné
spocitat*). Napiiklad neni zndma jeho hodnota pro téleso Q(e?*/?), pokud p > 71.
Inkeriho véta obsahuje dvé podminky, které lze uzit pro vyloudeni exponentt (p, q):
kongruencéni podminku a podminku délitelnosti pro jisty pocet tiid. Nésledné byla
Inkeriho kritéria vylepSena M. Mignottem v [10] a W. Schwarzem [15], kterym se
podafilo nahradit pocet tfid h v (4) relativnim poctem tiid, obvykle ozna¢ovanym h~,
ktery se da snaze spocitat.

Poznamenejme, Ze Inkeriho kritéria i jejich zminénd vylepSeni se nedaji pouzit pro
dvojice prvocisel

(83,4871), (193,4877) a (2903, 18787). (5)

Tyto tti dvojice (p, q) totiz spliuji kongruence ¢?~* = 1 (mod p?) ap?~! =1 (mod ¢?).

V dubnu 1999 nalezli Y. Bugeaud a G. Hanrot podstatné odlisné kritérium (viz [2]),
kdyz se jim podafilo odstranit z (4) kongruen¢éni podminku.

Véta (Y. Bugeaud a G. Hanrot, 1999). Md-li rovnice zP — y? = £1, kde p a q jsou

lichd prvocisla a p < q, Tesent, pak

¢ | h™(Q(e™P)).

Toto kritérium umoziiuje vyloucit dvojice uvedené v (5). BohuZel neni symetrické
v p a ¢ (na rozdil od Inkeriho kritéria) a neni p¥ili§ uzite¢né pro velkd p (vétsi nez,
feknéme, 10°), protoze relativni pocet tiid neni lehké spocitat.

4) Pozn. piekl.: Ciselné téleso K je komutativni téleso obsahujici téleso racionalnich ¢isel Q,
které jako vektorovy prostor nad Q mé kone¢nou dimenzi. Téleso K obsahuje okruh celych
¢isel Ok télesa K, ktery v ném hraje stejnou roli jako okruh celych ¢isel Z v Q. Na mnoziné
idealt okruhu Ok (presnéji FeGeno na jejich ekvivalen¢nich t¥id4ch) se pFirozenym zptsobem
zavede grupova struktura, grupa tiid idedli G. Rad grupy G, ktera je koneéna, je pravé pocet
tfid h(K). Toto ¢islo méfi nejednoznacnost rozkladii na ireducibilni prvky v Ok.
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V z&¥i 1999 P. Mihiilescu eliminoval z (4) podminku pro pocet t¥id (viz [12]).

Véta (P. Mihailescu, 1999). Md-li rovnice P — y? = £1, kde p a q jsou lichd prvoéisla,
resent, pak
@ tP=1(modp?®) a p?'=1 (mod ¢?).

Mihailesctiv dikaz ma asi dvé strany a sleduje Inkeriho postup, navic ale pracuje
velmi rafinované s tzv. Stickelbergerovym prvkem a s jeho pomoci vylucuje podminku
pro pocet trid.

6. Dolni odhady pro exponenty

Diky pfedchozim kritériim se daji ziskat dolni odhady pro min{p, ¢}. V§pocty probi-
haji nasledovné. Pro pevné p uvazujeme systém rovnic P — y? = £1. S pomoci odhada
pro linearni formy logaritmt umime dokézat, ze pro p > 3000

q < 2,77p(log(q/ log p) + 2,333)* log p,

coz ndm déva dobry horni odhad pro ¢, ktery oznaéime Q(p). Pro p mensi nez 3000
ziskdme podobné odhady. Pak, s pouzitim vysledk z oddilu 5, vylou¢ime kazdou
dvojici (p,q), kde ¢ < Q(p). Po nékolika mésicich vypocth byl ziskdn néasledujici
vysledek (viz [11]).

Véta (M. Mignotte, 2001). Rovnice (2) nemd feseni (x,y,p,q), v némz je pq liché
a min{p, ¢} < 107.

Trebaze pocitace jsou stale vykonnéjsi a vykonnéjsi, mezi dolnimi a hornimi odhady
exponentu stile zstava velkd mezera. Pro tplné vyfeseni Catalanovy rovnice byly
zapotiebi nové napady.

7. Konec pfibéhu
V dubnu 2002 Yuri Bilu rozeslal nékolika kolegim emailovou zpravu, v niz oznamil,
7e se P. Mihiilescovi podafilo tiplné vytesit Catalanovu rovnici, viz [13].

Véta (P. Mihailescu, 2002). Jedingm fesenim Catalanovy rovnice je

9-8=3"-2°=1.

Dtikaz je zaloZen na obtiZnych néstrojich z teorie kruhovych téles [to jsou pravé
télesa Q(e?™1/P) z oddilu 5]. Byl uvefejnén po 160 letech od Catalanova dopisu v témze
némeckém casopise, v Journal fir die reine und angewandte Mathematik. Ctenaf
muZe nahlédnout také do textu [1] ze Seminaire Bourbaki, ktery prednesl Yuri Bilu
v listopadu 2002 v Pafizi nebo do ¢lanku [9] od T. Metsinkyldho.
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Na zavér zbyva otdzka: existuji jiné kladné mocniny nez 25 a 27, které se lisi o 27
Patrné ne, ale v soucCasnosti neni znadmo ani to, zda rovnice " — y” = 2 ma jen
kone¢né mnoho (netrividlnich) feseni!
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