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Prekvapeni z didaktického vyzkumu: Jak
studenti ,,uzivaji“ matematické definice

Barbara S. Edwards a Michael B. Ward, Oregon

1. Uvod

Autofi ¢lanku se setkali na letni Skole, kterou sponzorovala organizace Oregon Colla-
borative for Excellence in the Preparation of Teachers (OCEPT). B. Edwardsova je
badatelka v oblasti matematického vzdélavani na vysoké skole. M. Ward je matematik,
udi ¢istou matematiku na vysoké skole a pfed svou tucasti v programu OCEPT nemél
téméf zadné zkusenosti s vyzkumem v oblasti didaktiky matematiky. B€hem letni koly
B. Edwardsova popsala Wardovi vysledky své doktorské prace [5], v niZ se zabyvala
tim, jak studenti rozuméji matematickym definicim a jak je pouzivaji v kurzu matema-
tické analyzy. Jeji vyzkum ukazal, Ze tlohy tykajici se napi. definic limity a spojitosti
byly pro nékteré studenty problematické. Wardova okamzita intuitivni reakce znéla, ze
slova limita a spojitost jsou ,zatiZzena“ konotacemi z jejich nematematického uzivani
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a z jejich ne zcela piesného uzivani v elementarni matematické analyze. Rekl: ,,Vsadim
se, ze studenti maji méné problémt, nebo aspon problémy jiného druhu, s definicemi
z abstraktni algebry. Slova jako grupa a faktorgrupa nejsou takto zatizena.“

Tak doslo k tomu, zZe oba autofi zacali s podporou OCEPTu studovat porozuméni
definicim a jejich pouziti v ramci Gvodniho kurzu abstraktni algebry, kde vyucoval
M. Ward. Kurz navstévovali studenti specializujici se na matematiku. Nazev tohoto
clanku se tyka nekterych vysledkt, které M. Warda prekvapily. Zejména ho udivilo,
ze jeho studenti algebry maji podobné problémy jako studenti, ktefi studovali analyzu
a které zkoumala B. Edwardsova. (Sdzku tedy prohrél.) Nejvice ho piekvapily obtize,
které nebyly dany obsahem definic, ale porozuménim samému charakteru matema-
tickych definic. Kdyz se dozvédéli o doktorské praci B. Edwardsové nékteri dalsi
matematici ptisobici na vysoké skole, tyto obtize je rovnéz udivily, i kdyz Slo o obtize
z matematické analyzy.

V dalsim textu strucné uvedeme nékteré myslenky z filozofie a didaktiky ma-
tematiky, které tvoii teoretické pozadi vyzkumu. I kdyZ nemame v timyslu podat
vycerpavajici popis zadné z obou studii, naznac¢ime alesponi metodologii, kterd byla
vyuzita v disertacéni praci B. Edwardsové a v nasem spoleném vyzkumu v ramci
kurzu abstraktni algebry. Tak si bude moci ¢tenai udélat obrazek kontextu, z n€hoz
nase pozorovani vychazeji. Dale uvedeme ,prekvapivé® obtize obou skupin studenti,
ilustrujeme je priklady a pokusime se je vysvétlit pomoci teoretického ramce vyzkumu.
Zavérem upozornime na nékteré praktické disledky vyzkumu pro vyuku matematiky
na vysoké skole a na nékolik konkrétnich aktivit, které se podle nasich zkusenosti jak
z vyzkumu, tak z vyuky jevi jako slibné.

2. Teoreticky ramec

Vyucujici na katedrach matematiky vysokych skol si obecné uvédomuji, ze studenti
specializujici se na matematiku maji v rdmci ivodnich kurzti abstraktni algebry,
matematické analyzy ¢i teorie ¢isel ¢asto problémy s psanim matematickych dikazt.
Neékterym aspekttim porozumeéni psani matematickych textti a predpokladim uspés-
ného psani jsou vénovany napf. prace [8], [16] a [11]. Konkrétné Moore [11] uvadi, ze
i kdyz se studenti pokouseji psat dikazy, nemusi nutné rozumét obsahu ptislusnych
definic a jejich vyuZziti pii psani dikazi. B. Edwardsova ve své studii [5] zjistila, Ze
nékteri studenti matematické analyzy, a to i ti, ktefi jsou povazovani na zakladé svych
znamek za Gspésné, maji obtize v porozumeéni roli, kterou obecné hraji matematické
definice v matematice. Objevily se problémy v porozuméni filozofické kategorizaci
matematickych definic a v pouziti definic pfi feseni matematickych tuloh takovych
jako dokazovani vét.

Definice hraji v matematice klicovou roli, ale jejich tvorba a pouziti se 1isi od jejich
tvorby a pouziti v béZném jazyce. Nejdiive se podivame do filozofie a lexikografie,
kde najdeme uziteéné kategorizace definic a jejich vlastnosti. Poté nahlédneme do
matematické didaktické literatury, abychom ziskali vhled do pouziti matematickych
definic.
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Filozof Richard Robinson [15] rozliSuje mezi lexikdlnimi') a konvencénimi?®) defini-
cemi. PiSe: ,,Lexikalni definice je takovy typ nomindlni definice, v niz vysvétlujeme
ur¢ity zptsob, jimz urcitd osoba uzila urcité slovo“ [15, s. 35]. Lexikograf Sidney
I. Landau [10] popisuje stejnou kategorii, ale pouziva termin odvozend definice®)
misto lexikalni, protoze jde o ,definice, které jsou zalozeny na piikladech konkrétniho
uziti, definice extrahované z existujici reality [10, s. 165]. Zde budeme pouZivat
terminologii S. Landaua, protoze B. Edwardsova pouzila slovo ,lexikalni“ ve svych
diivéjsich pracich v jiném smyslu.

Naproti tomu R. Robinson charakterizuje konvencéni definice jako definice, které
y,znamenaji explicitni a ucelné zavedeni vyznamového vztahu mezi slovem a objektem,
akt pfifazeni jménu objekt (¢i jména objektu)“ [15, s. 59]. Jejich hlavni vyhodou je
»zlepSeni pojmd nebo tvorba novych pojmi, coz je klicem k jednomu ze dvou ¢&i t¥i
zadmkl na dvefich uspésné védy“ [15, s. 68]. S. Landau fika, Ze takové definice ,jsou
zavedené na radu experti® s cilem ,zjednodusit a zpfesnit komunikaci mezi témi, ktefi
jsou zasvéceni do jazyka védy* [10, s. 165].

Odvozené definice tedy o svém pouziti podavaji svédectvi, zatimco konvencni de-
finice své pouziti vytvareji; vlastné vytvareji pojmy predpisem. Pokud je termin
definovan timluvou, ma byt bez konotaci, tedy bez vSech asociaci, které by mohl ziskat
v netechnickém jazyce. Matematické definice povazujeme za konvenéni,*) zatimco
vétsina definic bézného jazyka je odvozena.

Podivejme se nyni do literatury z didaktiky matematiky a popisSme, jak pouzivaji
definice v matematice studenti. Podle Vinnera [21] a Talla [19] s sebou kazdy matema-
ticky pojem nese tzv. definici pojmu a piedstavu pojmu.®) Lze ¥ici, ze definice pojmu
je konvencni definice. Na druhé strané predstava pojmu je neverbalni reprezentace
porozuméni néjakému pojmu u urcité osoby. Zahrnuje ,,vizualni reprezentace, mentalni
obrazky, dojmy a zkuSenosti spojené s ndzvem pojmu“ [21, s. 68]. Souhlasime s S. Vin-
nerem v tom, ze se domniva, ze ucitelé matematiky si obecné mysli, Ze predstavy pojmu
u jejich studentt vyristaji z dané definice pojmu, jak je ilustrovano jednoduchym
diagramem na obr. 1.

A 4

Definice pojmu Predstava pojmu

Obr. 1. Idealizovany vyvoj formalniho matematického pojmu [21].

Pozn. prekl. V originale lexical.
Pozn. prekl. V originale stipulative.
Pozn. prekl. V originale extracted.
Pozn. ptekl. Toto rozdéleni je ponékud zjednodusujici.
%) NasSe stru¢né shrnuti je zalozeno na nasi interpretaci S. Vinnera z prace [21], kde mtize
Ctenal najit Uplnéjsi popis.
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Vystup

/

Definice pojmu

A 4

Predstava pojmu

Vstup | Ukol (diikaz nebo identifikace objektu)

Obr. 2. Souhra mezi definici a predstavou [21].

Vystup

/

Definice pojmu

A

Predstava pojmu

/

Vstup

Obr. 3. Dedukce nasleduje intuitivni mysleni [21].

Vystup
Definice pojmu Predstava pojmu
Vstup

Obr. 4. Cisté formalni dedukce [21].

Maéme-li fesit tllohu obsahujici néjaky pojem, rigorézni povaha matematiky vyza-
duje, aby vyuziti daného pojmu sledovalo jedno ze schémat, které navrhl S. Vinner
(obr. 2-4). Mame na mysli napf. Glohy na dokazovéani vét nebo identifikaci objektu,
ktery m4 uréitou definovanou strukturu jako napf. grupa. Dilezité je, ze at vstoupi
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pfedstava pojmu do procesu feseni Glohy jakymkoli zptisobem, koneény vysledek bude
zalozen pouze na definici pojmu.

Shrnuti: Zavedli jsme kategorie konvencnich definic, k nimz patii také matematické
definice, a odvozenych definic. Dale jsme uvedli kognitivni model nékterych stranek
postupt, v nichz se definice pouzivaji pfi feSeni matematickych tloh. Tento model je
zalozen na myslence definice pojmu a predstavy pojmu.

3. Metodologie

Uéelem obou zde pfedstavenjch studii bylo podivat se hloub&ji na to, jak studenti
chapou obsah matematickych definic, abychom zjistili, jak rozuméji roli forméalnich
definic v matematice. Tento cil je obtizny proto, ze student muze definici pouzit
matematicky nekorektnim zptisobem minimalné ze dvou divodt. Muze jit o netplné
nebo nespravné porozumeéni pojmu, ktery definice zavadi. Na druhé strané muze
jit o matematicky nekorektni porozumeéni roli matematickych definic vibec. Dalsi
obtiz, ktera ovlivnila nase studie, vyvstava z toho, Ze pokud studenttim polozime
pfimou otézku, mohou jejich odpovédi svédcit o zdanlivé piijatelném porozumeéni roli
formalnich definic v matematice, aniz by tomu tak ve skuteénosti bylo. Studenti (ale
vlastné kdokoli) ¢asto opakuji, co slysi, aniz by tomu plné rozuméli. Napfiklad mohou
Fici (tfeba aby potésili uditele), ze ,matematika se vyuziva ve vSech oblastech zivota®,
aniz by byli schopni podat jediny smysluplny piiklad (jiny nez kazdodenni transakce
v obchodg).

ODbé studie vyuzily podobné vyzkumné metody. Metodologie studie o matematické
analyze je popsdna v [5] a [6]. Studie o algebfe se ziastnili studenti navstévujici
kurz Uvod do teorie grup, ktery vyucoval M. Ward a v némz provadéla pozorovani
B. Edwardsova. Vyzkumny material mél podobu dvou pisemnych tikolii®), které zpra-
covalo vSech 14 studentti, a rozhovori, jichz se ztcastnilo 8 dobrovolniki ze skupiny.
Kazdy z osmi studentti se ztcastnil dvou jednohodinovych rozhovoru zaloZenych na
matematickych tlohach (viz dodatek). Prvni rozhovor zacal otdzkou ,,Co je matema-
tika?“. Tazatel pokladal dalsi otazky podle potieby, aby zajistil, Ze kazdy student
fekne néco o povaze a roli definic v matematice. Béhem obou rozhovort méli studenti
precist nékolik definic, které uz byly v hodinach zavedeny nebo které mély byt teprve
probirany. Pak byli pozadani, aby fesili tlohu, ktera byla s uvedenymi definicemi
spojena. Definice a tlohy jsme vybrali tak, abychom pfi rozhovorech navodili si-
tuace, v nichz by u studentd mohl nastat rozpor mezi definici pojmu a predstavou
pojmu. Kromé toho jsme vybrali ty definice a tlohy, které jsme na zakladé zkuSenosti
povazovali za obtizné. Nasim zamérem bylo pozorovat, zda a jak studenti pouziji
definice k prekonéani vzniklych obtizi. Studenti méli definice stéle k dispozici v pisemné
podobé. Rozhovory byly nahravany na magnetofon i videokameru. Pak byly pofizeny
a analyzovany doslovné protokoly rozhovort.

%) Pisemné tkoly nejsou v tomto ¢lanku diskutovany.
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Analyza protokoli probihala nasledovné. Kazdy z nas nezavisle na sobé opakované
¢etl protokoly, studoval pisemné odpovédi studentt a vytvoril pocatecni t¥idéni, které
bylo zaloZeno na interpretaci nazoru kazdého studenta na roli matematickych definic
a na jeho chovani pfi feseni dané tlohy. O kazdém z osmi studentt jsme sepsali struc-
nou studii, pak jsme se setkali a porovnali své prozatimni vysledky. O vyslecich kazdého
studenta jsme diskutovali a dohodli se na systému kédovani pro dalsi praci. Znovu jsme
individualné prostudovali protokoly a pfitom jsme pouzili kédovaci systém. Déle jsme
se nékolikrat sesli a prodiskutovali a zptesnili své zavéry o kazdém studentovi. A praveé
pfi porovnani nasich vysledkti mezi sebou a se zavéry disertacni prace B. Edwardsové
se objevila prekvapeni.

4. Prekvapeni

1. pfekvapeni: Mnoho studentu netridi matematické definice tak, jak to délaji ma-
tematici.

Matematici chdpou (a museli bychom je hodné nutit, aby si vzpomnéli na ¢as, kdy
tomu tak nebylo), Ze matematické definice jsou dané konvencemi. Jak ¥ik4 R. Robinson
[15, s. 59]:

Byli to pfedevsim matematici, ktefi nejméné od doby Eukleida ptirazovali slovim
své vlastni vyznamy. ,Spocetnou fadou,“”) fikaji napiiklad, ,budeme rozumét
fadu, kterou mtzeme vzajemné jednoznacné priradit ke kladnym celym cislim,
aniz bychom zménili potradi jejich prvki.“ Nejde o popis toho, co znamenalo slovo
»Spocetny* v historii nebo co se obvykle mysli timto slovem ted. Jde o ozndment,
co bude toto slovo znamenat v pfedlozené praci, nebo zadost ¢tenéri, aby jej chapal
v tomto smyslu.

Ucitelé matematiky si patrné neuvédomuji, ze studenti nefadi matematické definice
mezi konvenéni definice. Vzdyt tato studie vznikla na zdkladé sazky, ze v kurzu
abstraktni algebry nemaji studenti jinou moznost, nez chapat definice jako definice
dané tmluvou. Abychom ilustrovali, jak se nékterym studenttim nedafi zafazovat
matematické definice do kategorie konvenc¢nich definic, uvedeme dva ptiklady ze studie
o abstraktni algebfe a jeden z disertac¢ni prace B. Edwardsové.

V prvnim rozhovoru v rdmci studie o abstraktni algebie dostal André®) otézku:
,Co je matematika?“ Ve své odpovédi zminil matematické véty a definice. Rekl: , To
je v podstaté to, co je véta, definice ... Jakmile je [véta] dokdzana, stavé se definici. . .
V urcité dobé jsme dokézali, ze 1 plus 1 je 2. Takze definice je, ze 1 plus 1 se vzdycky
rovna 2...“ Andrého odpovéd se ndm na prvni pohled zdéala tak divna, Ze jsme
méli nutkani povazovat ji za singularitu. Podivame-li se v8ak na Andrého stanovisko
prostiednictim kategorizace definic, mtizeme najit vysvétleni. Pro Andrého pfedstavuji

™) Pozn. pfekl. Autor chce zfejmé vyjadfit myslenku, Ze si matematik muze zavést termin,
jaky chce.
8) Vsechna jména studentti jsou pseudonymy.
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matematické definice fakta. Vsechny vlastnosti matematického objektu byly pro néj
dény definici“. Jeho definice jsou sice odvozeny, ale ne z bézného jazyka, spiSe ze
souhrnu znalosti o pojmu. Nemaji v Zddném ohledu charakter konvenc¢nich definic.

Prikladem dalsi studentky, ktera, jak se zda, tfidi definice jinak neZ matematici, je
Heidi, jina studentka z kurzu algebry. Zda se vsak, Ze balancuje na hranici porozumeéni.
Jeji pripad povazujeme za dikaz toho, ze porozumeéni klasifikaci matematickych de-
finic neni nutné ostfe ohraniceno. Studenti nepatii jednoznaéné do jedné (téch, kteri
rozuméji) ¢i druhé skupiny (téch, ktefi nerozuméji). Celou situaci je mozné chépat
jako prechodné stadium podobné tomu, co W. Burger a J. Shaughnessy [4] popisuji
jako pfechodné stadium mezi van Hieleho trovnémi porozuméni v geometrii. Podle
nich je mozné, ze studenti vykazuji rizné tirovné porozumeéni rtiznym tloham a nékteii
mohou dokonce oscilovat mezi stupni porozuméni v ramci jedné tlohy.

Po analyze prvniho rozhovoru s Heidi nam bylo jeji porozuméni roli matematickych
definic nejasné. Nékdy se zdalo, ze prokazuje matematicky korektni ndhled na definice,
jako naptiklad kdyz mluvila o hierarchii definic a axiomi, které se pouzivaji v dikkazech
matematickych tvrzeni. Ale uz o chvili pozdéji fekla: ,,Musite vytvorit definice podle
toho, co néco skutecné je.“

Pii druhém rozhovoru Heidi dostala (poprvé) definici ndsobeni faktorgrup (viz do-
datek, definice 4). Jiz pfedtim byla v kurzu diskutovina definice faktorgrup (dodatek,
definice 2). V rdmci tloh zadanych v hodiné Heidi vySetfovala faktorgrupy a vsimla
si nékterych jejich vlastnosti. M. Ward na pfednasce dokazal zdkladni vlastnosti
faktorgrup a Heidi pravdépodobné vyfesila na toto téma néjaké tlohy i doma. Nez
se zacala vénovat definici nasobeni faktorgrup, coz jsme chtéli sledovat, musela néjaké
faktorgrupy vysettit. Bohuzel to nesvedla a vice nez 20 minut pracovala netspésné.
B. Edwardsova se ji zeptala, pro¢ nepouzije definici faktorgrupy, kterou meéla pred
sebou. Heidi odpovédéla: ,,Protoze vim, jak to udélat, protoze jsem to uz délala...“.
P1i svém usili opakované pronasela podobné vyroky. Zdalo se, Ze definici necetla, dokud
ji na to tazatel explicitné neupozornil.

Fakt, ze se Heidi neustale snazila vzpomenout, jak se vysetiuji faktorgrupy, misto
toho, aby pouzila definici, lze zfejmé Casteéné vysvétlit pocitem trapnosti ¢i pocitem,
ze by meéla definici znat. Vezmeme-li ovSsem v tvahu nejednoznacnost jejiho popisu
definic z prvniho rozhovoru, zda se, ze je ve hie dalsi faktor. V priibéhu nékolika dni se
Heidi opakované setkavala s priklady faktorgrup, a tak se mohla domnivat, ze definice
uz neni potieba. Vidime-li opakované priklady Zidle, nepotiebujeme definici, abychom
ji zkonstruovali nebo si do ni sedli. Vypada to, ze Heidi véfi, ze matematické objekty
mohou byt definoviny podobné a ze v pfipadé nutnosti mé byt schopna extrahovat
definice z prikladu.

Stephanie, ktera se t¢astnila studie B. Edwardsové (a jejiz pfipad je také diskutovan
v [6]), podle vseho véFila, Ze matematické definice maji charakter spiSe odvozenych nez
konvencnich definic. Podobné jako lexikograf musi dokumentovat vyznamové pouziti
urcitého slova, nez se stane slovnikovym heslem, Stephanie fekla, ze kdyz matematik
pise definici, ,,musel by pozadat své kolegy, aby to zkontrolovali a ujistili se, ze je to
legitimni a ze tam nejsou chyby*.
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André, Heidi a Stephanie byli dobfi studenti. Dva z nich dokonce ziskali v ma-
tematickych kurzech vyborné znamky. Nicméné matematické definice klasifikovali
nespravné. Vsichni zazivali obtize, které by mohly byt castecné vysvétleny jejich
neschopnosti zaradit matematické definice do kategorie konvenénich definic.

V této chvili si ¢tenai mize projit své vlastni zkusenosti se studenty, ktefi nespravné
pouzivaji definice, a zvazit, jakou roli pfi tom miuize hrat Spatna kategorizace.

2. prekvapeni: Mnoho studenti nepouzivd definice tak, jak to délaji matematici,
1 kdyZ dokaZou spravné definici vyslovit a vysvétlit.

Nespréavné pouziti definic neni pfekvapenim. V meznim (ale zndmém) pfipadé nejsou
definice pouzivany viubec! Kdokoli, kdo nékdy vyucoval kurzy vysokoskolské matema-
tiky, vidél studenty, jak fesi tkoly zpisobem uvedenym na obrazku 5. Vinner jej
nazyva ,intuitivni reakci“. Vétsina uciteld matematiky predpokladé, ze takova reakce
se objevi, jen kdyZ student nezna definici nebo ji nerozumi. Obecné se domnivaji, Ze
pokud student dokaze presné vyslovit definici a vysvétlit ji, pak je vitézstvi v dohledu
a Cisté intuitivni reakce je zazehnana stejné jako dalsi nespravna pouziti definic. Nase
vysledky vsak prekvapivé ukazuji jinou situaci.

Vystup

Definice pojmu Predstava pojmu

Vstup

Obr. 5. Intuitivni reakce [21].

Naprtiklad Stephanie ve studii B. Edwardsové dokazala vysvétlit definici ¢isla s ne-
koneénym desetinnym rozvojem, ktera se objevila v kurzu matematické analyzy.”)
Umeéla uzit definici k vysvétleni, pro¢ 0,333... = % (podrobnosti v [6]). Nicméné tuto
definici ignorovala, kdyz tvrdila, Ze se 0,999 . .. nerovna jedné. Misto toho pouzila svou
predstavu pojmu, kterd byla zalozena na déleni. Tvrdila, ze kdyz vydélime cislo 1
tfemi, dostaneme 0,333 ..., ale kdyz vydélime ¢islo 1 jednou, nedostaneme 0,999... .
Definici, kterou méla pred sebou, nebrala v itvahu. Kdyz se definice pojmu dostala do
sporu s jeji predstavou pojmu, pfedstava pojmu vyhréla. V souladu s jejim chapanim

%) Definice znéla: Necht ci1,c2,...,¢Cn,... je nekoneénd posloupnost celych ¢&isel, kde
0= ¢; £9. Cislo sup{0,cic2...cn: n=1,2,3,...} se zapisuje jako 0,cic2...cCn ... a nazyva
se Cislo s nekone¢nym desetinnym rozvojem.
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kategorizace matematickych definic si zfejmé mysli, Ze definice pojmu periodicky
desetinny zlomek nebyla v pfipadé 0,999... zcela spravné odvozena.

Ve stejné studii Jesse podal prijatelnou definici spojitosti, a pfesto pouzil svou
predstavu pojmu, kdyZ prohlasil, ze funkce absolutni hodnota neni v 0 spojita. I kdyz
stale tvrdil, Zze podle definice by funkce méla byt spojitd, nakonec dal vétsi vahu
vzpomince z tvodniho kurzu matematické analyzy, Zze funkce absolutni hodnoty se
chova , jinak“.

3. prekvapeni: Mnoho studentu nepouZiva definice tak, jak to délaji matematici,
dokonce ani kdyzZ neni k dispozici jiny zpusob refeni.

S. Vinner pise: ,Zd4 se ndm, Ze mnozi ucitelé na stfedni a vysoké skole oc¢ekavaji
u tvorby pojmu jednosmeérny proces, jak ukazuje obr. 1, ocekavaji totiz, ze predstava
pojmu vznikne pomoci definice pojmu a bude ji zcela kontrolovana“ [21, s. 71].
Praveé to si myslel i M. Ward. V pripadé, kdy je definici prosté vzorec, jako je tomu
u nésobeni faktorgrup (dodatek, definice 4), o tom nemél zddné pochybnosti. TéméF
o tom nepochyboval v pfipadé tivodniho kurzu abstraktni algebry, protoze pojmy jako
grupa a okruh zde definované urcité nemohou nést zadné konotace, na nichz by slo
vybudovat predstavu pojmu nezavisle na definici. Obtize Stephanie a Jesseho prici-
tal zakofenénym nespravnym predstavam pojml vytvofenym diivéjSimi zkuSenostmi
s periodickymi desetinnymi ¢isly a se spojitosti. Ocekaval, ze diky chybéjici predchozi
zkusSenosti se bude pfedstava pojmu tvorit pfi rozhovorech na zékladé definice pojmu
a ze ji bude Fizena. Zdalo se, Ze jind moznost neexistuje.

Pro druhy rozhovor jsme vybrali definici nasobeni faktorgrup, protoze jde o znamy
zdroj obtizi v teorii grup (nékteré z nich jsou diskutovany v [3] a [2]). Pro studenty,
kteri nebudou mit potize s obsahem definice, jsme pfipravili prekdzku jiného druhu
tak, Ze jsme je pozadali, aby uvazovali o situaci, v niz neni nasobeni faktorgrup
dobfe definovdno. Af uz je zdroj problémi jakykoli, nid$ konkrétni zdjem spodival
v pozorovani, zda a jak studenti pouziji definice jako nastroje feSeni svych obtizi.

Heidi, poté co konecné nasla hledané faktorgrupy, pfecetla definici jejich nasobeni
afekla: ,Mam to udélat pomoci FOIL?“ | FOIL“ (prvni—vnéjsi — vnitini — posledni'?))
se vztahuje na distributivnost nasobeni dvou dvojclent. Zde se shoduje s nasobenim
¢len po ¢lenu u dvou faktorgrup. (Ironii je, Ze v nékterych ptipadech je Heidino schéma
skutetné ekvivalentni dané definici, i kdyZ to neni na prvni pohled zfejmé.) André
provedl podobny vypocet (nazval to ,Martan Marvin®, protoze ¢ary, které nakreslil,
aby naznadil souéin, pfipominaly obli¢ej mimozemstana).

Blake, dalsi student z kurzu algebry, vykazoval diimyslné porozuméni struktute
matematiky. Jeho popis povahy matematickych definic odpovidal ocekavani. V obou
rozhovorech opakované hledal odpovédi v danych definicich a pronéasel poznamky typu:
»2Musi to byt v této definici...“ Nicméné, kdyz si uvédomil, Ze ¢initelé v soucinu
faktorgrup jsou mnoziny, chvili pfemyslel, zda je definice nasobeni faktorgrup pouze
»divny zplisob¥, jak naznacit, Zze ,se jednodusSe vyjmenuji [prvky faktorgrupl, ¢imz
myslel vytvoreni sjednoceni obou faktorgrup.

19y Pozn. prekl. V originale First — Outer —Inner — Last.
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Existujici pojem (FOIL nebo sjednoceni)

Definice pojmu Predstava pojmu

—

Definice pojmu Predstava pojmu

Novy pojem (nasobeni faktorgrup)

Obr. 6. Nevhodné predstava ovliviiujici tvorbu predstavy.

Nahodny fakt, ze kazda faktorgrupa v tloze, kterou Heidi a André dostali, obsaho-
vala dva prvky, je vedl k tomu, Ze psali vyrazy typu {V, H}{ D, F'}. To pravdépodobné
diky vizudlni podobnosti s (V + H)(D + F) vedlo k feSeni pomoci metody ,,FOIL*.
Blakea fakt, Ze jde o operaci se dvéma mnozinami, vedl k tomu, Ze si vybavil dalsi
operaci s mnozinami, totiz sjednoceni. Pak se snazil predstavit si, jak dany vzorec vede
ke sjednoceni. U zadného ze tii student se predstava pojmu nasobeni faktorgrup
nevytvotila tak, jak ukazuje obr. 1, i kdyz jsme ptivodné predpokladali, ze zaddna
jind moznost neexistuje. Misto toho jsme byli svédky vyuziti nevhodné, jiz existujici
predstavy pojmu (,,FOIL“ nebo sjednoceni). Nevhodnd pfedstava pojmu se dostala do
sporu s definici pojmu, nebo ji dokonce nahradila jako vud¢i silu pii tvorbé predstavy
pojmu (viz obr. 6). Pokud zkuSeny matematik ¢te matematickou definici, kterou nezna,
pravdépodobné si vytvoii (alespoii ¢asteénou) predstavu pojmu pouze na zikladé této
definice a teprve pak zkoumad jeji vztahy k jiz existujicim pfedstavam. Heidi, André
a Blake vsak definici pojmu takto nepouzili.

5. Dusledky pro vyucovani

V tomto oddile uvedeme nékteré disledky pro vyucovani inspirované nasimi studiemi,
zejména piiklady vzdélavacich aktivit. Zkoumani G¢innosti naSich navrhd mize byt
podkladem dalsiho vyzkumu.

1. duasledek. Zvlastni charakter matematickych definic je sém o sobé jevem, o jehoz
pochopeni by méli v8ichni studenti matematiky na vysoké skole usilovat.

To je dtlezité zejména v kurzech, v nichz se student poprvé ve zvySené mire sezna-
muje s dikazy. Studenti by urcité méli znat presny obsah definic, které pouzivaji, ale
to samo o sobé nestaci. Z nasich analyz jasné vyplyva, ze studenti také museji chapat
specifickou roli, kterou hraji definice v matematice. Tedy ve zminénych kurzech musi
byt charakter matematickych definic vysvétlovan pfimo a Casto.
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Konkrétné by kurzy o matematickych dikazech urcité mély obsahovat téma klasifi-
kace a pouziti matematickjch definic. Uvodni material v tomto ¢lanku snad dostatecné
popisuje klasifikaci definic, i kdyZ pro ucitele muze byt velmi pou¢na i kapitola 4 knihy
R. Robinsona [15], ktera obsahuje dalsi informace. Kapitola 3 v praci D. Solowa [17]
a kapitola 3 (zejména strany 82-83) v praci G. Exnera [7] ilustruji metody vyuky, jak
pouzivat matematické definice.

Pro studenty (i uéitele) mize byt poucné i vyhledani téch slov ve slovniku, ktera
maji jak odvozené, tak konvencni definice. Naptiklad The American Heritage Dictio-
nary [1] obsahuje odvozenou i konvené¢ni definici slova ,radical”, jmenovité ,excelentni,
baje¢ny“ a ,druhd odmocnina né&jaké hodnoty, jak ukazuje znak odmocniny“.'!) To
je vyjimecné dobry ptiklad, protoze ukazuje, jak muize pouziti slova ¢asem vést k nové
odvozené definici. Definici ,excelentni, bajecny“ ve slovnicich otisténych pted triceti
lety nenajdeme. Matematické definice nejsou extrahovany z kazdodenniho jazyka tak,
jak se slovo ,excelentni“ stalo definici pro slovo ,radical“. I kdyz se mohou matema-
tické definice v ¢ase a v kontextu ménit, matematici si vybiraji velmi obezietné, které
definice ve své praci pouziji.

Existuji i dalsi dostupné aktivity, které se soustfeduji na povahu matematickych
definic. Uvedeme nékteré z nich.

Zkrécend verze aktivity z [12] uréené pro nizsi roéniky stfedni skoly velmi dobte
fungovala u M. Warda i v kurzu deduktivné budované geometrie. Ilustruje, pro¢ jsou
a pro€ musi byt matematické definice urceny s takovou presnosti. Aktivita probihala
takto.

Otazka M. Warda: ,,Co je ¢tyiruhelnik?“

Odpovéd ze t¥idy: , Utvar se ¢tyimi stranami.“

M. Ward nakreslil utvar se ¢tyfmi zakfivenymi stranami.
Reakce: ,,Aha, Gtvar, jehoz Ctyii strany jsou usecky.“
Ward nakreslil otevieny utvar se ¢tyfmi stranami. ..

Cinnost pokracovala timto zptsobem, dokud se nedospélo k pfijatelné definici.
(V [12] 1ze nalézt dalsi podrobnosti a nasledné aktivity.)

Jesté uzite¢néjsi jsou ¢innosti, v nichZ studenti skute¢né formuluji definice tak, jako
to délaji matematici. Napriklad B. Edwardsovd pouziva knihu o geometrii Davida
Hendersona [9] v kurzu pro studenty specializujici se na matematiku, ktefi zamysleji
u¢it bud na stfedni, nebo na vysoké skole. Na zac¢atku kurzu pouzivaji studenti definici
trojuhelnika, kterd je dobfe vyuzitelna v euklidovské rovin€é, na sféfe a v hyperbolické
roving, i kdyz trojuhelniky na sféfe mohou nékdy vypadat hodné odlisné od trojihel-
nikd v roving, s nimiz se setkdvame od zakladni skoly. OvSem studenti nakonec zjisti,
7e véta SUS (strana, hel, strana) neplati pro vSechny trojihelniky na sféfe. V tomto
okamziku museji udélat to, co vsichni matematici, totiz hledat specidlni pfipad nebo
pripady, pro které véta plati. To vede ke specialni definici tzv. ,malého trojihelnika“,
pro néjz véta SUS plati i na sfére.

11y Pozn. prekl. V ¢estiné takto miZeme nalézt napi. slovo kotfen, jehoz odvozena definice
mize znit ,podzemni organ vyssich rostlin“ a konven¢ni definice je ,feSeni dané rovnice, tedy
hodnota vyhovujici dané rovnici“.
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2. dusledek. Ucitelé 1épe pochopi, ¢emu museji univerzitni studenti Celit v kurzech
o matematickych dikazech, pokud si uvédomi posun smérem k logickému uvazovani,
které je zaloZené na definici pojmu a k némuz musi studenti dospét (viz ilustrace na
obr. 2-4). Je velmi pravdépodobné, 7e studenti maji t¥inactiletou zkusenost s kurzy,
v nichZ je normou spi§e Vinnerova intuitivni reakce (obr. 5). Zminény posun miize byt
obtizny a pro mnoho studentt navic i matouci.

Strucné sezndmeni studentd s rozdilem mezi definici pojmu a pfedstavou pojmu
(podobné tomu v tomto textu) jim miize poskytnout rdmec, do kterého mohou umistit
to, co se dozvidaji v hodindch. Vinnerovo vysvétleni definice pojmu a predstavy
pojmu ([21], s. 68-73) je pravdépodobné dostate¢né jednoduché, aby ho mohl vyuzit
i vysokoskolsky student. Toto seznameni miize byt spojeno se ¢tenim textu o dilezitosti
rigorézniho pfistupu a ditkazii v matematice, jakym je napf. prace I. Stewarta (,,O ¢em
je matematika?“ [18, s. 3]), aby studenti pochopili, pro¢ je posun smérem k rigoréznimu
pristupu dilezity.

M. Ward pouzil Vinnertiv material ve dvou nedévnych kurzech, v kurzu deduktivné
budované geometrie a v ivodu do matematickych ditkazti. V prvnim piipadeé stravil asi
20 minut v ramci prvni prednasky tim, ze diskutoval o definici pojmu versus predstave
pojmu a ukézal obrazky 1-5. Vétsina studentti okamzité pfijala Vinnerovu termino-
logii. Kdyz dostali otdzku o néjakém kroku v dtikazu, mnozi fekli: ,M4a predstava
pojmu je ... [obvykle odkazovali k obrazku]. Jak to mam ¥ici pfesné?“ Kdyz udélali
v ditkazu nezdivodnény krok (naptiklad ,,ABCD je ¢tytthelnik“), M. Ward se zeptal:
»Je tento krok zaloZen na pfedstavé pojmu (na nékresu) nebo definici pojmu (A, B,
C a D jsou rizné komplanarni body, z nichz zadné t¥i nejsou kolinearni, a kazda
dvojice tiseéek AB, BC, CD a DA ma bud prazdny priinik, nebo maji pouze spole¢ny
koncovy bod)?“ Zdalo se, ze vSichni studenti chdpou podstatu podobnych otézek.

V kurzu o matematickych dikazech M. Ward zavedl terminy definice pojmu versus
pfedstava pojmu a ukézal Vinnerovy obrazky mnohem pozdéji, az poté, co studenti
prosli nékolik strukturdlnich dtikazt (ve smyslu Vellemana [20], Solowa [17] a Exnera
[7, kap. 3]). Upozornil na rizné dukazy, které jiz v kurzu délali, a ukézal, jak obrazky
modeluji proces, ktery pro tvorbu diikazt vyuzili. Naptiklad v diikazech tykajicich se
mnozin v mnoha pfipadech sehraly uzite¢nou roli predstavy pojmu Vennovy diagramy.
Obrazky 2 a 3 modelovaly zpiisob konstrukce téchto dikazt. U dikazu injektivity
a surjektivity funkce M. Ward zdiraznil, jak miize byt strategie dikazu jednoznacéné
dana pouhym podivanim se na kvantifikatory v definicich. Tento poznatek pak propojil
s obrazkem 4. Studentim, ktefi nadale psali heuristické rozmachlé ,,pseudodikazy”,
ukézal obrazek 5.

3. dasledek. Vysledky naseho vyzkumu by mély byt brany v tvahu i v pfipravé
budoucich uciteld.

Naskyta se otazka, zda staci pockat, az se studenti zapisi do kurzti matematické
analyzy, a teprve pak zacit mluvit o zvlastni povaze matematickych definic. Jesse ze
studie B. Edwardsové tykajici se studentl matematické analyzy pfedstavuje argument
proti. Zejména v tivodnich rozhovorech déval najevo viru (a dokonce podle ni jednal),
7e obsah definice je az na druhém misté za pochopenim daného pojmu. Redeno
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Vinnerovou terminologii, Jesse véril, Ze pokud je predstava pojmu jedince v konfliktu
s prislusnou definici pojmu, pak ma prednost predstava pojmu. Opakované vysvétloval
své porozuméni povaze matematickych definic tim, co se naucil ve stfedoskolské
matematice. Ve druhém rozhovoru fekl, Ze jeho ucitel matematické analyzy mluvil na
zacatku kurzu o pojmu formalnich matematickych definic. K tomu Jesse tekl: ,,U% po
tom prvnim dnu vyuky matematické analyzy jsme se o to [formalni definici] nestarali,
zélezelo jen na tom, zda jste chapali pojem, ne definici.“ A ve tfetim rozhovoru
zopakoval totéz: ,,[U¢itel matematické analyzy] dokonce fekl, Ze to [formalni definice]
sice obsahuje hodné zargonu, ale ze tohle to znamena ve skutecnosti.“ My ucitelovy
motivy pravdépodobné chapeme. Opravdu je dilezité, aby si studenti vyvinuli hluboké
porozumeéni pojmtm. Jesseho ucitel asi nechtél, aby se studenti nechali odradit tim, co
¢asto na prvni pohled vypada jako tézky symbolicky a hutny jazyk formalnich definic,
a na druhé strané také predpokladal (nebo doufal?), Ze studenti neodejdou z jeho
kurzu s matematicky nekorektnim porozuménim pojmtim matematické analyzy.

Cil pomoci studentiim vytvorit si hluboké porozuméni pojmim nemusi byt v roz-
poru se snahou pomoci jim pochopit zvlastni roli, kterou hraji definice v matematice.
Vzdyt napf. matematické standardy NCTM (National Council of Teachers of Mathe-
matics) doporuéuji, aby ,uéitelé pomohli studenttim pochopit, Ze néktera slova, kterd
se pouzivaji v kazdodennim jazyce, jako podobny, ¢initel, obsah nebo funkce, maji
v matematice odlisSny nebo presnéjsi vyznam. Tento poznatek je zadkladem pochopeni
pojmu matematickd definice“ [13, s. 63]. Jinymi slovy, standardy radi ucitelim stte-
doskolské matematiky, aby informovali studenty o potiebé dat si pozor na konotace,
které s sebou slovo mize nést kvili svému neodbornému pouziti, a o potfebé odlisit
neforméalni predstavy pojmi od jejich presnych definic.

Za povsimnuti také stoji béznad metoda tvorby definic, ktera je podle vSeho spo-
jena s odvozenymi definicemi. Clovék definuje pomoci piikladu [15, s. 117-126], [10,
s. 167-168], pokud néco ukazuje, naptiklad gestem, a ikd ,toto je ...“. Ocekava, ze
pokud to bude dostateénékrat opakovat, poslucha¢ vyznam pochopi. Vzpomente si,
ze Heidi zfejmé véfila, ze takto mohou byt definovany faktorgrupy.

Protoze hodné studentt matematiky bude matematiku na urcité tirovni ucit, méli
by si uvédomovat nebezpeci definic pomoci piikladu. F. Prevost popisuje studenty
druhého roc¢niku stfedni skoly, ktefi propadli z kurzu geometrie, a proto jej v 1été
opakovali. PiSe: , Témérf vSichni studenti uméli papouskovat definice, které se naucili
v minulém roce. Jejich »pracovni definice« vSak byla »vypada jako«. ... My jako
ucitelé jsme vinni tim, Ze tuto definici »vypada jako« jesté podporujeme. Obrazky,
které kreslime, jsou stereotypni a orientované tak, Ze spodni strana je rovnobézna
s dolnim okrajem papiru nebo tabule“ [14, s. 412]. Napiiklad ¢tverec, jehoZz strany
nejsou rovnobézné se stranami papiru, byl studenty povazovan za ,snad kosoctverec,
ale ne &tverec“ [14, s. 411]. Redeno terminologii tohoto ¢lanku, i kdy# studenti znali
konvencni definice geometrickych utvart, chovali se, jakoby tyto Utvary byly defino-
vany pomoci piikladu — opakované odkazovali na stereotypni ptiklady utvari v urcité

“12)

orientaci. Ve smyslu van Hieleho tirovni ztstali na trovni ,,rozeznani a nepokrodili

12y Pozn. prekl. V orig. recognition.
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na tdroven ,analyzy“. (Van Hieleho Grovné jsou diskutovény v [4].) Neni pfekvapivé,
ze F. Prevost spojuje neuspéch v kurzu s neschopnosti presné identifikovat.

Urcité nevoldme po tom, aby se stfedoskolskd matematika vyucovala systémem
definice-véta-ditkaz, v némz pracuji a jehoz si ceni matematici. Rikdme jen, ze vyuco-
vani zaméfené na konceptualni chapani je cenné, ale nemélo by byt na tkor toho, ze
si studenti vybuduji dobré porozumeéni povaze a pouziti matematickych definic. Uz
predtim, nez studenti za¢nou studovat kurzy, v nichz se objevuje hodné matematic-
kych diikaz, a dokonce jesté nez zac¢nou studovat vysokou Skolu, by se ucitelé méli
snazit zasit seminko rigoréznéjsiho pristupu k pouziti definic. Je zejména dilezité,
aby univerzitni studenti matematiky, ktefi chtéji v budoucnu ucit, ziskali ve svych
kurzech zkuSenosti, které jim umozni vybudovat si pevné porozuméni roli a pouziti
matematickych definic.

6. Zavér

V ¢lanku jsme pouzili pojmy z vyzkumu tykajiciho se definic a kategorizovali jsme
definice na odvozené (kazdodenni jazyk) nebo konvenéni (matematika). N4s vyzkum
ukézal, Ze studenti matematiky na univerzité toto rozliSeni ¢asto plné nechapou a ze
tento fakt ovliviiuje jejich porozuméni pojmim samotnym. Sklon nékterych studentt
matematické analyzy z pivodni studie B. Edwardsové spoléhat se na své predstavy
pojmu spiSe nez na prislusnou definici pojmu, pokud byla predstava a definice v roz-
poru, mize byt castecné vysvétlen tim, Ze nékteré z definic pouzitych ve studii byly
definice pojmi, které studenti znali z pfedchozich matematickych kurzt (napiiklad
spojitost a nekoneéné desetinné ¢islo). To vSak nebyl pfipad kurzu abstraktni algebry
a presto i zde néktefi ze studenti dévali prednost predstavé pojmu pied definici pojmu.

U¢inili jsme tedy zavér, ze zvlastni povaha matematickych definic by méla byt
vice a explicitné zdirazinovana v matematickych kurzech vSech trovni, ale zejména
v téch z nich, kde se studenti seznamuji s matematickymi dikazy. Studenti by méli
ziskat zkuSenosti nejen s pouzitim matematickych definic, ale soucasné s procesem
definovani. I kdyz mize byt pravda, ze mnozi studenti si nakonec roli matematickych
definic ,,daji dohromady“, zd4a se, Ze bychom neméli tuto dulezitou stranku povahy
matematiky ponechavat nahodé.

7. Dodatek

Rozhovor 1 v ramci kurzu abstraktni algebry

Prvni rozhovor zacal otdzkou B. Edwardsové ,,Co je matematika?“. Nasledné otazky
smétrovaly podle potieby k tomu, aby kazdy student fekl néco o povaze a roli definic
v matematice.

Po tvodni diskusi kazdy student dostal definici 1. Binarni operace se v kurzu
probiraly, ale definice grupy jesté nebyla podana.
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Definice 1. Necht je G neprazdnd mnoZina a * je binarni operace, ktera kazdé uspo-
fadané dvojici prvki (a,b) mnoziny G pfifadi prvek mnoziny G, ktery oznacujeme
jako a x b. Rikame, ze G je grupa vzhledem k operaci *, pokud plati tyto tfi vlastnosti:
1. Operace je asociativni, tj. (a * b) x ¢ = a x (b * ¢) pro v8echna a, b, ¢ z G.
2. V G existuje prvek e (neutralni prvek) takovy, Ze a *x e = e * a = a pro vSechna a
z G.
3. Ke kazdému prvku a z G existuje prvek b v G (inverzni prvek) takovy, ze
axb=bxa=ece.

Po precteni definice dostal kazdy student t¥i tlohy.

Mnozina: R (mnoZina redlnych ¢isel)
Binarni operace: Obyc¢ejné odéitani
Je mnozina R grupa vzhledem k od¢itani?

Mnozina: R (mnozina redlnych ¢isel)
Binarni operace: Operace @, kde a ®b=a+b+ 3
Je mnozina R grupa vzhledem k operaci &7

Mnozina: R (mnoZina redlnych ¢isel)
Binarni operace: Obycejné nasobeni
Je mnozina R grupa vzhledem k nasobeni?

Rozhovor 2 v ramci kurzu abstraktni algebry

Kromé prvni definice dostali studenti ve druhém rozhovoru t¥i dalsi definice. Posledni
dvé pro né byly nové.

Definice 2. Necht je K podgrupa grupy G a a je prvek G. Mnozina {ay : y € K} se
nazyva leva faktorgrupa K v G. Je znaCena a K.

Definice 3. Necht je K podgrupa grupy G. Definujme G/ K jako mnozinu vech levych
faktorgrup K v G. Jinymi slovy, G/K = {aK: a € G}.

Definice 4. Necht je K podgrupa grupy G. Pro levé faktorgrupy bK a ¢K mnoziny K
v G definujeme (bK)(cK) = beK.

Kazdy student dostal nasledujici tlohu, kterou mél fesit na zakladé definic: Grupa
symetrii ¢tverce!®) je znacena jako D4 a F znadi osovou soumérnost podle jedné
z thlopticek.

Uvazujme podgrupu (F') grupy D, vzhledem k operaci skladéni.

1. Najdéte Dy/{F).

2. Je D4/(F) grupa, pokud je (b{F))(c{(F)) definovano definici 4?7

Podé&kovani. Autori dékuji za laskavou podporu nadaci National Science Foundation a Ore-
gon Collaborative for Excellence in the Preparation of Teachers (DUE-9653250).

13) Pozn. prekl. Podle nasi terminologie grupa zakrytovych pohybt ¢tverce.
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