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vyucovani

O GEOMETRICKE INTERPRETACI
NEKTERYCH POJMU
7 TEORIE CISEL

Michal Krizek, Praha

1. Uvod

Dobré geometricka predstavivost mtze do
znac¢né miry usnadnit chapani rozmani-
tych algebraickych tvrzeni a vztahti, napt.
zndmych algebraickych identit (a & b)? =
=a? +2ab+ %, a®> — b? = (a + b)(a — b),
Pythagorovy véty apod. Cilem tohoto
¢lanku je priblizit geometrickou interpre-
taci nékterych zakladnich pojmi z teorie
Cisel.

Nejprve se vSak zamysleme nad otaz-
kou, zda nula je ¢i neni prirozené ¢islo. Na
tento Casty dotaz bohuzel nelze dat jedno-
zna¢nou odpovéd typu ANO/NE, nebot
to, zda budeme nulu povazovat za priro-
zené Cislo ¢i nikoliv, je véci definice. Nulu
je vhodné zahrnout do mnoziny piiroze-
nych ¢isel napfiklad pri urovani poctu
prvka koneénych mnozin, protoze pocet
prvki prazdné mnoziny je nula.

Na druhé strané existuji dobré divody,
kdy naopak neni vyhodné nulu zahrno-
vat do mnoziny prirozenych ¢isel. Je to
napiiklad pfi umocnovani pfirozenych ¢i-
sel na piirozenou mocninu. Symbolu 0°
totiz nelze jednoznacéné prirfadit néjakou

hodnotu, kterd by pfirozené korespondo-
vala s operacemi v realném oboru. Rovnéz
nelze rozumné definovat nejmensi spo-
le¢ny nasobek napriiklad ¢isel 0 a 3. Proto
se Castéji nula za pfirozené cislo nepova-
zuje. Také v tomto ¢élanku mnozina priro-
zenych ¢isel N nebude obsahovat nulu, tj.
polozime

N=1{1,23,..}.

2. Nejmensi spoleény nasobek a nej-
vétsi spoleény délitel

Pripomenme, Ze nejmensi spolecny ndso-
bek cisel m,n € N je nejmensi pfirozené
¢islo, které je délitelné m i n. Podobné
nejvetsi spolecny delitel ¢isel m,n € N je
nejvétsi prirozené c¢islo, které déli m i n.
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Obr. 1. Geometrickd interpretace nejvétsiho
spolecného délitele a nejmensiho spolec-
ného nésobku. Obrazek znazornuje, proc
(12,15) =3 a [6,4] = 12.

Nejvétsi spoleény délitel cisel m,n € N
budeme oznacovat (m,n) a jejich nejmen-
§i spole¢ny nasobek [m,n]. Na obrazku 1
vidime geometrickou interpretaci obou
téchto pojmt. Levy obrazek ukazuje, proc¢
je nejvétsi spoleény délitel Cisel m = 12
a n = 15 roven 3. Ctverec o délce strany
(m,n) = 3 je nejvétsim &tvercem, kterym
Ize zcela vyplnit obdélnik, jehoz délky
stran jsou 12 a 15. Mtzeme si to téz
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Obr. 2. Pro pocet zubi levého, resp. pravého prevodu plati (20,10) = 10, resp. (25,12) = 1.

predstavit jako tlohu, v niz je zapottebi
rozstiihat Ctvereckovany papir o rozmé-
rech 12 x 15 na co mozno nejveétsi stejné
velké ¢tverce. Délka jejich strany je pak
nejvétsim spoleénym délitelem.

Podobné prava ¢ast obrazku 1 ilustruje,
pro¢ je nejmensi spoleény nasobek cisel
m =6 an =4 roven 12. Ctverec o délce
strany [m,n] = 12 je tak vlastné nejmen-
$im ¢tvercem, ktery lze vyplnit shodnymi
obdélniky o délkach stran 6 a 4.

3. Nesoudélna ¢isla

Cisla m a n nazveme nesoudélnd, jestlize
(m,n) = 1. Zajimava aplikace nesoudél-
nych ¢isel se uvadi v pfirucce [3, s. 38]. Na
obrazku 2 vidime dva pfevody ozubenych
kol. V levé c¢éasti obrazku ma vétsi kolo
20 zubl a mensi 10 zubt. Bude-li jeden
zub vétsiho kola mirné poskozeny (na obr.
je oznacen teckou), pak po kazdé otacce
vétsiho kola zapadne piesné do stejné me-
zery mensiho kola a v tomto misté se
mensi kolo bude velmi rychle opotfebova-
vat. Naproti tomu v pravé ¢asti obrazku 2
ma veétsi kolo 25 zubl a mensi 12 zubt.
Protoze (25,12) =1, bude dochazet ke
zcela rovnomérnému opotfebovavani.

Na obrazku 3 vidime automobilové kolo
s poklici chycenou 4 Srouby, kterda ma
5 otvorl pro ventilek. To, Ze jsou ¢isla 4

a 5 nesoud€lnd, ma opét jistou vyhodu.
Pokud se pfi nasazovani poklice pfimo
netrefime s ventilkem do pfislusného ot-
voru, pak poklici postupné zkousime na-
sadit pti otockach o 90°, popt. 180° nebo
270°, pricemz poloha otvorti vzhledem
k ventilku bude pokazdé jind. To nam
umoziuje v jedné z téchto poloh prostréit
ventilek otvorem skrze poklici. Mizete si
vyzkouset, ze pfi otoceni poklice o 90° se
cela konfigurace otvoru pro ventilek zdan-
livé pootoéi o 18° = 90° — 72° = 72°/4 =
= 360°/(4 x 5). Pokud by byl pocet ot-
vorti 2, 4, 6 nebo 8 (tj. soudélny s poctem
Sroubi 4), pak tolik riznych moznosti na-
sazeni poklice nedostaneme.

Obr.3. Pro pocet Sroubd a otvord plati
(4,5) = 1.

Uvedme dalsi praktické pouziti nesou-
délnych cisel. Pevna ¢ast posuvného mé-
fitka je vybavena milimetrovou stupnici.
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Obr. 4. Nonius na posuvném méfitku.

Na pohyblivé ¢asti k ni té€sné priléha tzv.
nonius rozdéleny na 10 stejné dlouhych
dilkt, které maji dohromady 9 milime-
trt (viz obr. 4). To, Ze jsou délky 9 mm
a 10 mm nesoudélné, ndm umoznuje zjis-
tovat rozméry drobnych pfedmétt na de-
setiny milimetru. P#i méreni urcujeme,
kolikaty dilek nonia splynul s nékterym
dilkem milimetrové stupnice.!) Tolik de-
setin milimetru pak pricteme k namére-
nym milimetram (tj. k jejich nejvétsi celo-
¢iselné hodnoté). Kdybychom misto 9 mm
zvolili délku soudélnou s 10 mm, pak by
se soucasné krylo nékolik rysek a nevédéli

1y Autorem této vtipné myslenky je por-
tugalsky kralovsky kosmograf Pedro Nunes
Salaciense (1502-1578), ktery ji poprvé pou-
7il pro presnd méreni uhli.

bychom, ktery tdaj plati. Také u mikro-
metri byva zarizeni podobné noniu.

4. Eukleiduv algoritmus

Pro vypocet nejvétsiho spoleéného déli-
tele (m, n) dvou velkych pfirozenych ¢isel
m = n se s oblibou pouzivd zndmy Fuk-
letddv algoritmus, ktery lze struéné cha-
rakterizovat takto:

Jestlize n déli m, pak (m,n)=n.
V opac¢ném pripadé je

(m,n) = (n,z2),

kde z 21 je zbytek prfi déleni &isla m
Cislem n. Protoze z < m, vétsi problém
se tak prevadi na mensi. Dalsi kroky al-
goritmu pak probihaji obdobné. Problém
se redukuje na mensi a mensi, dokud ne-
dostaneme zbytek 0.

Napriklad pro m = 54 a n = 16 pomoci
Eukleidova algoritmu dostavame

(54,16) = (16,6) = (6,4) = (4,2) = 2.

Nyni si opét predstavme, ze mame ctve-
reckovany papir o rozmérech 54 x 16 (viz
obrazek 5). Z néj budeme postupné od-
stfihavat co mozno nejvétsi ¢tverce, do-
kud to ptjde, tj. v prvnim kroku odsttih-
neme 3 Ctverce o délce strany 16, v dal-
§im kroku odstfihneme 2 ¢tverce o délce
strany 6 atd. Délka strany ¢tverce, ktery

2 4 16

16 16

Obr.5. Geometrické znazornéni redukce pri pouziti Eukleidova algoritmu pro vypocet

(54, 16).
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nam zistane, je vysledkem Eukleidova al-
goritmu, tj. nejvétsim spolecnym délite-
lem cisel 54 a 16.

Pro vypocet nejmensiho spole¢ného
nasobku [m,n] je také vhodné apliko-
vat nejprve Eukleidiv algoritmus, pro-
toze (m,n) < [m,n], a pak pouzit vztah
mn = (m,n)[m,n].

5. Kongruence

V dalsim textu se zminime o geometrické
interpretaci pojmu kongruence, ktery za-
vedl C. F. Gauss. Necht n, z jsou celé ¢isla
am € N. Pak rikdme, ze n je kongruentni
se z modulo m a piSeme

n =z (mod m),

jestlize n — z je délitelné m.

R

Obr. 6. Geometricka interpretace kongruence
modulo 7.

Predpokladejme napriklad, ze m = 7.
Nyni si predstavme, Ze na nekonecné
dlouhy valec rovnomérné navineme pro-
vézek, ktery ma na sobé rovnomérné roz-
loZzené ocislované znacky, jak je znazor-
néno na obrazku 6. Cisla, kterd jsou ve
svislych fadach pod sebou, jsou vzajemné
kongruentni. Napf. 16 = —5 (mod 7), je-
likoz 16 — (—5) = 21 je délitelné sedmi.

Na ciferniku klasickych hodin lze podobné
demonstrovat kongruenci modulo 12.

6. Soustavy kongruenci

Starocinsky matematik Sunzi Suanjing
kolem 4. stol. formuloval nasledujici tlohu

(viz [1]):

Necht n oznacuje urcity pocet pred-
métu. Pocitdme-li je po trojicich, zbu-
dou dva, pocitdme-li je po péticich, zbu-
dou tri, a konecné pocitame-li je po
sedmi, zbudou dva. Kolik je n?

Tuto tlohu mtizeme ziejmé prevést na
soustavu tii kongruenci pro neznamou
hodnotu n:

(1) n =2 (mod 3),
(2) n =3 (mod 5),
(3) n =2 (mod 7).

Nez ukazeme, jaka je geometricka inter-
pretace této soustavy, budeme se zabyvat
jednodussi alohou:

Pred domem stoji schodisté. Jdu-li na-
horu po trech schodech, zbudou mi dva.
Jdu-li po péti schodech, zbudou mi na-
hote tri. Kolik md schodisté schodu?

Vidime, Ze tato tloha se da napsat po-
moci kongruenci (1) a (2), tj.

n =2 (mod 3),
n =3 (mod 5),

kde n je pocet schodti. Metoda pro nale-
zen{ feSeni této soustavy (podrobnosti viz
[2, s. 15]) je velice podobnd Eukleidovu
algoritmu, ale vysvétlovat ji zde nebu-
deme. Lze ukazat, Ze vSechna feSeni jsou
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Obr. 7. Geometrickd interpretace tulohy
(1)-(2).
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Geometrickd interpretace ulohy

tvaru n =8+ 15k pro k celé (a k=0,
nebot schodi$té nemtze mit zaporny po-
et schodit). Na obrézku 7 je zndzornén
¢tverec o délce strany n = 8, kterda od-
povida nejmensimu feseni pro k = 0. Vi-
dime, Ze ctverec je rozdélen na nékolik
obdélnikti. V levé dolni c¢asti je obdél-
nik, jehoz délky stran odpovidaji zbyt-

kim 2 a 3. V pravé horni ¢asti jsou
dva obdélniky, jejichz délky stran odpovi-
daji modulim 3 a 5. Rozméry zbyvajicich
obdélnikti jsou zkombinovany ze zbytkt
a modult. Pocty dilkd vyznacené na vo-
dorovné, resp. svislé strané ¢tverce jsou
obsazeny v prvni, resp. druhé kongruenci.

Geometrické znazornéni dalsiho feseni
n = 23, které odpovidd k = 1, lze nalézt
na horni sténé krychle z obrazku 8. Cely
obrazek pak ilustruje nejmensi kladné re-
Seni n = 23 soustavy kongruenci (1)—(3).
Krychle o hrané délky 23 je rozdélena
na mnozstvi mensich kvadri. Predni levy
dolni kvadr mé rozméry 2 x 3 x 2 odpo-
vidajici zbytkam soustavy (1)—(3). Zadni
prava horni ¢ast krychle je rozdélena na
kvadry o rozmérech 3 x 5 x 7, které od-
povidaji modulim. Rozméry zbyvajicich
kvadri jsou opét zkombinovany ze zbytkt
a modult.
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