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Prvocisla obsahuji libovolné dlouhé
aritmetické posloupnosti

Martin Klazar, Praha

1. Uvod

Tak pravi nazev preprintu [21] uvefejnéného 8. dubna 2004 na preprintovém serveru
arXiv [55] a popisuje pfesné hlavni vysledek:

Véta 1.1') (Greenova-Taova véta). Pro kaidé prirozené &islo k prvocisla obsahuji
aritmetickou posloupnost délky k.

Jinak feceno, pro kazdé prirozené ¢islo k existuje k-tice prvocisel p; < ps < --- < pg
takové, 7e po — p1 = p3s — p2 = - - = pr, — pi—1. (Napf. aritmetické posloupnosti 5, 11,
17, 23, 29 nebo 199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089 jsou tvoreny
prvocisly.) Autofi B. Green a T. Tao?) dosahli velkého prillomu v teorii prvocisel
a v teorii ¢isel viibec. Jejich vysledek vzbudil okamzité velkou pozornost a zdjem.
Bezpochyby se zatadili do ¢iselnéteoretické ,siné slavy“ po bok Dirichleta, Riemanna,
Vinogradova, Erddse a dalsich (viz oddil 3). Cilem tohoto ¢lanku je zaclenit jejich
vysledek do historického kontextu (oddil 3) a zejména ¢tendii ptiblizit metody, které
Green a Tao pro dukaz své véty o prvoéislech pouzili (oddil 2). ProtozZe [21] ma téméF
50 stran, v tomto ¢lanku jde pochopitelné jen o prehled, nicméné podavame presné
formulace pouzitych vysledkt (v originalnim ¢éislovani prace [21]).

Dikaz véty 1.1 je efektivni, dava konkrétni funkci f: N — N takovou, ze mnozina
{1,2,..., f(k)} pro kazdé k obsahuje aritmetickou posloupnost délky k sloZzenou
z prvoéisel. Tao v [50] uvadi, Ze lze vzit

1) Cislovani definic, vét, tvrzeni a lemmat piebirame z [21].

2) Ben Green (1977) ziskal titul Ph.D. v r. 2002 na Univerzité v Cambridge pod vedenim
T. Gowerse. Od r. 2005 bude profesorem na Univerzité v Bristolu. Terence Tao (1975) ziskal
titul Ph.D. v r. 1996 na Princetonské univerzité pod vedenim E. Steina. Od r. 2000 je
(,,full*) profesorem na UCLA v Kalifornii. Z jeho mnoha ocenéni zminime alespoii medaile na
Mezinarodni matematické olympiddé: bronzova v r. 1986, stfibrnd v r. 1987 a zlata v r. 1988.

Doc. RNDr. MARTIN KLAZAR, Dr. (1966), katedra aplikované matematiky a Institut
teoretické informatiky, Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Malostranské nameésti 25, 118 00
Praha 1, e-mail: klazar@kam.mff.cuni.cz

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 49 (2004), ¢. 3 177



Green a Tao modifikaci dikazu véty 1.1 dokazali jeji zesileni, vétu 1.2: Je-li P mno-
Zina vsech prvocisel a podmnozina Q@ C P spliuje limsup Q(n)/P(n) =c¢ >0 (Q(n)
n—oo
je pocet prvki ¢ v @, ¢ £ n, podobné P(n)), musi Q obsahovat libovolné dlouhé
aritmetické posloupnosti. Je znadmo, ze pro Q1 = {p € P: p=4n+ 1} mame ¢ = %
a kazdé p € Q1 je soucet dvou ¢tvercti (p = a? + b? pro dvé piirozend ¢&isla a, b, viz
Cast 3). Véta 1.2 tedy davé (napiiklad) dosud neznamy fakt, Ze existuji libovolné
dlouhé aritmetické posloupnosti tvorené souéty dvou ¢tvercti. (Napi. 5 = 12 + 22
17=12 442,29 =22 1 52, 41 =42 + 52, 53 =22 + 72, 65 = 12 + 8% = 42 + 72 je ta-
kové posloupnost délky 6.)

2. Dukaz Greenovy a Taovy véty o prvocéislech

Pfirozend ¢isla {1,2,...} ozna¢ime N a mnozinu {1,2,..., N}, pro N € N, jako [N].
Symboly Z, Q, R a C oznacuji mnoziny celych, racionalnich, redlnych a komplexnich
Cisel. Je-li A koneéna mnozina, symbol |A| oznacuje pocet jejich prvki (jinak znamenda
absolutni hodnotu). Aritmetickou posloupnosti délky & v N se rozumi k-tice éisel
z+ir,kdez,r € Nai=0,1,...,k — 1. Okruh Z/NZ (s¢itdni a nidsobeni modulo N)
oznac¢ime Zy a jeho prvky reprezentujeme ¢isly 0,1,..., N — 1. Pro realnou funkci
f+ A — R na konecné mnoziné A necht symbol E(f) oznacuje stfedni hodnotu

E(f) = B(f(@): v € 4) = o0 3 1 (o).

z€A

Nezéporna funkce v: Zy — RT se nazyva mirou, pokud E(v) =1+ o(1).?) Symbol
o(1), resp. O(1), zde a déle vzdy oznacuje redlnou funkci e(N) hlavniho parametru N
(velikosti zakladni mnoziny Z ) takovou, Ze pro N — oo mame e(N) — 0, resp. funkce
|e(INV)] je omezend. Zavisi-li tato funkce na dalsich parametrech, jsou vétsinou uvedeny
v indexu, napf. og(1). Symbol O(F), kde F je funkce N, je zkratka pro O(1)F,
podobné o(F). Parametr k = 3 je béhem dikazu pevny a znamend (aZ na piipad
k-pseudondhodnosti) délku aritmetické posloupnosti. Aby se prvky 1,2,...,k daly
v Zn multiplikativné invertovat, predpoklada se, ze N je velké prvocislo.

Klicovym néstrojem diikazu véty 1.1 je Szemerédiho*) véta [46]: Pro kaZdé rediné
d > 0 a pfirozené k 2 3 existuje Ng = No(d, k) tak, Ze pro N = Ny a X C [N] spliiugici
|X| 2 dN mnoZina X nutné obsahuje aritmetickou posloupnost délky k. Szemerédiho
vétu lze ekvivalentné preformulovat nasledujicim zptsobem.

Véta 2.3 (Szemerédiho véta). Necht 0 <0 <1, k = 3 jsou dané konstanty, funkce
f:Zn — R spliuje 0 < f(x) £ 1 pro kazdé x € Zn a E(f) = 6. Potom pro kazdé N
plati

(lﬁf +zr)screZN> c—osk(1),

=0

3) Presnégjsi by bylo psat vy, protoze v zavisi na N.
4) Endre Szemerédi (1941) je madarsky matematik, ¢len Madarské akademie véd.
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kde ¢ = c(k,d) > 0 je kladnd konstanta zdvisejici jen na 6 a k.

Green a Tao svou vétu dokézali ve dvou krocich.

1. Relativni Szemerédiho véta. Z véty 2.3 odvodili Relativni Szemerédiho vétu,
ktera iika toto (pfesnou formulaci poddme za chvili): Pro kaZdé 6 >0 a k = 3 exis-
tuje N1 = N1(d, k) tak, Ze jakmile N 2 N1 a X C Zn je k-pseudondhodnd mnozina,
obsahuje aritmetickou posloupnost

kazdd jeji podmnozina X C X spliiugict
délky k.

2. Obaleni prvocisel pseudonahodnou mnoZinou. Oznaéme P = Py C Zy mnoZzinu
vSech prvocisel mensich nez N. Green a Tao nalezli zpusob, jak krok 1 pouzit pro
prvodisla. Dokéazali, ze pro kazdé k 2 3 a dostatecné velké N existuje k-pseudondhodné
mnozina P C Zy a konstanta d = d(k) > 0 tak, ze P > P a |P| = 4|P|.

Oba kroky dohromady dévaji, ze mnozina prvocisel obsahuje libovolné dlouhé arit-
metické posloupnosti. Podivejme se na né detailnéji.

2.1. Relativni Szemerédiho véta

Zformulujme nyni zobecnéni Szemerédiho véty, které je jadrem celého dikazu. Od véty
2.3 se lisi ,pouze* pfidanim k-pseudondhodné miry v (definice k-pseudondhodnosti
néasleduje za vétou), kterd koncentruje funkei f.

Véta 3.5 (Relativni Szemerédiho véta). Necht 0 < 6 < 1, k = 3 jsou dané konstanty,
v: Zy — RY je k-pseudondhodnd mira a funkce f: Zn — R spliuje 0 < f(x) < v(2)
pro kazdé x € Zy a E(f) = §. Potom pro kazdé N plati

k—1
E(H fla+ir): z,re ZN> = c—os51(1),
=0

kde ¢ = c(k,0) > 0 je kladnd konstanta zdvisejici jen na § a k.

Konstanta c je tatdz v obou vétach. Co se rozumi k-pseudondhodnosti?

Definice k-pseudondhodnosti. Mira v: Zy — R je k-pseudondhodnd, spliiuje-li nasle-
dujici dvé podminky:

Podminka linedrnich funkci. Necht ;(z) = Z Lijx; 4+ b;, i € [m], je m linedrnich
funkci o ¢ proménnych, kde b; € Zn, m < k2k 1, +<3k—4 a L;; jsou racionalni
¢isla, jejichz citatele a jmenovatele v absolutni hodnote nepfesahuji k; L;; chdpeme
pfirozenym zpusobem jako prvky Zy. Piedpoklad4 se, Ze matice (L;;) nema nulové

fadky a zadny fadek neni nasobek jiného fadku. Potom (pro kazdou volbu takovych
funkci ;) plati

E(ﬁy(wi(x)) cx € ZQ) =14 ox(1).

i=1
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2k—1

Korela¢ni podminka. Pro kazdé ptirozené ¢islo m, m < , existuje vahova funkce

T ="Tm: Zn — RT, jejiz vSechny momenty jsou omezené (tj. E(77) = Oy 4(1) pro

kazdé ¢ € N) a pro kazdou m-tici (ne nutné rtiznych) éisel hq, ..., hy, € Zy plati
E(HV(.’I?—F]%)ZSCEZN) § Z T(hi—hj).
=1 15i<j<m

Povsimnéme si, Ze definice miry je specialnim piipadem podminky linearnich funkci
a Ze v korelacni podmince méme m linedrnich funkci x + h;, v odpovidajici matici se
tedy opakuje jediny fadek L11 = Loy =-++ = L1 = 1.
Struktura dukazu Relativni Szemerédiho véty. Dtkaz pouziva tii vysledky: vétu 2.3
a nize uvedend tvrzeni 5.3 a 7.1. Vétu 2.3 (Szemerédiho vétu) Green a Tao nedokazuj;
pro jeji dikazy viz [46], [12], [13], [18], [48] a [49]°). Podivejme se na zbylé dva vysledky.

Pro w € Qq={0,1}¢ a h € Z% oznaéime w-h=wihy + -+ wgha. Pro d €N
afunkci f: Zx — R definujeme tzv. Gowersovu normu uniformity U? (nzev zavedeny
Greenem a Taem)

1/2¢
| flloe = E( I f@+w-h):zezyhe Zﬁl\[) .
WwEQR4
Neni tézké vidét, ze tato stfedni hodnota je vidy nezapornd, lze ji tedy umocnit
na 1/2% a definice je korektni. Napiiklad || f||;1 = (E(f)2)1/2 = |E(); || - [l je jen
seminorma (mize byt 0 i pro nenulovou funkci f). Lze ukézat, Ze || - ||y« je pro d = 2
norma.

Tvrzeni 5.3 (zobecnéna von Neumannova véta). Necht jsou ddany k-pseudondhodnd
mira v: Zy — RY a k-tice funkci fo, f1,..., fe_1: Zn — R spliugicich |f;(x)| <
<1+ v(x) prokaidé x € Zn ai=0,...,k— 1. Potom

k—1
E(H filz+ir): z,r € ZN) SO( min || fillgr-1) + o(1).

<i<k—
=0 0SiSk—1

Systém B podmnozin mnoziny Zy se nazyva o-algebrou (na Zy), jestlize obsahuje
mnoZiny ) a Zy a je uzavieny vzhledem k operacim priiniku, sjednoceni a dopliiku.
Atomem B rozumime minimélni neprazdnou mnozinu v B. Atomy tvofi rozklad mno-
ziny Zpy. Podminénd stredni hodnota f vzhledem k B je, pro danou funkci f: Zy — R
a o-algebru B, funkce E(f | B): Zy — R definované vztahem

E(f\B)(x)zﬁ S fw),
yEA(x)

kde A(z) je atom obsahujici « (tato funkce je konstantni na kazdém atomu).

®) Novy kombinatoricky dikaz Szemerédiho véty a jejich zobecnéni nalezli nedavno neza-
visle V. Rodl a jeho studenti (B. Nagle, M. Schacht, J. Skokan) a T. Gowers. Vojtéch Rodl
(1949) je Cesky matematik pusobici trvale na Emory University v Atlanté v USA. Timothy
Gowers (1963) je profesor na Univerzité v Cambridge ve Velké Britanii; v r. 1998 mu byla
udélena Fieldsova medaile.
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Tvrzeni 7.1 (zobecnéna Koopmanova-von Neumannova véta). Budte ddiny 0 < e < 1,
k-pseudondhodnd mira v: Zy — R a funkce f: Zn — R splriugici 0 < f(x) < v(x)
pro kaZdé x € Zy. Potom pro dostatecné velké N existuje o-algebra B na Zy a jeji
mnozina §2 € B tak, Ze

1. > v(z) = o0(N);

e
2. E(v—1|B)(z) = 0:(1) stejnomérné pro x probihajici Zn \ 2;
3. |lg—E(g | B)|ye-1 < e/2", kde g se round f na Zy \ 2 a je 0 na £.

Dikaz tvrzeni 5.3 ma asi 4 strany, vyuzivd Cauchyovu-Schwarzovu nerovnost
a k-pseudondhodnost v. Dtikaz tvrzeni 7.1 zabira asi 12 stran a objevuje se v ném
naptiklad klasickd Weierstrassova véta o aproximaci spojité funkce polynomy.

Dukaz véty 3.5. Za pomoci ti1 jiz uvedenych vysledki je uz dtikaz snadny (pil strany)
a stru¢né ho nazna¢ime. Mé&jme 0, k, v a [ jako ve vété 3.5 a € > 0 bud libovolné

pevné. Tvrzeni 7.1 ndm (pro dand e, k, v, f) poskytne o-algebru B a mnozinu {2 € B.
Polozime f =g+ h,kde g = f —E(f | B) a h = E(f | B). Stfedni hodnotu

k—1
S:E(H flz+ir): z,r EZN>

=0

z dokazované véty 3.5 diky linearité E vyjadiime jako

k—1 k-1
S= E(H h(x +ir): z,r € ZN) + ZE(H(g & h)(x+ir): x,r € ZN) =
i=0 1=0
— M+E,

kde suma E obsahuje vSech 2* — 1 séitanct, v nichZ se v sou¢inu alespoii v jed-
nom faktoru objevuje funkce g. Vyjimeénou mnozZinu {2 muzeme podle tvrzeni
7.1.1 zanedbat. Mimo ni se podle tvrzeni 7.1.2 podminéna stiedni hodnota E(v | B)
chova zhruba jako konstantni 1, a M tak mizeme odhadnout obyc¢ejnou Szemeré-
diho vétou 2.3: M = c(k,0) — op5.(1). Kazdy z 2% — 1 séitanct sumy E je maly
diky tvrzeni 7.1.3 a tvrzeni 5.3, a tak E = O(c}/2") + o(1). Dohromady dostaneme
S 2 c(k,d) — Ok(sl/Qk) — 0k,5,.(1). Protoze € > 0 lze volit libovolné, dolni odhad E( -)
z véty 3.5 je dokazan.

2.2. Obaleni prvocisel pseudonidhodnou mnozinou

Von Mangoldtova funkce A: N — R a Mébiova funkce p: N — {—1,0,1} se definuji
vztahy A(n) = logp, je-li » mocninou prvodéisla p, a A(n) = 0 jinak a p(n) = (-1)",
je-li n soufinem r riznych prvodéisel, a u(n) = 0 jinak (ale (1) = 1). Plati identita

A(n) =) n(d)log(n/d),
d|n
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coz je Mobiova inverze identity logn = din A(d), ktera plyne hned z definice. Eule-
rova funkce ¢: N — N dana formuli o(n) =n(l—1/p1)---(1 —1/p,), kde p; jsou
prvodisla délici n, udava pocet ¢isel m € N, m < n nesoudélnych s n. Symbol p bude
vzdy oznacovat prvocislo.

Z Prvociselné véty (pocet prvocisel mensich neZ x je asymptoticky roven x/log x)
plyne, ze E(/l(n): n e ZN) =1+ 0(1). Kdyby existovala k-pseudondhodnd mira v
a konstanta ¢ = ¢(k) > 0 tak, ze v(n) = cA(n) pro kazdé n € Zy, véta 3.5 by okamzité
implikovala Greenovu-Taovu vétu (protoze E(cA) =c+o0(1) 2§ >0 pro velkd N
a ¢isla tvaru n = p” s r = 2 lze zanedbat). Takova mira v vSak neexistuje. Pro ¢ € N
totiz v musi byt rozdélena zhruba rovnomérné mezi g zbytkovych t¥id modulo ¢, kdezto
A je koncentrovana na ¢(q) t¥idach nesoudélnych s ¢q. Protoze liminf ¢(q)/q = 0, pro
velkd N kyZzena majorizace nemiize platit. Jednoducha strategie ,nalezni k-pseudo-
nahodnou miru v majorizujici az na konstantni faktor funkci A tedy nefunguje.

Tuto potiz Green a Tao obesli tzv. W-trikem. Necht w = w(N) je pomalu rostouci
funkce (staci napt. w = logloglog N) a necht

= H p.
pSw
Modifikovand funkce A je definovdna vztahem

e(W)
A(n) = W
0 jinak.

log(Wn +1), je-li Wn+ 1 prvodislo,

Vsimnéme si, Ze pokud n probiha aritmetickou posloupnost, probihd ji i Wn + 1.
Takto pozménéna A uz ma k-pseudondhodnou majorantu.

Tvrzeni 8.1. Necht e, = 1/(2"(k +4)!) a N je dostatecné velké prvocislo. Potom exi-
stuje k-pseudondhodnd mira v: Zy — R tak, Ze

v(n) 2 s )

plati pro kazdé n z intervalu exN < n < 2¢,N.

7Z véty 3.5 a tvrzeni 8.1 uz Greenova-Taova véta plyne jednoduse. (Ctenaie mozna
napadnou dva technické problémy. 1. Chceme aritmetickou posloupnost v N a ne
pouze v Zy. To je pravé ,oSetfeno omezenim n na interval [e N, 2¢,N]. 2. Nechceme
ydegenerované“ aritmetické posloupnosti typu = +ir, 0 <i < k—1, r =0. Ty vSak
do E(-) ve vété 3.5 piispivaji pouze O(log” N/N) = o(1) a nemaji zadny vliv.)

Jak je mira v z tvrzeni 8.1 definovana?
Definice majoranty. Zkrdcend von Mangoldtova funkce Ar(n), kde R > 0 je parametr,
je definovana vztahem

Ap(n) = > p(d)log(R/d) = u(d)log, (R/d),
dln,d<R d|n

kde log, = max(0,logz). Funkci Ar zkoumali Goldston a Yildirim ([15], [16], [17])

v souvislosti s odhady mezer mezi prvocisly.
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Definice 8.3. Necht R = N* 277" a ¢ je jako vye. Funkei v: Zy — RT definujeme
formuli

eW) 1

vin)={ W logR
1 jinak.

-Ar(Wn+1)? pron € [exN,2e,N],

O takto definované funkci Green a Tao ukézali, ze mé vlastnost majoranty z tvrzeni
8.1 (lemma 8.4), Ze je mirou (lemma 8.7) a Ze je k-pseudondhodné (tvrzeni 8.8 a 8.10).
Tim jsme dokoncili pfehled dikazu véty 1.1. Nyni popiSeme, jak Green a Tao dokazali
k-pseudondhodnost v.

Jak sami uvadéji, obvyklé postupy z teorie sit (sieve theory), které se snazili apliko-
vat, se ukazovaly jako nedostateéné mocné. Pak jim A. Granville poradil, aby zkusili
pouzit novou metodu pro odhady funkce Ar pomoci komplexni integrace, kterou
vyvinuli D. Goldston a C. Yildirim®) pii vyzkumu velikosti mezer mezi prvoéisly. Green
a Tao zjistili, Ze Goldstonova-Yildirimova metoda se pfesné hodi pro ziskani asympto-
tik souéinti ¢tvercu funkce Ag, které jsou zapotiebi k dilkazu k-pseudondhodnosti
majoranty.

Dukaz k-pseudonahodnosti majoranty v metodou Goldstona a Yildirima.

Tvrzeni 8.5 (Goldston a Yildirim). UvaZme m linedrnich funkci
t
= ZLijIj —+ bi, 7 S [m},

o t proménnych, kde L;; a b; jsou celd ¢isla, pricem# |Lyj| < 2w(N)Y/? a matice (L;;)
nemd nulové Tddky a Zddny vddek neni ndsobkem jiného. Necht B =1y x -+ x I,
kde I; C R je t intervali, kaZdy o délce alespori R*°™. Potom pro dostatecné pomalu
rostouct funkci w(N) plati

E(ﬁ Ar(Weps(z) + 1)2: reB ﬂZt> = (1+ om,(1)) (%)ﬂI

i=1

Podminka linearnich funkei pro v (jakoz i vlastnost E(v) =1+ o(1)) se dostane
aplikaci tvrzeni 8.5. Podobné tvrzeni 8.6, které v tomto prehledu neuvadime, se pouzije
pro diikaz korelacni podminky.

V ditkazu tvrzeni 8.5 se vySe uvedend stfedni hodnota vyjadi (az na malou chybu)
pomoci integralii (nadale i = v/—1) jako

Rz]Jru]
2 / / (z,u) —5 5 dzjdu; =
T[l n n Z]u]

Jj= 1
Rz]Jru]

( H Za u] HMd,e(P)> H o dz; du;,

d,e€Nm j=1 p j=1 7373

I In

) Daniel Goldston (1954) je profesorem na San José State University v Kalifornii v USA.
Cem Yalcgin Yildirim (1961) ptisobi na Bogazigi University v Istanbulu v Turecku.
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kde 2m-krat komplexné integrujeme po draze It ={1/logR+ir: 7 €R}, z=
=21,..y2m A& U=1Ul,...,Un je 2m komplexnich proménnych, d=di,...,d,
ae=ey,...,en jsou m-tice prirozenych cisel, a

1 .
Mg,(p) = 5 {z € Z,:Vj € [m] p|dje; = Wip;(z) +1=0}|.

(Pro pevné d, e je My .(p) # 1 jen pro koneéné mnoho prvoéisel p.) P#i této transfor-
maci se vyuzije definice funkce Ag, zdména pofadi sumace a integralni reprezentace
funkce log, (vystupujici v definici Ag):

1 x?
1 =— [ —=d
08+ T 2Tci/p 2

pro kazdé redlné x > 0 a piimku I = {a + it: 7 € R}, @ > 0. (Tento integral se snadno
spoCte pomoci rezidui a integrace pres dostatecné velky obdélnik s jednou stranou
na I'.)

Pro redlné o > 0 oznac¢me

D = {(z,u) € C*™: — o < Re(z;), Re(u;) < 100, j € [m]}.

Pro funkci G = G(z, u) majici 2m proménnych, holomorfni v oblasti D, necht V;(G, D)

oznafuje nejvétsi supremum sup |0G(z,u)|, kde OG probiha parcidlni derivace G
z,u€D

fadu nejvyse I. Funkce F(z,u), vystupujici v jiz uvedeném 2m-ndsobném integrélu, se
pomoci eulerovskych soucind pres prvocisla faktorizuje jako F' = G1G2Gs, kde

HH (1—pt=2)(1 —p 1 w) H 1+z]+u])
=1p piTET C + 2;)C(1 + uy)
) =TI1—=p~*)"t = > n=* je klasickd Eulerova-Riemannova dzeta funkce).
P n>1

vvvvvv

eulerovskymi souciny, ale zato jsou holomorfm i trochu nalevo od 0, totiz v D = D7} 6m
a SplnuJI G1<O7 0) =1+ Om<1)7 G2(070) = (W/(p( ))mv m(G17 ) = Om( )

Vin(Ga, D) £ w(N)Om (V) (lemma 9.3). V§se uvedeny 2m-nasobny integral, podi-
tajici E( ) z tvrzeni 8.5, Green a Tao nakonec spoéitali pomoci nésledujiciho lemmatu,
které také pfipsali Goldstonovi a Yildirimovi v [17].

Lemma 9.4. Necht G(z,u) je funkce 2m komplexnich proménnych zdvisejici i na
redlném parametru N > 0, kterd je holomorfni v D = D' pro néjaké o > 0 a spliuge
odhad Vi, (G, D) = exp(Om. o (logl/3 R)).") Potom

m . . zjitu;
(2ri)™ Jp, n =1

C1+2)CA +uy) 23u

=G(0,0)108™ R+ Om o (V;(G,D)log™ 7 R) + Oy 5 (e~ VI8 )
j=1

pro néjaké § = d(m) > 0.

™y R = R(N) je funkce N. Lemma se pouzije s R definovanym v definici 8.3.
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Hledand asymptotika pak plyne aplikaci lemmatu 9.4 na G = G1G3 a 0 = 1/6m.
(Protoze R = N*'27"7" 4 w(IN) roste pomalu, predpoklad lemmatu 9.4 o V,, (G, D)
je splnén a G(0,0) log™ R je fadové vétsi nez dalsi ¢leny.) Dikaz lemmatu 9.4 probiha
indukei podle m a zabird v Appendixu preprintu [21] asi 4 strany. Pouziva rezidui,
deformaci integra¢ni drahy a standardniho vysledku o oblasti v C bez nulovych boda
funkce ((s) (ten je zapotfebi kviili ¢ ve jmenovateli integrandu).®)

3. Stru¢na historie vyzkumu prvocisel

krasnéjsich a nejvyznamnéjsich odvétvi matematiky. Prakticka dilezitost prvocisel pro

kryptografii a prenos informace vsak byla objevena az nedavno, v 70. letech 20. stoleti.

Uvedme nékteré nejvyznamnéjsi milniky historie jejich vyzkumu. Greenova-Taova véta

je jisté jednim z nich.

e Euklides ve 4. stoleti pfed Kristem uvedl ve svych ,Zakladech“ dikaz nekonecnosti
poctu prvodisel ([2]).

e P. de Fermat (1601-1665) v r. 1640 vyslovil vétu: Je-li p prvodislo, pak p déli
nP — n pro vSechna n € N. Tuto tzv. Malou Fermatovu vétu v r. 1736 dokazal Euler
(18], [36]).

e L. Euler (1707-1783) téz dokézal dalsi Fermatovo tvrzeni, ze kazdé prvocislo tvaru
4n 41 je soucet dvou ¢tverci ([8]). Dale odvodil identitu

H(l _pfs>71 — ans
P n>1
(plati pro s > 1, dokonce pro Re(s) > 1) a ukdzal, Ze fada Zp p~ ! diverguje.

e C.F. Gauss (1777-1855) v r. 1796 ukézal, Ze pro kazdé prvoéislo p tvaru 22" + 1 lze
sestrojit pravidelny p-ihelnik pravitkem a kruzitkem ([25], [26], [45]). V témzZe roce
nalezl dtikaz zdkona kvadratické reciprocity a snad jesté dfive empiricky odvodil
Prvoéiselnou vétu: m(z) ~ x/loga & presngji m(x) ~ li(z) = [, (dt/logt) ([14]).
(Symbol 7(z) tradi¢né oznacuje pocet prvocisel nepfesahujicich x.)

e P. Dirichlet (1805-1859) v r. 1837 dokazal, Zze pro kazdd dvé nesoudélnd ¢isla
a,m € N (nekoneéna) aritmetickd posloupnost {a+im::=0,1,2,...} obsahuje
nekoneéné mnoho prvodisel ([6], [33], [42], [52]).

e P. L. Cebysev (1824-1894) v r. 1852 dokazal slabou formu Prvoéiselné véty:
Pro x = 2 a dvé kladné konstanty c1, ¢ plati ciz/logz < w(x) < cox/logz ([14],
33], [52]).

e B. Riemann (1826-1866) v r. 1859 publikoval pfelomovou préci [39], v niz nacrtl
komplexné-analytickou metodu dtkazu Prvociselné véty a k niz se véaze slavna

Riemannova hypotéza, jeden z nejznaméjsich otevienych matematickych problému

soucasnosti: pokud ((s) = 0 a Re(s) > 0, pak Re(s) = 1 ([39], [7]).

8) V zar{ 2004 Tao v [51] pfisel se zjednoduSenym diikazem tvrzeni 8.5, ktery uz vibec
nepotfebuje tyto vlastnosti ((s).
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J. Hadamard (1865-1963) a Ch. de la Vallée Poussin (1866-1962) v r. 1896 nezavisle
na sobé podali pomoci metod komplexni analyzy prvni diikaz Prvociselné véty ([7],
[14], [52], [54]).

V. Brun (1882-1978) v obdobi po 1. svétové valce prikopnickymi pracemi vytvotil
novou c¢iselnéteoretickou disciplinu, metody sita. Podafilo se mu napt. dokéazat,
7e existuje nekonecné mnoho dvojic ¢isel n, n + 2 takovych, Zze obé maji nejvyse
9 prvodinitelt (poéitanych s ndsobnosti) ([3], [20]).

L. G. Snirelman (1905-1938) r. 1930 publikoval vétu, podle niz je kazdé piirozené
¢islo n, n 2 2, sou¢tem omezené mnoha prvocisel ([47], [44], [32]).

I. M. Vinogradov (1891-1983) v r. 1937 dokéazal, ze kazdé dostateéné velké liché
¢islo je sou¢tem tii prvoéisel ([51], [19], [32]).

P. Erdés (1913-1996) a A. Selberg (1917) v r. 1949 nalezli elementarni dtikaz
Prvodéiselné véty nepouzivajici komplexni analyzu ([9], [41], [28], [33], [34]).
Jin-run Chen (1933-1996) v r. 1966 dokazal, Ze existuje nekoneéné mnoho prvoéisel p
tak, Ze p + 2 je také prvocislo nebo soucin dvou prvocisel ([23], [24], [32]).

Ju. V. Matijasevi¢ (1947) v r. 1970 vyfesil Desaty Hilbertiv problém (ukézal, ze fesi-
telnost celociselné polynomialni rovnice celymi ¢isly je algoritmicky nerozhodnutelné
uloha). Z jeho FeSeni plyne, Ze existuje takovy celoédiselny polynom P(z1,...,x,),
Ze mnozina NN P(N") je pravé mnozina prvodéisel ([29], [30], [5], [31]).

V. R. Pratt (1944) v r. 1975 ukdzal, Ze vlastnost ,byt prvoéislo“ patii v teorii
slozitosti do t¥idy tzv. NP problému ([37], [4], [35]).

M. Rabin (1931) v r. 1976 navrhl polynomidlni pravdépodobnostni algoritmus pro
testovani prvociselnosti ([38], [4], [27], [35]).

R. Rivest (1947), A. Shamir (1952) a L. Adleman (1945) v r. 1978 publikovali
kryptograficky systém s verejnym klicem, pozdéji podle jejich inicidl nazvany RSA
systém, zaloZeny na obtiZznosti faktorizace ¢isel na prvoéisla ([4], [35], [40]).

P. Shor (1959) v r. 1994 pfedlozil kvantovy polynomialni algoritmus pro faktorizaci
pfirozenych ¢isel na prvocisla ([43], [4]).

J. Friedlander a H. Iwaniec (1947) v r. 1998 ukézali, Ze existuje nekoneéné mnoho
prvocisel tvaru 2% + y*, z,y € N ([10] a [11]).

D. R. Heath-Brown (1952) v r. 2001 ukézal, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocéisel
tvaru 2° + 2y3, x,y € N ([22]).

M. Agrawal (1966), N. Kayal a N. Saxena (1981) v r. 2002 spole¢né nalezli prvni
deterministicky polynomidlni algoritmus pro testovani prvoéiselnosti ([1]).

Podé&kovani. Tato préce vznikla diky podpore grantu LNO0OAO056 Ministerstva Skolstvi,
mladeze a télovychovy CR.
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