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Sarkovského véta a diferencialni rovnice

Jan Andres, Olomouc

1. Uvod

Sarkovského véta [S] je typickou ukidzkou matematiky ocefiovanych hlubokych vy-
sledkt s jednoduchou formulaci a technicky naroénym dikazem. V dobé svého zve-
fejnéni — v roce 1964 — nevzbudila zddny mimotfadny ohlas. Navic, jak se pozdéji
ukdzalo, obsahoval jeji diikaz (byt odstranitelné) chyby.

Do povédomi vstoupila a za svoji soucasnou popularitu paradoxné vdéci ¢lanku
[LY] J. A. Yorka a jeho tehdejsiho doktoranda T.-Y. Liho ,az“ z roku 1975, kdy
byl nezavisle zverejnén podobny vysledek, ktery vsak predstavuje jen velmi specialni
ptipad Sarkovského véty. O celé historii, véetné ismévného setkani A. N. Sarkovského
s J. A. Yorkem na konferenci v Némecku, se zéjemce mtize doéist napf. v [G]. Pozname-
nejme rovnéz, ze moderni dikazy obou dnes jiz klasickych tvrzeni (spojené zejména
se jmény L. Alsedy, L. S. Blocka, W. A. Coppela, J. Guckenheimera, J. Llibreho,
M. Misiurewicze, P. Stefana, ...) je moZno nalézt v téméf vsech ucebnicich teorie
chaosu a dynamickych systémt (viz napt. [KH], [R]) a Ze existuje celd fada zobecnéni
Sarkovského véty ([A1], [A2], [AFJ], [AJ], [AJP], [AP1], [AP2], [B], [BK], [H], [KSS],
[Ka], [K1], [M1], [M2], [S], [Y], [Z1], [Z22], . ..).

My se o dvou takovych zobecnénich za chvili zminime, a to v souvislosti s moznou
aplikaci na obycejné diferencidlni rovnice. Hlavni cil pfispévku tedy spociva v upo-
zornéni, ze — navzdory nemoznosti aplikovat klasickou Sarkovského vétu na obyéejné
diferencidlni rovnice — existuje moznost takto aplikovat jisté modifikované (zejména
mnohozna¢né) verze této véty.

Nejdiive vSak struéné piipomeneme samotnou Sarkovského vétu a nékteré jeji
specialni ptipady, zalozené na nasledujicim novém uspotradani prirozenych ¢isel:

Sarkovského uspoiadani (p¥irozenych &isel).
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Definice 1. Cislo a € R je periodickym bodem s periodou m € N (tj. m-periodickym
bodem) spojité funkce f: R — R, jestlize f™(a) =a a soucasné f7(a)#a pro
je{l,...,m—1}, kde f™ znaéi m-tou iteraci funkce f, tj.

fm=fofo-of.
| S

m—Kkrat

Ekvivalentné:

Definice 2. Cislo a € R urcuje primdrni m-orbitu O = {a,f(a)7 .. .,fm’l(a)}, kde
f™(a) = a. Vyrazem primérni zduraziujeme vzajemnou odliSnost prvki tvoficich
orbitu O.

Véta 1 (A. N. SARKOVSKIJ (1964)). Jestlize f € C(R,R) md m-periodicky bod, kde
m >k (v Sarkovského uspordddni), pak md rovné# k-periodicky bod.

Nasledujici tfi tvrzeni jsou specidlnimi pfipady véty 1 pro k =1, 2 a m = 3.

Korolar 1. Md-li funkce f € C(R,R) néjaky periodicky bod (ekv. néjakou primdrni
orbitu), pak md i pevny bod.

Korolar 2. Md-li funkce f € C(R,R) periodicky bod, ktery neni pevny (ekv. primdrni
m-orbitu pro néjaké 1 #m € N), pak ma vidy 2-periodicky bod (ekv. primdrni 2-or-
bitu).

Poznamenejme, Ze elegantni kratky ditkaz korolaru 2 je proveden v ¢lanku [BB].

Korolar 3 (T.-Y. L1, J. A. YORKE (1975)). Ma-li funkce f € C(R,R) 3-periodicky
bod (ekv. primdrni 3-orbitu), pak md rovnéZ body vsech piirozenych period (ekv.
primdrni m-orbity pro vsechna m € N).

2. Aplikace na diferencialni rovnice (?)
Uvazujme nyni obyc¢ejnou skalarni diferencialni rovnici 1. fadu
(1) = F(t,z), kde F(t,z) = F(t+1,x2),

a pro jednoduchost piedpokladejme, ze F' € C(R?* R) a ze F' spliiuje (globalng) néja-
kou podminku jednoznaé¢nosti (napt. Lipschitzovu, Osgoodovu, Nagumovu, Kamkeho,
Kibenkovu nebo Borivkovu).

Je znamo ([F], [Kr]), Ze jednozna¢nost implikuje spojitou zavislost feseni na pocé-
te¢nich podminkach, a tim totalni spojitost tzv. Poincarého translacniho operdtoru
Tn(z0) := {x(m, z0): z(-,z0) je FeSenim rovnice (1), pfidemz z(0,z0) = zo}; m € N.

Vzhledem ke ziejmé vzajemné jednoznacné korespondenci mezi m-periodickymi
feSenimi rovnice (1) (tj. hladkymi funkcemi x(¢) = (¢t +m) splitujicimi rovnici (1),
pricemz xz(t) #Z z(t + j), kde j € {1,...,m — 1}), a pevnymi body operatoru T,,(xo)
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bychom mohli snadno pfeformulovat vétu 1 pro rovnici (1) v terminech (subharmo-
nickych) k-periodickych FeSeni, k € N.

Bohuzel takové tvrzeni by bylo prazdné, nebot je zndmo (viz napf. [P]), Ze skaldrni
rovnice (1) nemtze mit za podminky jednoznac¢nosti m-periodické feseni pro zZadné
m # 1.

Otéazkou je, zdali odpovidagici véta pro subharmonickd TeSend rovnice (1) miZe byt
neprdzdnd v pripadé nejednoznacnosti, resp. zdali lze zformulovat jeji analogii v R™,
kde n > 1. Na tyto otazky se nyni pokusime alespoii ¢astecné odpovédét.

Pokud tedy neni splnéna podminka jednoznacnosti, coz podle ,generického® vy-
sledku W. Orlicze z r. 1932 nastavé jen vyjimeéné (pfesnéji mnozina spojitych pravych
stran f, pro které nespliiuje rovnice (1) podminky jednoznaé¢nosti, je ,hubend®, tj.
1. Bairovy kategorie), pak se stavé operétor T, (xo) mnohozna¢nym. Nastésti vime (viz
napf. [AG]), Ze jde o shora polospojité zobrazeni (tj. pro kazdou otevienou podmnozinu
I C R je mnozina {zg € R: T,,(z) C I} oteviend) a Ze mnozinami jeho hodnot jsou
bud body, nebo kompaktni intervaly.

Definice 3. Mnohoznaéné zobrazeni p: R — 28\ {}}, které je shora polospojité a ta-
kové, ze pro kazdé x € R je mnozina hodnot ¢(z) bud jednobodové, nebo kompaktni
interval, nazveme M-zobrazenim.

Drfive nez se pokusime vhodné zformulovat prvni jiz zminény problém, pfipomerime
si jesté definici m-orbity pro M-zobrazeni.

Defnice 4. Prohlasime m-orbitou O M-zobrazeni ¢: R — 2%\ {()} posloupnost O =
={a1,...,a,} bodl a; € R takovych, ze a;41 € ¢(a;), i=1,...,m, pfiCemz plati
a1 = am41, a soucasné, ze O nelze zkonstruovat p-nisobnym zietézenim kratsich
r-orbit, kde pr = m. Jestlize body a;, ¢ = 1,2, ..., m, generujici m-orbitu O, jsou navic
razné (tj. a; # a; pro i # j; 4,5 = 1,...,m), pak hovofime o primdrni m-orbité.

Prvni jiz zminény problém tedy mtzeme zformulovat pro M-zobrazeni nasledovné:
Problém 1. Plati (Sarkovského) véta 1 pro M-zobrazeni?

Bohuzel odpovéd na tuto otédzku je obecné zapornd, protoZze existuji (viz [AFJ],
[AJP]) protiptiklady, které v terminech m-orbit (pozn.: u mnohoznaénych zobrazeni ¢
je jejich uziti mnohem vhodnéjsi nez pojem m-periodicky bod) lze schematicky znéa-
zornit takto:

3#2 3#4 3#6
5#4

Napf. prvni schéma znamena, Ze z existence 3-orbity nemusi obecné plynout exis-

tence 2-orbity. Jinymi slovy: existuji M-zobrazeni ¢ majici 3-orbitu, nikoliv vsak
2-orbitu (viz obr. 1-3).
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3. Mnohoznaéna verze Sarkovského véty

Nicméné plati nasledujici rozsifeni Sarkovského véty 1 pro M-zobrazeni.

Véta 2 ([AFJ], [AJP], [AP2]). Necht M-zobrazeni ¢ :R — 28\ {0} md m-orbitu,
m € N. Potom md ¢ — s nejvyse dvéma vyjimkami — i k-orbitu pro kaZdé k < m.
Je-li m liché, pak md ¢ — s pFipadnou vyjimkou pro k = 2 nebo k =4, 6 — k-orbitu
pro kazdé k < m. Md-li ¢ m-orbitu, kde m # 3 je lich€ a pritom nemd Zddnou primdrni
3-orbitu, pak md — pripadnée kromé k =4 — rovnéZ k-orbitu pro kazdé k < m.

Podobneé lze rozsifit i korolary 1, 2 a 3.

Korolar 4. Md-li M-zobrazeni m-orbitu pro néjaké m € N, pak md i 1-orbitu (pevny
bod).

Korolar 5 ([AJ]). Necht M-zobrazeni nemd Zddnou primdrni 3-orbitu, ale md m-or-
bitu, kde m # 1. Potom md i 2-orbitu.

Korolar 6. Md-li M-zobrazeni 3-orbitu, pak md i k-orbitu, s pfipadnou vgjimkou pro
k=2 nebo k =4, 6.

Pro prvnich pét prirozenych ¢isel mizeme tyto vysledky schematicky znazornit
takto:

—

=

2
4
2 = || & |5 3#4j1
4
5
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1 <= 3 — 5 1 <=
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4

Napf. prvni schéma znamend, Ze existence l-orbity (tj. pevného bodu) plyne
z existence k-orbit pro k € {2,3,4,5}. Neplatnym implikacim v dalsich schématech
odpovidaji opét protipiiklady.

Poznamka 1. Pro m = 3 je tedy mozné obdrzet mnohoznac¢nou analogii Li-Yorkovy
véty. Tento vysledek pfitom jiz nelze zlepsit. Pouze za jistych pfirozenych dodateénjch
predpokladi (viz [AFJ]) 1ze docilit platnosti pro k € N\ {4, 6}, tj. rozsifit i pro k = 2.

4. Vicerozmérna verze Li-Yorkovy véty

U druhého jiz zminéného problému se omezime pouze na jeho nejdilezitéjsi specialni
ptipad, kdy m = 3, tj. ptame se, zdali 1ze docilit platnost korolaru 3 v R™:

Problém 2. Plati (Li-Yorkiv) koroldr 3 v R", n € N?

Bohuzel ani zde neni obtizné najit protipfiklady (viz napf¥. [Kl]), poukazujici na
neplatnost analogie korolaru 3 pro n > 1 bez dalsich pfedpokladia. Predpokladejme
proto jesté, ze pro F' € C(R", R") existuje takovy bod X = (Z1,...,%,) € R, ktery
splituje alespoii pro jedno i € {1,...,n} podminky:

supr’(xl, e 7l’i,1,‘fi,"£i+1, . 7l’n) =z § T;
(2) < iani(Il,...7l’i,1,fi,"£i+1,...,$n) = 177;
§ supFi(xl, . 7l’i,1,fi,"£i+1, . ,In) = w;
< ianZ?(.'IJh ey L1, Ty L1y - - - 73,‘71) = << OO)7

nebo
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ianig(l‘h N 7l’i,1,‘fi,"£i+1, e ,In) = Z’- Z J'_Ji
(3) >SupFi(fEl,...7l’i,1,fi,"£i+1,...,mn =
z iani(St'Jl, ce 71‘1‘_1,.@1‘,1}1‘_’_1, ce ,mn) =w
> Sl.lpf‘_;?(.'lh7 ey L1, Ty L1y - - 73,‘”) = g; <> —OO)7

kde vSechna infima a suprema v (2), (3) se uvazuji vzhledem k mnoziné vsSech
(56'1, B N T /7 T I .737”) € Rn_l,

Vi, Ui € Jz(2) N Fi(xl, e X1, JZ-(Q),SL‘i+1, ceey mn), T; 75 Ui,

nezavisle na

(4) (T15. -y im1, Tig1, -+ - Tp) € JI(Z) X ... X JZ.(E)l X Z.(i)l x o 5
|Fi(x1,...,mi_17§3i,xi+1,...733”)—Fi(xl,...,mi_l,gji,xi_,_l,...,a?nﬂ >
> & — il
a

VINS)m>1 a Vi, G € JV N F™ (2, w1, I i, ), & # i
nezavisle na

(5) (Il,...,mi,17l‘i+17...7l’n) S Jl(l) X ... X Jz(i)l X Jz(_,'l_)l X ... X J»r(Ll)Z
|[F (@1, @ity Eiy Tig1s -, Tn) — F (21,00, Tim1, Tis Tige1s - -+, Tn)| >
> |Z; — Uil

kde J& = [z, 01, JP = [wi, 5], resp. S = [0, 3], I = [y, w]], a dale, Ze pro
zbyvajici (i #)j € {1,...,n} plati:
{ supr(xl, e 7l’j,17ﬂ'_§j,£€j+1, C. 7l’n) § J'_Jj <

< ianj(St'Jl, ey X1, T, X1, - .737”) = << OO)7

{ (—o0 <) w; :=sup Fj(x1,...,2j-1,Tj, Tj41,...,%n) < T <
< ianf(S(}l, ey X1, T, Xy, 7$n)7

kde vSechna infima a suprema v (6), (7) se opét berou vzhledem k mnoziné vsech

(St'}l, N T R 1 N [P 7:1?»,1) S Rr1 a

YmeN a Vi‘j,ﬂj S Ij ﬂFJm<.’£17. . .,atj_17lj7xj+1, .. .,mn), .’f?j =+ :l]j7

nezavisle na

(8) (@1, @j—1, Zjg1, ., &) €L X oo X Limy X Tjgg X oo X Iy
[E (21, 21, 5, Tt -, Tn) — FP (@1, 251, Ty Ty oo, )| >
> |25 = i1,
kde I; := [Z;,9;], resp. I; := [w;, T;].

Za téchto dodateénych podminek mizeme rozsifit Li-Yorkav korolar 3 pro
F € C(R™,R™) nasledovné:

Véta 3 ([A2]). Necht pro F € C(R",R") ezistuje takovy bod X = (Z1,...,Z,) € R,
Ze jedna z podminek (2) nebo (3) je splnéna alespori pro jedno i € {1,...,n} a Ze jedna
z podminek (6) nebo (7) plati i pro zbgvagici j € {1,...,n}\ {i}. Ddle predpokladejme,
Ze pro i € {1,...,n}, pro néz plati (2) nebo (3), jsou splnény podminky (4), (5)
a Ze pro zbyvagici j € {1,...,n}\ {i} plati (8). Potom md F m-periodické body pro
vsechna m € N, tj. X = F"(X) a X # FF¥(X), kde 1 < k < m.
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Poznamka 2. V piivodni formulaci Li-Yorkovy véty [LY] je uZzito nerovnosti (2) nebo
(3) pro i =n =1, které kromé dalsich étyf typl nerovnosti mohou nastat v pfipadé
existence 3-periodickych bodt. Pro n > 1 vSak tyto nerovnosti nemusi byt splnény.

Poznimka 3. Podminky expanzivity (4), (5) a (8) lze nahradit obecnéj$imi podmin-
kami v terminech topologickych dimenzi mnozin pevnych a periodickych bodt a jejich
indext slozek zobrazeni F' (viz [A2]). V ¢lanku [A2] jsou rovnéz uvedeny piiklady
vektortt perturbovanych stanovych zobrazeni (tent maps) majicich periodické body
vSech period.

5. Aplikace na diferencialni rovnice

Prvni dvé Gasti véty 2 lze bezprostfedné aplikovat na rovnici (1) (bez podminky
jednoznacnosti) nasledovné:

Véta 4. Nechf funkce F € C(R?,R) splriuje nerovnost |F(t,x)| < a + B|x| pro viechna
(t,z) € R%; o, B € R. Jestlize md (1) m-periodické vesent, m € N, pak md — s nejvyse
dvéma vyjimkami — také k-periodické reseni pro vsechna k <m. Je-li m liché, pak md
rovnice (1) rovnéZ k-periodické fesent, s pripadnou vyjimkou pro k = 2 nebo k =4, 6.
Specidlng, pokud nelze m wvyjddiit jako mocninu dvojky, pak md rovnice (1) vidy
nekonecné mnoho tzv. subharmonickych periodickych resend.

Podobné lze bezprostfedné aplikovat i korolar 4 na rovnici (1):

Korolar 7. Necht funkce F € C(R?,R) spliuje nerovnost |F(t,z)| < a+ Blz| pro
viechna (t,z) € R?; a, 3 € R. Md-li rovnice (1) k-periodické Tesent, k € N, pak md
také 1-periodické (tzv. harmonické) Teseni.

Vzhledem ke zminénému ,,generickému” vysledku W. Orlicze je pfirozené se opét
ptat, zda nejsou véta 4 a korolar 7 prazdné. Vhodnéjsi je ziejmé jejich preformulo-
vani pro nespojité méritelné pravé strany, coz vsak vede k feseni ve smyslu A. F.
Filippova [F]. Pfesnéji, Filippovovym FeSenim rovnice (1) budeme minit jakékoliv
Carathéodoryho Feseni z(t) € ACioc(R, R) diferencidlni inkluze

¥ € P(t,x) = m ﬂ conv F(t, B(x,8) \ 1),
6>0 E“C)RO
n(r)=

kde wu(r) je Lebesgueova mira mnoziny r, tj. lokdlné absolutné spojitou funkci
2z: R — R vyhovujici inkluzi (2) pro skoro vSechna t € R.

Ponévadz je @: R? — 2%\ {()} carathéodoryovska multifunkce s kompaktnimi a kon-
vexnimi mnozinami hodnot (viz [F]), 1ze ukazat (viz [AG]), Ze odpovidajici Poincarého
transla¢ni operator je opét M-zobrazenim. Mtzeme proto jednoduSe preformulovat
vétu 4 a korolar 7 néasledovné:
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Véta 4’ a korolar 7°. Turzeni véty 4 a koroldru 7 zistdvaji v platnosti i pro (pouze)
métitelné funkce F: R? — R s tim, %e periodickd Tesent jsou nyni chdpdna ve smyslu
Filippova.

Je zfejmé, Ze ptipadnéd aplikace véty 3 na (pro pocateéni tlohu jednoznacné fe-
Sitelnou) soustavu obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic by byla velmi obtiZznd zejména
vzhledem k praktickému ovéfeni podminek expanzivity odpovidajicich Poincarého
transla¢nich operétorii, a to i v pfipadé moznosti nahradit nerovnosti typu (2) nebo (3)
samotnou existenci 3-periodickych orbit (viz pozndmku 2). Podobné je tomu i u jinych
vicerozmérnych verzi Sarkovského véty (viz napt. [Ka], [KSS]). U dalsich verzi (viz [K]],
[Z1], [Z2]) se opét vynofuje problém s jednozna¢nou Fesitelnosti jistych jednorozmér-
nych principidlnich ¢asti pravych stran, zabranujici vyskytu m-periodickych feseni pro
m # 1.

Zbyvé proto bud se znovu pokusit o mnohoznacéné verze tvrzeni z [Kl], [Z1], [Z2]
v intencich véty 2, nebo se omezit na aplikace volnéj$ich variant Sarkovského véty
v tom smyslu, ze z vyskytu koneéné mnoha specidlnich periodickych trajektorii by
plynula existence ,alespon“ nekoneéné mnoha subharmonickych periodickych feseni
(viz [A1], [M1]).
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