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Jakou hmotnost méa cerna dira
uprostied nasi Galaxie?

Vénovano doc. RNDr. Martinu Solcovi, CSc., k jeho 55. narozeninam.

Filip Kvizek, Michal K¥izek a Jakub Solc, Praha

Kosmolog nikdy nepochybugje,
ale casto se myli.

LEv D. LANDAU

1. Uvod

V roce 1974 objevili radioastronomové v souhvézdi Stielce podivuhodny objekt, kolem
néhoz rotuje celd nase Galaxie. Tento intenzivni zdroj radiového i rentgenového zareni,
ktery je oznacovan jako Sgr A*, nelze ztotoZnit s ZAdnym zndmym optickym zdrojem.
Jde pravdépodobné o obii éernou diru (viz [13], [21]), coZ je zhrouceny kosmicky objekt
s hmotou natolik stlacenou, Ze jeho tnikova rychlost znacné prevysuje rychlost svétla.
Gravitacni pole je zde tak silné, ze nedovoli elektromagnetickému zafeni opustit oblast
pod tzv. Schwarzschildovym polomérem.!) Zafeni, které pozorujeme, vznikd mimo
tuto oblast pifi padu mezihvézdné hmoty do Cerné diry.

Vzdalenost Sgr A* od Zemé je pfiblizné 26 000 svételnych let.?) Jiz vice nez 10 let
astronomové bedlivé pozoruji nejblizsi okoli tohoto kuriézniho objektu. Objevili zde
mnozstvi hvézd oznacovanych S1, S2, S3, ... (viz napt. [3], [5], [16]), které velice rychle
obihaji kolem Sgr A*. Animaci jejich pohybu lze najit na webovych strankach [22].
V posledni dobé vzbudila pozornost zejména hvézda S2 (viz obr. 1), kterd se pohybuje
po protahlé eliptické draze s excentricitou e = 0,875 a s obéznou dobou 15,56 let.
Dréha této hvézdy, jak ji vidime na nebeské sféfe (viz obr. 1), je pouhou projekei
skuteéné drahy. Proto také zdroj Sgr A* neni v ohnisku elipsy nakreslené na obr. 1

1) Oznaéime-li hmotnost Gerné diry M., pak Schwarzschildév polomér je roven 2G M, /c?,
kde G je gravitacni konstanta a c je rychlost svétla ve vakuu.

2) Podle poslednich méfeni (viz [4]) je stied Galaxie od nas vzdalen 8,0 + 0,4 kpc, p¥icemz
1pc = 3,26 svételného roku.
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Obr. 1. Blizké okoli stfedu nasi Galaxie (pfevzato z [21]). V dolni ¢asti pravého obrazku je
kiizkem v kolecku oznacéen zdroj Sgr A*.

(srov. [18, str. 149]). Prtimét hlavni osy skutecné eliptické drahy ale prochézi bodem
Sgr A* a stfedem elipsy z obr. 1, ¢ehoz vyuzijeme v nasledujici kapitole ke stanoveni
skuteéné excentricity. Elipsa z obr. 1 byla podle [16] ziskdna pomoci kovarianéni
maticové analyzy (viz [4] pro novéjsi data), coz je metoda podobnd vyrovnavacimu
poctu (srov. [7]).

V okoli stredu Galaxie je velké mnozstvi mezihvézdného prachu, ktery brani po-
zorovani hvézdy S2 ve viditelném svétle. Proto se sleduje trajektorie hvézdy v infra-
¢erveném a radiovém oboru. V roce 1995 byla poloha S2 monitorovana desetimetrovym
Keckovym dalekohledem z Havajskych ostrovii. Béhem roku 2002 nabrala hvézda
neuvéfitelnou rychlost?®) vyrazné presahujici 5000 km/s. Tehdy byla sledovéana i z Jizni
evropské observatofe specidlni infracervenou kamerou spojenou s adaptivni optikou
dalekohledu Yepun. To je posledni ze ¢tyf dalekohledi tvoficich soustava VLT (Very
Large Telescope) s priméry zrcadel 82m. V prvni tfetiné roku 2002 se hvézda
S2 nachézela v pericentru?) a dosahovala zde rychlosti®) kolem 7000km/s. Zatim
astronomové pozorovali jiz tfi ¢tvrtiny jeji eliptické drahy. Hvézda obihajici kolem
neviditelného centra velkou rychlosti je jednim z né€kolika nepfimych dikazt existence
supermasivniho objektu — obii ¢erné diry — uprostied nasi Galaxie.

V tomto ¢lanku se pokusime na zakladé zjisténych dat uréit hmotnost ¢erné diry
Sgr A* pomoci zdkonu klasické mechaniky. Pro jednoduchost tedy nebudeme uvazovat

3) Pro srovnani poznamenejme, ze Zemé obiha kolem Slunce pfiblizné rychlosti 30 km/s
a obéznd rychlost Slunce kolem stiedu Galaxie je 230 km/s.
dvou volné se pohybujicich téles, kterd na sebe gravitacné pisobi.

5) Radialni slozka rychlosti se ur¢uje pomoci Dopplerova jevu a tangencialni slozka z uh-
lovych méfeni (viz [4]).
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zadné relativistické efekty, jako je napft. dilatace ¢asu ¢i staceni pericentra v silném
gravitatnim poli. Rovnéz budeme zanedbavat gravita¢ni ptsobeni okolnich hvézd
(srov. [2, str. 150]). Naméfené hodnoty jsou samoziejmé zatizeny velkou chybou, kterd
ovSem nema vliv na matematické odvozeni vyslednych vztahd.

2. Nékteré dusledky druhého Keplerova zakona

Predpokladejme, ze skutecna draha hvézdy S2 je elipsa o poloosach a, b a délkové
(tj. linearni) excentricité €. Ozna¢me r1, resp. r2 vzdalenost hvézdy v apocentru, resp.
pericentru od ohniska F', kde se nalézéa supermasivni objekt s nezndmou hmotnosti M,.
Jetedy r1 = a+¢eare =a— e (viz obr. 2). Necht v1, resp. vs je odpovidajici velikost
rychlosti hvézdy v apocentru, resp. pericentru. Hmotnost hvézdy S2 (zhruba 15krat
vét$i nez hmotnost Slunce) je zanedbatelnd vzhledem k M, (podobné jako je hmotnost
Zemé zanedbatelna vzhledem k hmotnosti Slunce).

Pomoci zndmych vztahtt 2a = r; + 1o, 26 = 71 — o a b = Va? — €2 vidime, Ze veli-
kost hlavni poloosy a je rovna aritmetickému primeéru vzdalenosti r1 a ro, tj.

r1+ 7o

o= 1)

zatimco velikost vedlejsi poloosy b je rovna jejich geometrickému primeéru, tj.

b: A/ T17Tro . (2)

U1

Obr. 2. Pfedpokladana keplerovska draha S2.

Ze zékona zachovani momentu hybnosti plyne, ze
T1U1 = T2U3. (3)

7 vyse uvedenych rovnosti dostaneme

V2 1

a+571+e
vy Ty a—c 1l—¢’

(4)

kde e = €/a je (¢iselnd, tj. numerickd) excentricita. Pro pevné e je tedy pomér ve /vy
konstantni, af je elipsa jakkoliv velk4.®) Navic podle (4) a (3) plati

V2 — U1 L —"r2

v + V1 r1+ 7o

%) Pro e = 0,875 je pomér v /v1 = 15,666, srov. [16, str. 695].
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Je zajimavé, ze hodnotu e lze také pfimo urcit z pozorované eliptické drahy, tj.
z elipsy na obr. 1, kterd vznikne priumétem skutecné eliptické drahy na nebeskou
sféru. Pro jednoduchost oznaéme F’ bod odpovidajici zdroji Sgr A*, jenz je primé-
tem ohniska F' skuteéné drahy. Uvazujme polopfimku S’F’ vychazejici ze stiedu S’
pozorované eliptické drahy a nechf A’ je priiseéik polopfimky S’F’ s touto drahou.
Hlavni poloosa a obsahujici ohnisko F' se pak promitd na tsecku A’S’. Proto plati
(srov. zvyraznény trojihelnik na obr. 4)
! Q/
o= — |F75] 7 (5)
a |AS]
kde | - | oznac¢uje délku usecky, € = |F'S’| a zlomek na pravé strané (5) umime vyd¢islit.
Specialné je e = 0,875 pro situaci z obr. 1.
Vztah (3) tizce souvisi s matematickou formulaci druhého Keplerova zdkona”), podle
néhoz privodice opisuji za stejné Casové intervaly stejné velké plochy (viz obr. 3). Tzv.
plosna rychlost privodice je tedy konstantni, coz vede k rovnosti

1
3 riv1 - T = nab, (6)

kde vyraz na pravé strané je roven obsahu elipsy a T je doba obéhu hvézdy. Vztah (6)
1ze odvodit pomoci infinitezimalniho poctu. Zde si jeho odvozeni pouze naznacime.

Obr. 3. Schematické znazornéni druhého Keple-
rova zakona.

Rozdé&lme dobu obéhu T na n stejné dlouhych ¢éasovych intervalt At = T'/n. Pokud
se velikost ¢asového intervalu At blizi k nule (tj. n se blizi k nekoneénu), pak se
jednotlivé segmenty na obr. 3 zuzuji a jejich zakfivena strana se ,,napfimuje“. Podobaji
se ¢im dale tim vice trojihelniktim, které maji vsechny stejny obsah. Ten je roven
obsahu %rlvl At vysrafovaného trojuhelnika z obrazku 3 s vyskou r; a zadkladnou
v1 At. Soucet vSech ploch je pak roven %rlvlT, coZ je hodnota levé strany vztahu (6).

Z rovnosti (1), (2) a (6) plyne

1+ 7o

1
§T1U1'T:TE 3 Vrirs .

Dosadime-li nyni za ry ze zdkona (3), pak

v+ v U1
T1U1-T:ﬂr%7 —.
V2 V2

7y Johannes Kepler jej objevil béhem svého prazského pobytu. Okolnosti vedouci k tomuto
vyznamnému objevu jsou popsany napt. v [17], [19].
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Pro r1 (a podobné i pro r3) tedy dostdvame

T V2 T U1
V12, r2 =

T U1 + U2 T U1 + U2

\/U1V2 , (7)

T,/ T
V1U2 b N V1V2 (8)

“= or ] - TE(’Ul + 1}2) ’

3. T¥i metody urceni hmotnosti objektu Sgr A*

V této kapitole si popiseme t¥i metody, kterymi mize byt odhadnuta hmotnost objektu
Sgr A*. Prvni metoda vychézi z méfeni rychlosti hvézdy S2 v pericentru a excentricity,
druhd z vypoctu hlavni poloosy skute¢né drahy S2 a tfeti metoda se opira o vyrovna-
vaci pocet. Zatimco prvni dvé metody jsou elementarni, tfeti metoda se neobejde bez
vypodetni techniky, nebot je zapotfebi provést velké mnozstvi aritmetickych operaci.
Ve vSech tfech pripadech budeme pfedpokladat, ze hvézda S2 obihd podle zdkont
neruseného keplerovského pohybu (viz [8]).

Metoda 1. Ze zékona zachovani energie plyne, ze

1, GMy, 1, GM,
501 — = 5 Uy — )
2 T1 2 )

kde G = 6,673 - 1071 m3s7? kg~ ! je gravitacni (Newtonova-Cavendishova) konstanta.
Tudiz
1 1
vs —v? = 2G M, (———).
r2 N

Odtud a z (3) jiz miZzeme vyjadfit nezndmou hmotnost M,:

1 ryr 1 r2v1 /v 1
2 2 172 2 2 191/ 92
= = —7'11}1(1}1 +U2).

M, = — (v - = (p2 ) L2
2G (UQ U1 KT — T2 2G (U2 Ul) 7“1(1 — Ul/’l)g) 2G

Dosadime-li do tohoto vztahu 1 z (7), dostaneme®)

M. <U1U2)3/2. (9)

" oG

Vztah (4) ndm umoziiuje ziskat velikost rychlosti v; hvézdy S2 v apocentru ze zna-
losti vo = 7 - 10%m/s (v pericentru) a excentricity e = 0,875 (pro experimentalni stano-
veni hodnoty v; nebyla v obdobi 1994 /95 k dispozici méfeni radiélni slozky rychlosti).

8) Pro stfedni rychlost Zemé v = 29,79km/s, kterou obihd kolem Slunce, vztah (9) pro
v = v1 = vy davé piibliznou hmotnost Slunce Mg = 1,99 - 10%° kg, jeZ je v souladu s b&zné
udévanou hodnotou. Ke stejnému vysledku lze téz dospét zcela jinym zpusobem (viz [11,
str. 71]), ktery se opird o tthlova méfeni slune¢niho disku.
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Dosadime-li nyni tyto hodnoty a naméfenou obé&znou dobu 7' = 4,8 - 108s = 15,56 let
hvézdy S2 do (9), dostaneme pfibliznou hodnotu hmotnosti centralni éerné diry

M, =6,91-10% kg = 3,47 - 10° M, . (10)

Ziskana hmotnost samoziejmé zavisi na presnosti urceni vychozich dat T', vy a e. Ze
vztahu (7) lze dale urdit, ze vzdélenost pericentra hvézdy S2 od SgrA* je rovna asi
trojnédsobné vzdalenosti planety Neptuna od Slunce.

Metoda 2. Hodnotu M, lze také vypocitat ze znalosti obézné doby T a velikosti hlavni
poloosy a. Podle (9) a (8) totiz plati

472 [ T\/v105 3 4r2q3
M. =Gm ( o ) GI? (11)

Tak jsme vlastné odvodili t¥eti Keplertiv zakon, podle kterého je a®/T? konstantni (viz
napft. [12, str. 127], [18, str. 150]). Velikost hlavni poloosy a skute¢né eliptické drahy
Ize jednoznac¢né urcit pouze ze znalosti parametr pozorované elipsy a polohy zdroje
Sgr A* (podobné jako jsme v (5) ur¢ili skuteénou excentricitu). Na elipse odpovidajici
pozorované draze sestrojme bod B’ tak, aby pfimka B’S’ byla rovnobézné s teénou
v bodé A’ a tthel A’S’ B’ nebyl tupy. Pak lze nékolikanisobnym pouzitim Pythagorovy
véty (pro pravothlé trojahelniky AA’S, BB'S a ABS z obr. 4) odvodit, ze

4 (Va2 — a2+ V12— 12)° = a4 1 (12)

kde o' =|A'S'|, ¥ =|B'S"| a ¢ =|A'B’|. Dosadime-li do vztahu (12) za b* =
= (1 — e?)a?, dostaneme po tpravé kvadratickou rovnici o jedné nezndmé a?. Pro

st

Obr. 4. Skuteéna a pozorovana draha S2. Usecky o délkach a, b a ¢ = /a2 + b2 se promitaji
na tsecky o délkich o', b’ a c'.
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situaci z obrazku 1 vychézi, 7e o’ = 3,9, b’ =2,6, ¢ =4 a a = 5,6 (vSe ve svételnych
dnech). Dosadime-li a do (11), dostaneme

M, =3,74-10° My, . (13)

ProtoZe a se v (11) vyskytuje ve tfeti mocniné, je vyslednd hmotnost velice citliva
na presné urceni velikosti hlavni poloosy a, jak je patrno z binomické véty.

Inklinaci (sklon drahy, tj. thel mezi skute¢nou rovinou obéhu ABS a pozorovanou
rovinou A’ B’S’) 1ze ur¢it?) jednoznaéné az na znaménko ze znalosti a,a’, b, b’ a ¢’. Pro
situaci odpovidajici zrcadlovému obrazu podle roviny A’B’S’ z obr. 4 totiz plati také
rovnice (12). Nagtésti se d4 sprdvné znaménko inklina¢niho ahlu uréit z Dopplerova
jevu. Pro S2 je inklinace ptiblizné rovna ¢ = —47,9°.

Metoda 3. Polohu hvézdy v roviné drahy v Case t lze vyjadrit jako

- acos E(t)

(o) = (=)

kde excentrickd anomélie F(t) je uréena feSenim Keplerovy rovnice

21

E(t) —esinE(t) = T

(t - tperi>7

ve které dale vystupuji obéznd doba T a ¢as priichodu hvézdy pericentrem tperi.
Soutadnice hvézdy v prostoru ziskdme otocenim souradné soustavy

a(t) £(t)
y(t) | = Z2(-)X(=)Z(-w) | n(®) |, (15)
z(¢) 0

kde matice X (a), resp. Z(«) jsou matice rotace soufadné soustavy kolem osy x, resp. z
o thel a. Parametry (2, i, w urcuji orientaci roviny drahy v prostoru vzhledem k ro-
viné zy kolmé na smér od Zemé k Sgr A*.

Poloha hvézdy na obloze (z(t), y(t))T v ¢ase t je tedy urcena vektorovou funkci f,
jejiz predpis ziskdme dosazenim (14) do (15) a vynechdnim z-ové soutadnice, kterou

neméiime!?), tj.
x(t) )
= 94 ris 7T .
(y(t)) f(aver 7w7tpe t )
Necht jsou zméfeny pozice hvézdy (z,yx)" v ¢asovych okamzicich t, k = 1,..., K.

Potom pro tyto okamziky mtizeme spocitat i pfedpoklddanou polohu (x(tk), y(tk))T,
kterda ovSem zavisi na zatim neznamych parametrech funkce f. Jak dobfe model
popisuje realitu, 1ze hodnotit podle rozdild méfenych a predpokladanych poloh

ok \ _ (k) _ (@(tR)) _ (7R _ ‘ .
<5yvk> B <yk> <y(tk)> B (yk> fla,e,i, 2,0, tperi, te, T).

9) Priise¢nice rovin ABS a A’B’S’ se nazyva uzlovd primka.
19y Radialni slozku lze pocitat integraci radialni rychlosti méfené pomoci Dopplerova jevu.
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Budeme tedy hledat parametry, pro které je vektor slozeny ze vsech (5$7k,5y7k)—'—
v jistém smyslu nejmensi. Pokud jako vstupni data pouzijeme udaje z ¢lanku [4] (viz
obr. 5) a parametry hleddme standardni metodou nejmensich étverct (viz napt. [1]),
vysledné elementy drahy jsou

a=0,1190" +0,0037", e = 0,8730 & 0,0145, i = —47,6° +£0,9°,
Q= —437° +38°, w = 64,6° & 3,0°, tperi = 2002,327 £ 0,017

a obé&znd perioda T' = 15,40 £ 0,17 let. Dosadime-li za o (pfevedené na metry) a ' do
(11), pak hmotnost ¢erné diry vychazi

M, = (3,63 4+0,51) - 10° M. (16)

Poznamenejme jesté, Zze zatim neni mozné presnéji stanovit pozice jednotlivych
méfeni drahy v dtsledku pixelové struktury snimkt. Vyhodou tohoto postupu ale
je, ze dokaze plné vyuzit veskerd dostupné data a ze kromé urceni prislusnjch velicin

poskytuje 1 jejich pfesnosti (viz [7]).
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Obr. 5. Méfena data jsou oznacena krouzky, predpokladané polohy S2 hvézdickami a projekce
ohniska krizkem.
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V dostupné literatuie se setkdvdme s podobnymi hodnotami jako v (10), (13)
a (16), napt. podle [16] je M, = (3,7 +1,5) - 10° M, ¢lanek [4] zase uvadi hodnotu
M, = (3,65 £ 0,25) - 106 Mo,

Existuji jesté dalsi metody umoznujici pfiblizné odhadnout hmotnost M,. Napriklad
podle celkového rozlozeni hmoty v okoli centra nasi Galaxie lze extrapolaci dospét
k hodnoté M, = (2,6 +0,2) - 105 M, (viz [16, str. 696]).

4. Zavéreéné poznamky

P#i dalsim priiletu hvézdy S2 pericentrem!!) budeme mit mnohem piesnéjsi data
k urceni skutecné hodnoty M,. Budeme moci stanovit také hodnotu staceni pericentra
a overit tak Einsteinovu obecnou teorii relativity ve velice silném gravitacnim poli
obfi ¢erné diry. Zdroj Sgr A* tak predstavuje obrovskou kosmologickou laboratof,
kde je moZno testovat predpovédi Einsteinovy teorie. Astronomové navic objevili,
7e zafeni vychazejici z velice blizkého okoli Sgr A* vykazuje periodu 17 minut, coz
pravdépodobné souvisi s rotaci ¢erné diry nebo s obéhem néjakého télesa v jeji té€sné
blizkosti. Spocitali také, ze kdyby objekt Sgr A* nebyl supermasivni ¢ernou dirou, ale
systémem mensich ¢ernych dér a neutronovych hvézd o stejné thrnné hmotnosti, pak
by takovy systém zkolaboval do jedné obii c¢erné diry zhruba béhem 100000 let.

Pfipomenme jesté, ze existenci Cernych dér predpovédél britsky astronom John
Michell jiz v roce 1783. V dopise Kréalovské spolec¢nosti pise, ze kdybychom uvazovali
objekt, ktery mé stejnou hustotu jako Slunce, ale polomér 500krat vétsi, pak by svétlo
emitované jeho povrchem bylo zpétné pfitazeno v disledku silné gravitace (doslovné
znéni je uvedeno v [6, str. 311] a [14, str. 50]). O t¥indct let pozdé&ji vyslovil stejnou
myslenku Pierre Simon Laplace ve svém dile Le Systéme du Monde (1796), aniz by
se na Michella odkazoval. Termin ,black hole“ zavedl americky teoreticky fyzik John
Archibald Wheeler v roce 1967, spoluautor zndmé uc¢ebnice MTW (viz [15]).

Prvni rentgenovy zdroj, objeveny v roce 1964, u néhoz vzniklo podezieni, ze jde
o ¢ernou diru, nese oznaceni Cygnus X-1. Nachézi se v tésné blizkosti modré hvézdy
HDE 226868 (viz [9, str. 481]), se kterou obihd kolem spole¢ného t&zisté jednou
za 5,6 dne. Detailni analyzou ziskanych dat bylo zjisténo, Ze zdroj Cygnus X-1 ma
hmotnost alesponn 7 Mg, a nemuze byt tedy ani biljm trpaslikem, ani neutronovou
hvézdou.'?) Kdyby $lo o oby¢ejnou hvézdu této hmotnosti, musel by byt Cygnus X-1
srovnatelné jasny jako jeho modry privodce. Zadné detekovatelné zafeni v optickém
oboru ale Cygnus X-1 nevydava (viz [20, str. 314]).

V roce 1971 astronomové pozorovali velice aktivni jadra nékterych galaxiil®) a na
zakladeé jejich energetickych projevii vyslovili domnénku, Ze se v jejich centrech pravde-
podobné nachézeji cerné diry o hmotnostech miliard Slunci. Dnes jiz téméf se stopro-

11y Dalsi prulet pericentrem nastane koncem roku 2017.

12) Maximéalni hmotnost bilého trpaslika, resp. neutronové hvézdy je ptiblizné 1,4 Mg,
resp. 4 M.

13) Néazev ,galaxie“ pochézi z feckého slova yaho oznacujici mléko.
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centni jistotou vime, Ze se ¢erné diry nalézaji ve stiedech galaxii a kulovych hvézdokup,
v blasarech, v kvasarech i mikrokvasarech (viz [10]). Podle dat ziskanych z Hubblova
kosmického dalekohledu mé Gernd dira uprostied Velké galaxie v Andromedé (M 31)
hmotnost 30 az 70 miliontt Mg (viz [6, str. 284]). Na pocétku roku 2004 astronomové
zaregistrovali pad hvézdy do cerné diry v centru galaxie RXJ1242-11 vzdalené od nas
700 miliont svételnych let.

Podé&kovani. Na zdvér nam dovolte podékovat doc. RNDr. LE0OSI DvoRAKOVI, CSc., RNDr.
JikiMU GRyGAROVI, CSc., Mgr. HELENE HOLOVSKE a Mgr. VoJTECHU PRAVDOVI, Ph.D., za
cenné diskuse a pFipominky. Prace byla podpofena granty A 1019201 GA AV CR a G11961
FRVS.
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