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Choquetova teorie kapacit

Jaroslav Lukes, ITvan Netuka a Jiri Vesely, Praha

1. Newtonova kapacita

Jednou ze zékladnich otazek klasické teorie potencialu je problém existence rov-
novazného rozlozeni. Z pohledu elektrostatiky problém spocivd v nalezeni rozlozeni
elektrického naboje na vodi¢i umisténém uvniti uzemnéné sféry. Naboj se rozlozi na
povrchu vodice tak, Ze jeho potencial je na vodi¢i konstantni. Protoze vné vodice
neni zadny naboj, potencial rovnovazného rozlozeni je vné vodi¢e harmonickou funkci
a je na uzemnéné sféfe roven nule. Ve fyzice se podil celkového naboje rovnovazného
rozlozeni na vodiéi a (konstantni) hodnoty rovnovazného potencidlu na vodi¢i nazyva
kapacita (kondenzatoru tvofeného vodi¢em a sférou) ).

V naSem matematickém vykladu bude roli vodice hrat kompaktni podmnozina K
eukleidovského prostoru R™ dimenze m > 2 a za naboj na K budeme povazovat
borelovskou miru p s nosi¢éem supp p C K. Abychom se vyhnuli zavddéni Greenova
potencidlu, misto vnitiku sféry budeme uvazovat cely prostor. Pfipomenme, Zze New-
tonuv potencidl miry p s kompaktnim nosicem v K je funkce

du(y)

Y2 x € R™.

Np:zvr—
K |r—

Predpokladejme, ze pro kompaktni mnozinu K C R™ existuje mira pu s nosi¢em
v K takové, ze Ny =1 na K. Potom je Nu rovnovazny potencial pro K a v souladu
s elektrostatikou se kapacitou cap(K) kompaktu K rozumi ,velikost naboje“, tj. u(K).
Je-li K napf. uzaviend koule B(0,7) o stfedu v poc¢atku a poloméru r, rovnovazny
potencial ma v bodé z € R™ hodnotu?)

m—2

r min(|:v|27m7 7'27"1)

1y Podrobnéjsi vyklad lze nalézt nap¥. v [30] nebo [31].
2) Toto tvrzeni je dokdzano napf. v [6], s. 135.

Prof. RNDr. JAROSLAV LUKES, DrSc. (1940), katedra matematické analyzy MFF UK,
e-mail: lukes@karlin.mff.cuni.cz; prof. RNDr. IvAN NETUKA, DrSc. (1944), MFF UK,
e-mail: netuka@karlin.mff.cuni.cz; doc. RNDr. JIRf VESELY, CSc. (1940), Matematicky
ustav MFF UK, e-mail: jvesely@karlin.mff.cuni.cz; Univerzita Karlova, Matematicko-
-fyzikalni fakulta, Sokolovska 83, 186 75 Praha 8 — Karlin.

Podporovano vyzkumnym zadmérem MSM 1132 00007.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 47 (2002), ¢. 4 265



a je 7™~ 2-nasobkem potencialu normalizované povrchové miry na sféfe S(0, 7). Proto

tedy cap (B(O7 r)) = r™~2, 7 toho je jiz vidét, jak daleko mé kapacita jako mnozinova
funkce, zatim definovana na kompaktech, od vlastnosti aditivity?).

Pro kompaktni mnozinu K obecné neexistuje mira g na K takova, ze Ny =1
na K, napt. pokud ma kompakt K ,ostré hroty“. Pro kompakt K C R™ se definuje
Newtonova kapacita K rovnosti?)

cap(K) = sup{v(K) : supprv C K, Nv <1 na K}.

Vyznamné misto v teorii potencialu zaujimaji mnoziny nulové kapacity. Hraji roli
zanedbatelnych mnozin, podobné jako mnoziny nulové Lebesgueovy miry v teorii
integralu.

Pripomenime, ze P C R™ se nazyva poldrni, jestlize pro kazdou kouli B C R™
existuje mira v s kompaktnim nosi¢em takova, ze PN B C {z € R™: Nv(z) = co}.
Pro kompakt K C R™ plati toto tvrzeni: cap(K) = 0, pravé kdyz K je mnozinou
,polu“ urcitého Newtonova potencialu, tedy pravé kdyz existuje mira v na K takova,
7e K ={z € R™: Nv(z) = 00} ®). Tedy kompaktni mnoZina je polarni, pravé kdyz
m4 nulovou kapacitu®). Mnozina ,pdli“ Newtonova potencidlu neni vsak obecnd
kompaktni, takze zatim nemuiZeme o jeji kapacité nic fici. Pro libovolnou mnozinu
M C R™ lze samoziejmé definovat vnitini kapacitu

cap, (M) = sup{cap(K) : K kompaktni, K C M}.

Potom plati, ze mnozina P je poldrni, prdveé kdyZ md nulovou vnitrni kapacitu. Ve

skutecnosti vsak plati daleko silnéjsi vysledek: polarni mnoziny splyvaji s mnozinami
vné&jsi kapacity nula’), kde se, v analogii s teorii miry, pro M C R™ definuje

cap®(M) = inf{cap, (V) : V oteviend, V O M}.

3) V dalsim vykladu ukazujeme, jak se pfirozenym zpusobem zavadi pojem kapacity pro
kazdou borelovskou mnozinu. Nésledujici tvrzeni dokdzané v [8] ukazuje, Ze pojem kapacity
je protipélem aditivnich mnozinovych funkci: KaZdd borelovska mnozina kladné kapacity je
disjunktnim sjednocenim nespocetné mnoha borelovskych mnozin stejné kapacity.

4) Pojem kapacity byl matematicky poprvé zaveden r. 1924 N. Wienerem v [32]. Pro
kompaktni mnozinu K C R™ se uvazuje oteviena mnozina S s hladkou hranici 0S5 a vnéjsi
normélou n° takové, ze K C S. Kapacitou mnoziny K Wiener rozumi &slo

—cm/ n’ - grad u do,
as

kde ¢ je kladny normalizacni faktor a o je povrchova mira na 0S. V uvedeném ¢lanku uziva
Wiener pojem kapacity k dikazu nutné a postacujici podminky pro regularitu hrani¢niho
bodu pro Dirichletovu tlohu (tzv. Wienerovo kritérium).

%) Tzv. Evansova véta; viz [16], s. 152. Elementéarni p¥istup lze nalézt v [7].

%) Klasicka teorie potencidlu mé sviuj pravdépodobnostni protéjsek zaloZeny na studiu
Brownova pohybu; viz [28], [13]. V ném pak poldrni mnoziny vystupuji, intuitivné feceno,
jako ty, které brownovska castice ,nevidi“: P je poldrni, prdvée kdyz s pravdépodobnosti 1 tra-
jektorie Zddné brownovské cdstice nenarazi na P. Matematickou formulaci lze nalézt napf.
v [28], s. 20 a 144, nebo [8], s. 283, & [13], s. 636.

7) Historické poznamky o polarnich mnozinach a jejich vztahu k mnozinam vnitini a vnéjsi
nulové kapacity lze nalézt v [16], [6] ¢i [21].
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Vnitini kapacita se v teorii potencidlu ¢asto vyskytuje. Napt. se dokazuje, ze vnitini
kapacita mnoziny iregularnich bodd pro Dirichletovu tlohu na omezené oteviené
mnoziné je rovna nule®). Také plati, Ze infimum kazdé neprazdné mnoziny potencialii
se lis od jistého potencidlu pouze na mnoziné nulové vnitini kapacity”). Je mozné
vysledky tohoto typu zesilit tim, Ze zaménime vnitini kapacitu za vnéjsi? Tato otazka
nas vede k problému kapacitability'?): které mnoziny jsou kapacitabilni, tj. pro které
mnoziny M C R™ plati rovnost cap, (M) = cap*(M)?

2. Choquetova kapacita a vnéjsi kapacita

vevs

Problémem kapacitability se budeme zabyvat v obecnéjsim kontextu. Dale budeme
misto R™ uvazovat lokalné kompaktni (Hausdorfftiv) topologicky prostor X se spo-
Cetnou bézi a symbolem /(X)) nebo jen K oznadime systém vSech kompaktnich pod-
mnozin prostoru X. Nasledujici definice Choquetovy kapacity je motivovana dvéma
skutec¢nostmi:

(1) vlastnosti z jeji definice mé Newtonova kapacita,
(2) pokud pfirozenym zptisobem rozsifime Choquetovu kapacitu na vnéjsi a vnitini
kapacitu, tvofi kapacitabilni mnoziny velice rozsahly mnozinovy systém.

Rikame, Ze funkce v : K — [0, 0) je Choquetova kapacita, jestlize plati:

(a) jsou-li K,L € K a K C L, pak v(K) < ~v(L);

(b) jsou-li K, € K, K, \\ K, pak v(K,,) — v(K);

(c) jsou-li K, L € K, pak v(K UL) +~v(KNL)<~(K)+~(L).

Jingmi slovy: Choquetova kapacita je neklesajici nezapornd (reilnd) mnozinova
funkce definovana na kompaktech, ktera je zprava spojita a silné subaditivni.

Pro Choquetovu kapacitu se vnitrni a vnéjsi kapacita vytvareji pfirozenym zpuso-
bem, podobné jako pro Newtonovu kapacitu: pro A C X klademe

V+(A) =sup{y(K): K € K, K C A},

v (A) = inf{7,.(U) : U oteviend, U D A}.
Mnozina A se nazyva kapacitabilni, jestlize v.(A) = v*(A). Snadno se odvodi, ze pro
K € K plati v(K) = v*(K), takZe kapacitabilitu lze vyjadfit pomoci vnéjsi kapacity
takto: mnozina A C X je kapacitabilni, pravé kdyz

v (A) =sup{y*(K): K € K, K C A}. (%)

8) Elementarni diikaz je uveden v [7].

9) Obecnéjsi tvrzeni lze nalézt napi. v [6], [16] ¢ [21].

10y 'V ¢lanku Vznik teorie kapacit: zamysleni nad vlastni zkusenosti G. Choquet zajimavé
popisuje, jak k vété o kapacitabilité dospél; viz [19].
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Z vlastnosti (a), (b) a (c¢) G. Choquet odvodil'!), Ze uvedenym postupem vytvoiena
mnozinovéa funkce v* definovand na systému P(X) vSech podmnozin prostoru X je
vnéjsi kapacita ve smyslu nasledujici definice:

Rikame, e funkce ¢ : P(X) — [0, 00] je vnéjsi kapacita (na X), jestlize m4 tyto dvé
vlastnosti:

o0
(a) supc(4,) = c( U An> pro kazdou neklesajici posloupnost {A,} podmnozin
n=1
prostoru X;
oo
(b) inf ¢(K,,) = c( N Kn) pro kazdou nerostouci posloupnost {K,} kompaktnich
n=1
podmnozin prostoru X.
Pro vnéjsi kapacitu ¢ se v souladu s podminkou (*) mnoZina A C X nazyva c-kapa-
citabilni, jestlize
c(A) =sup{c(K): K € K, K C A}.

Déle budeme mnozinu A C X nazyvat univerzdlné kapacitabilni, kdyz A je c-kapa-
citabilni pro kazdou vnéjsi kapacitu ¢ na X.

V &asti 3 dokazeme, 7e kazda analytickd mnozinal?) v X je univerzalné kapaci-
tabilni1?), a v ¢asti 4 ukaZeme, 7ze kazd4 borelovskd mnoZina je analytick. Systém

kapacitabilnich mnozin je tedy prekvapivé bohaty.

3. Choquetova véta o kapacitabilité

Pfed definici analytické mnoziny zavedeme toto oznaceni. Pro lokalné kompaktni
prostor Z oznatime K,5(Z) systém vSech spoetnych prunikit mnozin, které jsou
spocetnymi sjednocenimi kompaktnich podmnozin prostoru Z. Plati tedy

Ko5(Z) = {ﬂ |J Kij : Kij kompaktni, K;; C Z}.
i=1j=1

Pokud bychom v této definici navic pfedpokladali, Ze pro kazdé prirozené i je posloup-
nost {K;;}32; neklesajici, dostali bychom opét stejny systém.

11y Véta o rozsifeni Choquetovy kapacity na vnéjsi kapacitu je dokdzdna napt. v [18],
Volume I, [6], [16], [21].

12y Poznamenejme, ze neexistuje terminologickd jednota: analytické mnoziny se casto
nazyvaji suslinovské. Kofenim téchto a dalsich nazvii je vénovan ¢lanek [23], ktery obsahuje
pokus o zhodnoceni podilu P. S. Aleksandrova, F. Hausdorffa, N. N. Luzina a M. Ya. Suslina
na vytvoreni tohoto pojmu. O ruznych pfistupech k analytickym mnozinam se lze poudit
napt. z [13], [18], Volume I, [21], dil III.

13) Véta o kapacitabilité je pro obecnéjsi kontext Hausdorffovych topologickych prostoru
vylozena nap¥. v [18], Volume I. Tamtéz je studovana také zcela abstraktni (netopologickd)
teorie kapacitability. Z dalsich prament uvadime [27], [10], [11], [20]. N&S vyklad sleduje
pfistup, jehoz autorem je C. Dellacherie a ktery je prezentovén v [8]; viz téz tam uvedené
citace.
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Necht X je lokalné kompaktni topologicky prostor se spocetnou bazi. MnoZina
A C X se nazyva analytickd, jestlize existuji lokalné kompaktni prostor Y se spocetnou
bézi a mnozina B € K,5(X x Y) takové, Ze A je obrazem B pii projekci mx prostoru
X x Y na X. Systém v8ech analytickych podmnozin prostoru X oznaéime A(X).

Protoze kazdy lokalné kompaktni prostor se spocetnou bazi je podprostorem kom-
paktniho prostoru se spocetnou bazi, v definici analytické mnoziny lze predpokladat,
7ze Y je dokonce kompaktni prostor.

Dalsi postup bude tento: pomoci topologické hry zavedeme pojem hyperkapacita-
bilni mnoziny. Pak dokaZeme, Ze kazda hyperkapacitabilni mnozina je univerzalné
kapacitabilni a ze kazda analytickda podmnozina prostoru X je hyperkapacitabilni.

Pro popis topologické hry je ucelné zavést pojem kapacitance. Podmnozina
C C P(X) se nazyva kapacitance (na X), splituje-li tyto dvé podminky:

(a) jeliAeC, AC A C X, pak A’ € C;
(b) je-li {A,} neklesajici posloupnost podmnozin X, pro kterou U A, €C, pak

n=1

existuje prirozené ¢islo n takové, ze A,, € C.

Jednoduchymi p¥iklady kapacitanci jsou napf. P(X), dale systém vSech neprazd-
nych podmnozin X nebo systém vSech nespocetnych podmnozin X. Velmi dilezity je
tento ptiklad: jestlize ¢ je vnéjsi kapacita na X a a € R, pak {A € P(X): ¢(A) > a}
je kapacitance. Pojem kapacitance intuitivné popisuje systém dostateéné , masivnich“
mnozin.

Protoze prostor X mé spocetnou bazi, existuji kompaktni mnoziny K, C X, pro néz
K, /" X. Je-li tedy C kapacitance na X a A € C, pak pro vhodné n plati AN K, € C
podle (b), tudiz A obsahuje relativné kompaktni podmnozinu z C.

Nyni popiSeme topologickou hru: hraji ji dva hraci, Hra¢ «, ktery voli kapacitance,
a Hrac f3, ktery voli podmnoziny prostoru X.

Necht A C X. Nejprve Hra¢ o zvoli kapacitanci C; takovou, ze A € C;. Hra¢ (8
odpovi volbou relativné kompaktni mnoziny A; C A, pro niz A; € C;. Nato Hrac¢ o
zvoli kapacitanci Cy tak, aby A; € Co, a Hra¢ 3 vybere mnozinu As C Ap, pro niz
Ay € Cy. Hra pokracuje analogicky timto zptisobem déle. Rekneme, 7e Hra¢ 3 ve hie
zvitézil, kdyz je kompaktni mnozina ﬁ A, ¢asti mnoziny A. MnoZina A se nazjva

n=1
hyperkapacitabilni, kdyz Hra¢ § mize zvitézit nezavisle na tom, jak Hra¢ o voli

kapacitance.

3.1. Tvrzeni. KaZdd hyperkapacitabilni podmnoZzina prostoru X je univerzdlné kapa-
citabilni.

Dikaz. Necht A C X je hyperkapacitabilni mnozina, ¢ je vnéjsi kapacita a necht
a < c¢(A). Protoze Hra¢ o muze pokazdé volit nezavisle na n kapacitanci

n = {BEP(X>C(B) >(l},

existuje nerostouci posloupnost relativné kompaktnich mnozin A, C A takovych, ze
o0

c(A,) > a pro viechna n a pro mnozinu K = (] A4, plati K C A. Ziejmé K je

n=1
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kompaktni mnozina, pro niz plati
c(K) = inf ¢(A,) = inf c(A,) = a.

Tim jsme dokéazali, Ze A je c-kapacitabilni mnozina. m
3.2. Véta. Kazdd analytickd podmnozina prostoru X je hyperkapacitabilni.

Diikaz. Necht A € A(X). Podle pfedpokladu existuje kompaktni prostor Y se spocet-
nou bézi a pro kazdé i, j € N existuje kompaktni mnozina K;; v X x Y tak, Ze pro
kazdé i € N je posloupnost {K;}52, neklesajici a pro mnozinu

B=UK;

i=1j=1

plati 7mx(B) = A. Necht C; je kapacitance na X, pro niz A € C;. Posloupnost
{BN Ky;}32, je neklesajici a jeji sjednoceni je rovno B, takze posloupnost
{mx(B N K1;)}32; je neklesajici a jeji sjednoceni je rovno mnoziné A. Protoze C; je
kapacitance, existuje m; € N takové, ze Ay = mx (BN Kipm,) € C1.

Hraé « voli nyni kapacitanci Ca, pro niz A; € Cy. Protoze je B N K1, sjednocenim
neklesajici posloupnosti { B N K1, N K2;}32,, existuje ma € N tak, ze

Ay = 7Tx(B N K1m1 N Kgmz) € Cs.
Hrac¢ (§ tedy vzdy mitize zvolit posloupnost { Ay, }52 ; mnozin tvaru
Ap =7x(BN Ky, N Ko, NN Kpm,)

pro vhodnou posloupnost {m,,}>2 ; pfirozenych ¢isel. Definujeme-li

je {K,,}22; nerostouci posloupnost podmnozin X x Y. Pfitom jsou v8echny K,, kom-
paktni, a proto

7"'X([(n> =TX ( Kn)7
1

n=1 n—=

a tedy plati

8

A, C ﬁwX(Kn) :Wx( Kn) Crnx(B)=A

13

n

a mnozina A je hyperkapacitabilni. m

3.3. Korolar. KazZdd analytickd podmnoZina prostoru X je univerzdlné kapacitabilni.
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3.4. Poznamka. Je zndmo'?), Ze systém analytickych podmnozin splyvé se systémem

hyperkapacitabilnich mnozin.

3.5. Priklad. Ozna¢me \* vné&jsi Lebesgueovu miru na R a 7 nechf je ortogonalni
projekce R? na osu x. Pro M C R? definujeme

(M) = X (m(M)).

Neni obtizné si rozmyslet, Ze ¢ je vn&jsi kapacita. Necht N C [0,1] je mnozina, ktera
neni lebesgueovsky méfitelné, a necht

My =N x {0}, My=[0,1]x{0} a M;s=]0,1]x {1}.

Mnoziny M7 U M35 a My jsou ziejmé kapacitabilni, avsak M; = (M; U M3) N M» kapa-
citabilni neni. Pfiklad ukazuje, Ze systém vSech kapacitabilnich mnozin neni uzavieny
ani na konecné pruniky. Snazit se tedy dokazovat kapacitabilitu borelovskych mno-
zin podle klasického schématu (dokazat kapacitabilitu otevienych mnozin a odvodit
uzavienost systému kapacitabilnich mnoZin na spodetnd sjednoceni a na dopliiky) je
beznadéjné.

4. Analytické a borelovské mnoziny

V této casti ukazeme, ze kazda borelovskd podmnozina prostoru X je analyticka.
Nejprve dokdzeme, ze A(X) je systém uzavieny na spocetné priniky a spodetna
sjednoceni.

4.1. Tvrzeni. Necht {A,} je posloupnost mnozin z A(X). Potom [\ A, € A(X)
a U A, € AX). =t
n=1

Diikaz. Zvolme kompaktni prostory Y,, se spocetnou bazi a mnoiiny B, e K,s(X xY,)
takové, ze mx (By) = A,. Potom je topologicky sou¢in Y = H Y,, kompaktni prostor

n=1
se spocCetnou bazi. Pro n € N ozna¢me ¢, projekci prostoru X xY na X xY,,.

Vzor kazdé kompaktni podmnoziny prostoru X x Y,, pfi zobrazeni ¢, je kompaktni
podmnozina v prostoru X x Y, takze

B, =9, (By) € Kos(X xY) a B' =[] B, € Kos(X xY).
n=1
K dukazu, ze [ A, € A(X), staci ovéfit rovnost mx (B’) = ﬂ A, Jedna inkluze je
n=1
zfejmé, nebot wx(B') C wx(B),) = A, pro kazdé n. Necht tedy x € ﬂ A,,. Potom

n=1

pro kazdé n € N existuje y, € Y, tak, ze (x,yn) € By. Tudiz pro y = {y,}°2, plati

14y O vztahu analytickych a hyperkapacitabilnich mnozin se lze pouéit v [10].
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(x,y) € X xY apy(z,y) = (x,yn) € By pro kazdé n € N, neboli (z,y) € B’. Dokézali
jsme, ze x € wx(B’), a rovnost je ovéfena.
Neni tézké si rozmyslet, ze
B" = [ J(B], x {n}) € Kos(X x Y x N),
n=1
takze |J An =7x(B") € AX). m
n=1
4.2. Korolar. Kazdd borelovskd podmnoZina prostoru X je analytickd.
Diikaz. Pro B C X ozna¢me B€ dopln€ék mnoziny B. Definujme
D={Ac AX): A € A(X)}.

Pak A € D, pravé kdyz A° € D. Je-li {A,}52, posloupnost mnozin z D, je podle

tvrzeni 4.1 - - . -
U 4n € AX), (U An) =) 45, € A(X),
n=1 n=1

n=1

o0
tudiz |J A, € D. Jestlize K C X je kompaktni mnozina, potom je zfejmé K x {1} €
n=1
€ Kys(X x {1}), a proto K = wx(K x {1}) € A(X). Protoze systém D je uzavieny
na spocetné sjednoceni a pro kazdou otevienou mnozinu U je U a také U spocetnym
sjednocenim kompaktnich mnozin, kazda oteviend mnozina je prvkem D. Pro systém

B(X) borelovskych podmnozin X tudiz plati B(X) C D C A(X). m

4.3. Poznamky. (a) Je znamo'®), ze systém borelovskych mnozin splyva s D, neboli
7e borelovské mnoziny jsou pravé vSechny analytické mnoziny, jejichz doplnék je
analyticky.

(b) Obraz borelovské podmnoziny R? pii projekci na R nemusi byt borelovska
mnozinal%), avSak je to vzdy analytickd mnozina. Ve skutec¢nosti se analytické mnoziny
chovaji rozumné i pii obecnéjsich zobrazenich!?): Je-li A € A(X), Y lokdlné kom-
paktni prostor se spocetnou bazi a ¢ : X — Y borelovsky meritelné zobrazeni, potom

p(A) € AY).
Odtud vyplyva toto dulezité tvrzeni: Pro mnozinu A C X jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:
(i) mnoZina A je analytickd;
(ii) existuje lokdiné kompaktni prostor Y se spocetnou bazi, borelovskd mnoZina
B CY a spojité zobrazeni ¢ : Y — X takové, Ze o(B) = A;
(iil) existuje lokdiné kompaktni prostor Y se spocetnou bazi, borelovskd mnoZina
B CY a borelovsky méritelné zobrazeni ¢ : Y — X takové, Ze p(B) = A.

15) Tvrzeni vyplyva napt. z oddélovaci véty pro analytické mnoziny; viz [8], s. 33.

16y Obecnéjsi situace je studovana v [22] v § 38. Poznamenejme, ze pravé chyba v Lebesgue-
ové dikazu nespravného tvrzeni, Ze projekce borelovské mnoziny je borelovska, vedla k zave-
deni analytickych mnozin.

17y Dukaz tvrzeni, ze borelovsky obraz borelovské mnoZiny je analyticky, je pro lokalné
kompaktni prostory X, Y se spoéetnou bazi uveden napt. v [§], s. 32-33.
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5. Aplikace

5.1. Teorie miry. Nechf u je borelovskd mira na lokdlné kompaktnim prostoru X se
spoCetnou bazi, kterda je konecnd na vSech kompaktech v X. Definujme obvyklym
zptsobem vnéjsi miru: pro M C X polozme

w* (M) =inf{u(G) : G oteviend, G O M}.

Snadno se dokaze, ze p* je vnéjsi kapacita. Podle véty o kapacitabilité plati pro kazdou
borelovskou mnozinu B C X

sup{u(K) : K kompaktni, K C B} = p(B) = inf{u(G) : G oteviend, G D B},

takze mira p je regularni.

5.2. Hausdorffovy miry. Pfipomerime definici h-Hausdorffovy (vnéjsi) miry v euklei-
dovském prostoru R™. Necht & : [0,00) — [0, 00) je rostouci spojita funkce, h(0) = 0.
Systém vSech uzavienych kouli v prostoru R™ ozna¢me B a pro B € B ozna¢me r(B)
polomeér koule B. Pro M C R™ a p > 0 definujme

mi (M) = inf{i h(r(B)): B, € B, r(Bn) < 0, M C [j Bn}.

n=1

Potom

se nazyva h- Hausdorffova mira mnoziny M. Aplikace véty o kapacitabilité umoziuje
dokézat toto pozoruhodné tvrzeni'8): Je-li M C R™ borelovskd (nebo obecnéji ana-
lytickd) mmnoZina, pro kterou mp (M) > 0, potom ezistuje uzaviend mnoZina F C M,
pro nizZ je

0 < mp(F) < oc.

5.3. Aproximace kapacit mirami. Je zndmo, ze Newtonovu kapacitu lze vyjadfit jako
horni obalku mnoziny Radonovych mér. Podobnou otézkou pro obecnéjsi kapacity se
zabyvali kupiikladu V. Strassen, C. Dellacherie ¢i B. Anger. Plati napt. nasledujici
véta o aproximaci:

Véta. Necht C je Choquetova kapacita na lokdlné kompaktnim prostoru X se spocet-
nou bdzi, C(0) = 0 a necht M je systém vsech borelovskijch mér p na X takovych, Ze
w(L) £ C(L) pro kazdou kompaktni mnoZinu L C X. Potom pro kazdé K € K(X) je

C(K) = sup{p(K) : p € M}.

Obecné vsak supremum (dokonce ani konvexni kompaktni) mnoziny Radonovych
mér neni Choquetova kapacita. Problém je v tom, Ze nemusi byt splnéna podminka (c)

18y Ditkaz pro M C R je uveden v [9], s. 11; pro obecnéjsi situaci je ddn podrobny navod.
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silné subaditivity v definici Choquetovy kapacity uvedené v kapitole 2. PouZitim
Choquetova integralu (viz odstavec 5.7) dospél B. Anger k charakteristice téch mnozin
mér, pro néz je jejich supremum Choquetova kapacital®).

5.4. Klasicka teorie potencialu. Necht M je podmnozinou eukleidovského prostoru R™
dimenze m > 2 a necht (pro jednoduchost) u je nezdporna spojitd superharmonicka
funkce na R™. Infimum vsSech nezdpornych superharmonickych funkci, které majo-
rizuji u na M, se nazyva redukce (funkce u na M) a znaci se RY. Nejvétsi zdola
polospojita funkce minorizujici RY se nazyva vymet (balayage) funkce v na M. Je to
superharmonické funkce, ktera se znaci f{]}f . Z Choquetovy véty o kapacitabilité plyne
pro borelovskou (obecnéji analytickou) mnozinu tento vysledek o aproximaci®®):
RY = sup{R¥ : K kompaktni, K C M},

RY = sup{R% : K kompaktni, K C M}.

Poznamenejme, Ze v obecnéjsim kontextu teorie potencialu (napf. v teorii potencidlu
pro rovnici vedeni tepla, v teorii harmonickych nebo vymetovych prostort) se zavadi
pojem podstatného vymetu. PfestoZe takovy vymet jiz nevede obdobnym zpisobem ke
kapacité, plati pro borelovské mnoziny analogické tvrzeni o aproximaci zdola pomoci

kompakti?!). K diikazu se hodi uzit faktu, Ze podle vét 3.2 a 4.2 jsou borelovské
mnoziny hyperkapacitabilni.

5.5. L,-teorie potencidlu s obecnym jadrem. Jako ukazku z nelinedrni teorie potencidlu
uvazujme tuto situaci: 1 < p < +o00, K je jadro, tj. zdola polospojita nezaporna funkce
na R™ x R™, m 2 1. Pro mé&fitelnou funkci f na R™ ozna¢me, jako obvykle,

i1 = ( / f(x)pdx)l/p

a pro méfitelnou nezapornou funkci f definujeme

Kf o [ K@u)fw) .
Pro libovolnou mnozinu M C R™ se L,-kapacita vzhledem ke K definuje takto:
cx (M) =inf{||f|I}: f=0, Kf Z1na M}.

Lze dok4zat??) (nmeni to vSak tplné jednoduché), Ze cx je vnéjsi kapacita. Proto je
kazda analytickd mnozina cg-kapacitabilni.

19) Problematice kapacity jakoZto horni obalky mnoZiny mér jsou vénovany napi. préce
], [5].

20y Diikaz lze nalézt napf. v [8], s. 248.

21y Odpovidajici tvrzeni v kontextu vymetovych prostori, které pokryvaji i pfipad nelo-
kalni teorie tzv. a-harmonickych funkci, 1ze nalézt v [8], s. 300.

22y Ditkaz je uveden v [3], s. 112. V této publikaci lze nalézt mj. vyklad o logaritmické
kapacité a analytické kapacité.
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5.6. Stochastické procesy. Siroké uplatnéni nalezla véta o kapacitabilité (v abstraktnéj-
$im pojeti) pfi ditkazech méFitelnosti nejriznéjsich velicin svazanych se stochastickymi
procesy. Kli¢em byva casto tato véta?3):

Necht (2, F, P) je prostor s dplnou pravdépodobnostni mirou, X lokdlné kompaktni
prostor se spocetnou bdzi a w je projekce X x {2 na §2. Jestlize je M mnoZina me-
ritelnd vzhledem k soucinu borelovské o-algebry podmnozZin X a o-algebry F, potom

T(M) e F.

5.7. Choquetuv integral. Pro prostor s mirou ({2, S, 1) umime, a to at jiz jakymkoliv
zpusobem, definovat Lebesguetv integral

fdp
2

pro dosti sirokou t¥idu funkci f. Neni vsak jiz prilis obvyklé definovat integral vzhledem
k vn&jsi mife na £224). Dale ukdzeme, jak je mozno definovat integral dokonce viici
vnéjsi kapacité. Pak nelze ocekévat, ze pfislusny integral, zavedeny G. Choquetem
v jeho fundamentélni praci o teorii kapacit?®), bude aditivni. Nicméné z mnozinové
funkce zdédi jisté strukturalni vlastnosti, jako je spojitost vzhledem k monoténnim
limitnim pfechodtim anebo jisté formy subaditivity.

Nez pfejdeme k dalsimu vykladu, ud€lejme jesté malou odbocku. Pii budovani teorie
kapacit jsme se z divodu srozumitelnosti omezili pfevazné na jejich popis v lokalné
kompaktnich prostorech. Tento omezujici pozadavek je mozno vynechat a uvazovat
kapacity na jinych mnozinovych systémech, které jiz nejsou nikterak svazany s topolo-
gickou strukturou. Abstraktné muzeme uvazovat na dané mnoziné X zcela libovolny
systém C jejich podmnozin, pro néjz pouze pozadujeme, aby obsahoval prazdnou
mnozinu. Pojem C-analytické mnoziny lze definovat analogicky jako v predeslé ¢asti:
Mnozina A C X je C-analytickd?%), existuje-li kompaktni (Hausdorffiv) prostor Y se
spocetnou bazi a mnozina B C X X Y, ktera je spocetnym prinikem mnozin, z nichz
kazda je spocetnym sjednocenim mnozin tvaru C' x K, kde C € C a K je kompaktni
podmnozina Y, takovd, ze A = wx(B). Zde je mx opét projekce X x Y na X.

Dale budeme predpokladat, ze systém C je uzavieny na tvoreni koneénych sjedno-
ceni a prunikd. Vnéjsi kapacitou vzhledem k systému C na P(X) nazyvame kazdou
mnozinovou funkci C : P(X) — [0, oo] spliiujici nasledujici pozadavky:

(a) supC(4,) = C( U An) pro kazdou neklesajici posloupnost {A4,,} podmnozin
n=1
prostoru X

(b) inf C(K,,) = C( N Kn> pro kazdou nerostouci posloupnost {K,} mnozin z C.
n=1

23) Ctenafe odkazujeme na [10], [27] a [13].

24y Jeden z prvnich pokusi zavést pojem integralu vzhledem k vnéjsi mire nalezi S. C. Fa-
novi [14].

25) Tato préce [17] se svym rozsahem pies 160 stran je spiSe knihou nez ¢lankem.

26) Podotknéme jenom, ze C-analytické mnoziny vznikaji ze suslinovské operace na sys-
tému C, viz [29], s. 385.
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Mnozinu M C X nazveme C-kapacitabilni, jestlize
C(M)=sup{C(K): K C M, K € Cs}.

Zde samoziejmé Cs znaci systém vsech spocetnych prunikt mnozin z C. Choquetova
véta o kapacitabilité pak plati i v tomto obecnéjsim kontextu: KazZdd C-analytickd
mnoZina je C-kapacitabilni 7).

Konecné fekneme, ze vnéjsi kapacita C je silné€ subaditivni na C, jestlize

C(AUB) + C(AN B) < C(A) + C(B)

pro libovolnou dvojici mnozin A, B z C.
Necht tedy C je vnéjsi kapacita na systému P(X) vSech podmnozin dané mnoziny X.
Je-li H* systém nezapornych funkci s hodnotami v [0, o], pak pro f € H* definujme
o0
/ de:/ C({z € X : f(z) 2 t})dt.
X 0
Tento integral se nazyva Choquetiv, nékdy téz horizontdlnd.

Reknéme si nejprve par slov k existenci integralu na pravé strané uvazované rovnosti.
Predevsim funkce

t— C({zeX: f(z) =2t}), te(0,00),

je nerostouci a shora polospojita na intervalu (0, 00). Kazda z téchto vlastnosti jiz staci
k tomu, aby integral na pravé strané existoval jako Lebesguetiv. Dokonce existuje i jako
nevlastni Riemanniv integral®®).

Jsou znamy zpisoby, jak prirozené rozsitit definici Choquetova integralu na funkce
s hodnotami v [—o0, 0] 2%).

Thned je vidét, ze funkcional @ : f — f + £ dC je pozitivné homogenni a neklesajici
na H*. Plati totiz

/)\de:)\/ fdC pro A=0 a feH™, a
X X
/de§/gdC, pokud f,geHt a f<g.
X X

Nelze ocekévat, ze by @ byl obecné aditivni funkcional na HT. Na druhé strané se

lehce ukaze, ze
/(f+g)dC§2(/ fdc+/gdc>
X X X

27y Diikaz je proveden v knize [29], s. 397.
28) Ctenaf miize konzultovat ¢lanek [24], kde se podobna definice Lebesgueova integralu
vysetiuje.

29) Viz napf. monografii [12], vénovanou systematickému vykladu neaditivnich mnozino-
vych funkci.
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pro libovolné funkce f,g € HT. Vznik4 p¥irozens otizka, zda & je dokonce subaditiv-
nim funkciondlem na H™, tj. zda pro f,g € H* je

/X<f+g)d0§/xfdc+/xgdc.

Vlastnost subaditivity funkciondlu @ se tési velkému zajmu, fada autori ji dokazala za
riznych dodateénych piredpoklad®?). Piivodni diikaz véty o subaditivité pro kapacity
v lokélné kompaktnich prostorech nalezi G. Choquetovi. Zde uvedeme abstraktni verzi
vty o subaditivité: Funkciondl @ je na prostoru HT subaditivni, prdvé kdyz vnéjsi
kapacita C je siln€ subaditivni na C.

Choquetova kapacita a integral nachézeji, zejména v posledni dobé, uplatnéni v méalo
ocCekavanych oblastech. Vyskytuji se Casto ve statistice, teorii rozhodovani, umélé
inteligenci, teorii her, ekonomii a finanénictvi3!).

5.8. Reprezentace Daniellova integralu. Uvazujme na dané mnoziné P wvektorovy
svaz Z realnych funkci, tj. takovy vektorovy prostor, ktery s kazdou funkci obsahuje
i jeji absolutni hodnotu, a predpoklddejme, Ze Z spliluje jesté Stoneovu podminku
(s kazdou funkei f obsahuje Z i funkci min(f,1)). Daniellovgm integrdlem na Z rozu-
mime linedrni nezdporny funkcional A, ktery je spojity v nésledujicim smyslu:

je-li {fn} posloupnost nezdpornych funkci ze Z a f, \, 0, potom A(f,) — 0.

Jako ptiklad uvedme tfeba Riemanniv integrél na prostoru C([0, 1]) nebo na prostoru
C.(R™) v8ech spojitych funkei s kompaktnim nosi¢em na R™.

Cesta, jak Danielliv integral, ktery je zprvu definovan jen na ,malém“ systému
funkci, rozumnym zptisobem rozsifit na mnohem Sirsi systém funkci, je vcelku obecné
znadma. Lze ji nalézt ve skoro kazdé monografii, ktera obsahuje partie o abstraktni
integraci. Uziti Choquetovy teorie kapacit nabizi jiny pristup.

Nez vétu o reprezentaci vyslovime, uvedme jesté jednu definici. Je-li £ vektorovy
prostor redlnych funkci na mnoziné P, oznac¢ime o-algebru generovanou £ symbolem
a(L). Je to tedy nejmensi o-algebra obsahujici mnoziny typu {z € P : f(z) > a}, kde
f probiha mnozinu £ a a € R.

30y Uvedme naptiklad nékolik jmen: F. Topsge (1974), B. Anger (1977), P. J. Huber (1981),
R. C. Bassanezi a G. H. Greco (1984), A. Buja (1984), J. Kindler (1986) ¢i D. Schmeidler
(1986). Puvodni Choquetiv dikaz je v [17]. Abstraktni verzi, kterou uvadime, lze nalézt
v [12].

31y Klicova slova Choquet integral nas v Mathematical Reviews vedou k pojmim jako fuzzy
measures, decision processes, multimedia information retrieval, voting schemes, Choquet bar-
gaining solutions, preferential independence, representation of excessive functions, Ellsberg’s
paradoz, Savage’s theory; v recenzich lze ¢ist napf. market prices can be represented by the
Choquet integral with respect to a nmon-additive measure, the price of an insurance risk has
a Choquet representation with respect to a distorted probability. O vyznamu Choquetova
integralu se lze poudit napf. v praci [1], kterd je mimo jiné i rozsahlou studii riznych kapacit
v teoril prostori funkei a potencidlu; viz téz [15]. Z kniznich publikaci miizeme doporuéit [12].
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Daniellova-Stoneova véta o reprezentaci. Necht A je Danielliv integrdl na vektorovém
svazu Z funkci definovangch na mnoziné P a necht Z splriuje Stoneovu podminku.
Potom existuje prdvé jedna mira p na o(Z) takovd, Ze

A= [ rau mo fez.

Myslenka dukazu. UkdZeme cestu, jak vyuzit v dikazu této véty Choquetovu teorii
kapacit. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze systém Z obsahuje konstanty. Ozna¢me
X =P x[0,00) a

Ly ={(z,t) e X : f(x) >t}

pro kazdou nezapornou funkci f na P. Je-li C = {L;: f € Z, f =2 0}, definujme
C(Ly)=A(f) pro LjeC.

Musime si ovSsem uvédomit, ze tato definice je korektni. To vyplyva z toho, Ze zobrazeni
f Ly je prosté. Diky svazovym vlastnostem Z je systém C uzavieny na konecnd
sjednoceni a pruniky. Neni tézké ukéazat, ze C ma na systému C vlastnosti obdobné
vlastnostem Choquetovy kapacity na K z druhé kapitoly. Obdobné jako v ,lokalné
kompaktnim p¥ipadé* vytvofime z C mnozinovou funkci C* na P(X). V dalsim kroku
se pak dokaze, ze C* je vnéjsi kapacita vzhledem k C.

Nejtézsi cast dukazu spociva v ovéfeni, ze pro charakteristickou funkci x4 kazdé
mnoziny A ze systému o(Z) mnozina L, , je C-analytickd. Potom se definuje

pu(A) = C*(Ly,)

a pomérné snadno se dokaZe, Ze mira y méa pozadované vlastnosti.>?) m

Zavéretna poznamka. Dne 21. kvétna 2002 se ve Velké aule Karolina uskutecénilo
slavnostni shromézdéni, pfi némz bylo pfipomenuto 50. vyroci vzniku Matematicko-
-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy a udélen cCestny doktorat francouzskému ma-
tematikovi prof. G. Choquetovi. K této prilezitosti byla vydana publikace Professor
Gustave Choquet, Doctor Universitatis Carolinae Honoris Causa Creatus, Matfyz-
press, Praha 2002 (editofi: J. LUKES, I. NETUKA, J. VESELY), v niZ je tento text
uveden.
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