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vyfesit problémy s Zivotnosti laserd hlavné odstranénim defekti z aktivni oblasti,
ale také snizenim proudového a teplotniho zatiZeni soucastek — znovu s prispénim
heterostruktur.

Vybér laureatt nebyl jisté jednoduchy, nebot struktury dnes pouzivané v popisova-
badateld. Urcit skutec¢né autory téch prvnich praptvodnich napadid také nebyva jed-
noduché. Jisté je, Ze letosni drzitelé Nobelovy ceny byli v pravy ¢as na pravém misté,
méli ty spravné napady a vcas je publikovali.
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Monte Carlo podle Markova

Viclav Dupad, Praha

1. Simulace nahodné veli¢iny

Ve statistické fyzice, v matematické statistice i v technice vypocti se setkdvame
s touto ulohou:
X je konecéna mnozina, X je ndhodna veli¢ina, ktera nabyva hodnot z € X' s vesmés

kladnymi pravdépodobnostmi m,. Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X
ozna¢ime struéné w. Mame realizovat (simulovat) hodnotu nadhodné veli¢iny X nebo
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castéji hodnoty n nezavislych kopii ndhodné veli¢iny X; v tomto piipadé mluvime
o ndhodném vybéru rozsahu n z rozdéleni 7. K dispozici madme nadhodnou veli¢inu U
s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0, 1], v pfipadé ndhodného vybéru méme
k dispozici n nezavislych kopii nadhodné veliciny U, fikejme jim ndhodné cisla. Za
jejich realizace lze s dostateénou presnosti povazovat pseudonahodna ¢isla, vytvarena
pocitacovymi programy. Oc¢islujme prvky mnoziny X ¢isly 1,2,..., N a ztotoznéme je
na okamzik s témito cisly.

Pro u € [0, 1] definujme funkci g s hodnotami v X:
g(u) =min{v:m + -+ m = u};
je pak

P(g(U)=2z)=Pmin{v:m+---+m 2U}=2x) =
=P(m+ - dma<USm+ - +m) =", z€AX,

kde P(A) znadi pravdépodobnost jevu A.

Transformace g ndhodného ¢isla U tedy simuluje ndhodnou veli¢inu X; transfor-
mace g(Ur),...,g(U,) simuluji ndhodny vybér Xi,..., X, z rozdéleni .

Popsand metoda je univerzalni (pro nékterd rozdéleni existuji metody ad hoc,
uspornéjsi na poéitacovy ¢as). I ona vSak selhava, je-li pocet prvki mnoziny X enormné
velky, zejména jsou-li navic pravdépodobnosti 7, dany az na normujici konstantu,
kterou je nutno nalézt jejich sectenim ptes vSechna x € X.

Univerzalni metoda je pouzitelnd i pro enormné velkd X tehdy, je-li pravdépodob-

nostni mira 7 soucinova, tedy je-li X = ﬁ X = ﬁ 7@ a je-li pocet prvki
a=1 a=1

kazdého X(®) nevelky. Nahodnou veli¢inu X = (X1 ... X(@)) Ize pak simulovat tak,

ze simulujeme nezavisle jeji souradnice. K tomu ovSem potfebujeme nahodné ¢islo

,a-rozmérné*, U = (UMW ... U@). Pro pozdéjsi tcely bude vhodné chapat nahodné

Cislo jesté obecnéji, jako ndhodnou veli¢inu U s hodnotami v néjaké mnoziné U

takovou, ze pro vhodnou funkci g : Y — X mé ¢g(U) stejné rozdéleni jako X.

2. Metoda MCMC

Neni-li pravdépodobnost 7 soucinova, 1ze postupovat takto: Najdeme matici prav-
dépodobnosti pfechodu P = (pyy : x,y € X) tak, ze Markoviv Fetézec (X, t 2 to)
s mnozinou stavl X, popsany vztahy

PXii=y | Xe =2, Xic1 =21, Xe—o =T4—2,...) = Day,

(i) je nerozlozitelny (z kazdého stavu je po kone¢né mnoha krocich dosazitelny kazdy
stav),

(ii) je neperiodicky (neexistuje d > 1 tak, Ze ndvraty do vychoziho stavu jsou mozné
jen po nasobcich ¢asu d),
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(iii) m4 v kazdém Faddku matice P jen nevelky podet kladngch prvk,

(iv) mé staciondrni rozdéleni 7, tj. pro vSechna x,y € X plati

PX,=vy| Xy, =2)—>m pro t— oo.

Definujeme zobrazeni p(z,u) z X x U do X tak, ze je-li U ndhodné ¢islo, pak

P((p(sc, U) = y) =puy, T,yEX.

Jesté definujme slozené zobrazeni

Qii (.’IJ; Uty y Uty +1y -+ ut2—1> = Lp( .. 90(()0(5(:7 ut1)7 utl-‘rl) .o 7ut2—1);

stru¢neé

to __
Q)tl = Pta—10" 0Pt +1 0 Pty

kde ¢; znaé funkci ¢(-,u;). (Jako identitu dodefinujeme &;.)

Jsou-li Uy, ...,U;,—1 ndhodna ¢isla, pak
P(@if (SL’; Uty oo Ut2—1> = y) = P<Xt2 =Y ‘ Xi, = SL’)

Dale budeme vzdy predpokladat, Ze za druhy argument zobrazeni ¢ a @ jsou dosazena
nahodn4 ¢isla, ale nebudeme je v zapise vyznacovat.

Néhodné posloupnost(® (x), t = to) tedy simuluje trajektorii Markovova Fetézce
(X, t 2 to) zac¢inajici v Case to ve stavu .

Vzhledem k vlastnosti (iv) lze @F (x) pro velké T jiz povazovat pfiblizné za simu-
laci ndhodné veli¢éiny X s rozdélenim 7. Naproti tomu nelze @Z; (x), fﬁgfl(x), ce
@£+"71(x) povazovat ani priblizné za ndhodny vybér z rozdéleni m, nebot veliciny
tvorici Markovuv Fetézec jsou vzajemné zavislé. Tuto zavislost bychom mohli zanedbat

teprve pro &} (), @z)l (x), @g}z (2), ... s dostate¢né ,Fidkou“ posloupnosti okamzikii
T<Ti<Ty<...

Celou posloupnost &7 (z), &} (z), ... simulujici X7, X741, ... lze viak pouzit
k prfibliznému vypoétu vyrazi typu I = > f(x)m,, kde f je redlna funkce na X. N4s

Tz€EX 1 T+n—1
Fetézec mé totiz také ergodickou vlastnost, podle niz ¢asové praméry - > f(Xy)
konverguji pro n — co s pravdépodobnosti 1 k souctu I, a to presto, 2et_XTt nejsou
nezavislé.

Popsané metodé simulace ndhodného vybéru pomoci Markovova fetézce je vice nez
pul stoleti. Atomovym fyzikim v USA byla znama jiz ve ¢tyficatych letech; prvni
vefejnd publikace [2] je z roku 1953. V literatute se metoda oznacuje zkratkou MCMC
(Markov Chain Monte Carlo). Kniha [1] je téméf encyklopedii teorie i uziti metody
MCMC.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 46 (2001), ¢. 1 9



3. Gibbsuv vybér; Metropolisuv algoritmus

Podstatna je ovsem volba matice P. Pozadavkim na ni lze vyhovét zejména tehdy,
a
je-li X =[] X (@) kde pocet prvki kazdé X(®) je nevelky; piitom 7 obecné neni
a=1 a
souéinové pravdépodobnost. Matici P volime pak ve tvaru P = (1/a) > P(®), kde

P(®) jsou rovnéz matice pravdépodobnosti pFechodu. a=1

Ty lze volit napriklad tak, ze
() = Ty
Day
2Ty
pro stavy y, které se ve vSech souradnicich shoduji se stavem x, nejvys vyjimaje sou-

fadnici a-tou, a kde také soucet ve jmenovateli se rozumi jen pres tato y; pro vSechny
ostatni stavy y jsou pgfé) = (0. Takovato volba se nazyva Gibbsiv vybér. Znamena,
7e nejprve volime nadhodné « € {1,2,...,a}, kteroukoli hodnotu s pravdépodobnosti
1/a; a-tou soutadnici pak opravime (nebo ponechdme) ve shodé s podminénym roz-
délenim 7 za podminky, Ze vSechny ostatni soufadnice stavu x jsou zachovany. Ty pak
spolu s opravenou a-tou soutradnici tvofi stav y.

Nebo volime pgy) takto (N(® je pocet prvkii mnoziny X'(®)):

pg;) _

1
N@ —1 min(:_i’ 1) pro vyse popsana y # x,
Pl =1-> pl@); ply) =0 jinak.
y#£T

Toto je Metropolisiv algoritmus. I zde volime nadhodné «. Pak jesté volime ndhodné
hodnotu, na kterou by se mohla a-t4 soufadnice zménit. Takto zménény stav (ozna¢me
jej y) pfijmeme, je-li my, = m,; nebo jej pfijmeme jen s pravdépodobnosti m, /7, je-li
my < Tz, a s opacnou pravdépodobnosti zlistaneme ve stavu x.

V obou algoritmech se misto ndhodné volby «, tj. misto P = é Za: P(®) | pouzivé

a=1

také, a to Castéji, systematicka volba o = 1,2,...,qa, tj. P = POPR)  pla),

Gibbsuv i Metropolistiv algoritmus skutecné definuji dva Markovovy fetézce s tymz
stacionadrnim rozdélenim 7. K tomu staci ovétit tzv. podminku vyvazenosti pro jed-
notliva P(@):

prggy) = Wypg(/x)v T # y;

po dosazeni za p&”;), p?(ﬁg) je vSak v obou pfipadech jeji splnéni ziejmé.

4. Priklad

Mnozinu X tvofi viechny a-clenné posloupnosti z = (z™M), ... 2(®)) &sel 1 a —1.
Rozdéleni pravdépodobnosti 7 je definovano vzorcem

Ty = C exp {B Z x(a)x(o‘+1)} ,
a=0
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kde ¢ je normujici konstanta, 3 >0 je parametr rozdéleni a z(®) = z(¢*1) = 1. Para-
metr 3 je jakousi mirou zavislosti (setrvacnosti) mezi sousednimi soufadnicemi; snadno
nahlédneme, zZe pro 3 — 0 se rozdéleni 7 blizi rovnomérnému rozdéleni na X, kdezto
pro 8 — oo se 7 blizi k rozdéleni soustfedénému v bodé (1,1,...,1).

Dosadime-li do vzorce pro Gibbstuv vybér a oznacime-li

E = exp{—~28(2(* 4 2(*+D)),

dostaneme
(@) _ { 1+E)""  proy® =1
W\ EQ+E)"' proy® =-1

a ostatni soufadnice y shodné s x.
Pro Metropolisiiv algoritmus dostaneme (s tymz vyznamem F)

(v

) = min(E* 1) pro y(® = —z(®
a ostatni soufadnice y shodné s x;
Q(EO;) =1- pﬂ(ro?j) s hofejsim y.

Popsany model mé fyzikalni vyznam hlavné ve své dvoj- a trojrozmérné podobé
(ferromagnetismus, rozpoznavani obrazti).

5. Splynuti trajektorii v koneéném ¢éase

Jak jsme jiz vylozili, metoda MCMC davéa hodnoty @tTO (x), které maji rozdéleni 7
jen asymptoticky, pro T" — oo. V konecném case T je stale pritomen vliv pocatecniho
stavu z. Ozna¢me @) = (P} (1),...,9} (N)), kde jsme opét o¢islovali stavy z € X
¢isly 1,2, ..., N. Realizovat posloupnost (QSZ)7 t 2 t9) pak znamena simulovat souc¢asné
N trajektorii fetézce, zacinajicich v Case ty ve stavech x =1,2,..., N, a to pomoci
téze posloupnosti ndhodnych ¢isel (U, t = t).

VsSechny tyto trajektorie s pravdépodobnosti 1 v kone¢ném case splynou a nadéle
se pak pohybuji jako jedind trajektorie. Pfesvéd¢me se o tom; pro jednoduchost necht
to = 0. Podle vlastnosti (iv) existuje L = 1 tak, ze matice P* m4 vSechny prvky kladné.
Je tedy kladna pravdépodobnost, feknéme ¢, ze bude

L L L
@0(1) :QO(Q) = :Q)O(N)a
tj. ze zobrazeni @} bude konstantni. Aviak & ma totéz rozdéleni jako &L, H3L atd.,
pficemz tato ndhodnd zobrazeni jsou navzajem nezavisla. Je tedy s pravdépodobnosti 1
aspoil jedno z nich, feknéme @f%ﬁl) 1., konstantni, a tedy i

St =@l ) 0 0BT 0 df
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je konstantni, neboli od ndhodného okamziku K L, ale mozna uz dfive, je zobrazeni &}
konstantni.

Je-li zobrazeni @ (s libovolnymi indexy) konstantni, pak tymz symbolem ¢ budeme
znacit i tuto konstantu. Nyni vyslovme domnénku:

Od proniho okamziku T splynuti viech trajektorii md jiz ndhodnd velicina Z = ®F
(stejné jako Z' = &L, 7" = T +? atd.) rozdéleni .

Tato domnénka je vsak mylnd, jak ukazuje nasledujici protipiiklad:

Necht .

1
x={0,1}, P=(2% 2);
o, P=(7 7))

potom m = (2, 1), avSak rozdéleni Z je £(Z) = (1,0). Je totiz T = 1 a Z = 0, zacinaji-li
obé trajektorie (vychézejici z 0 a z 1) takto:

0, 0

1, 0

L. nebo je T =2 a Z =0, pokud zacinaji

to mé pravdépodobnost 3;

1. nebo je T =3 a Z = 0, zacinaji-li

1)
0, 1, 0, 0
1, 0, 1, 0°

to mé pravdépodobnost

to ma pravdépodobnost —é, atd. Je tedy
1,11
PZ=0)=32+1+14+... =1

6. Simulace z minula

Presto lze v kone¢ném case simulovat ndhodny vybér z rozdéleni 7 presné. Umoziiuje
to elegantni obrat, jehoZ autory jsou Propp a Wilson [3].

Posloupnost zobrazeni (@}, t = ty) jsme dosud simulovali tak, Ze jsme vSech N
trajektorii (vzdy na zakladé dalsiho ndhodného &isla) prodlouzili od ¢asu ¢ do t 4 1.
Formalné zapsano, postupovali jsme podle predpisu

P =0l t=0.

Na rozdil od realného ¢asu muze vsak ¢as simulaci plynout i opa¢né, od ¢t + 1 do ¢, a to
az do libovolné velkych zapornych hodnot. Vytvarejme tedy ndhodnéa ¢isla postupné
prot = —1,—2,... a posloupnost zobrazeni (¢, t < 0) podle piedpisu

(ﬁ? = ¢?+1 O ¥, t<0. (*)

Opét tak simulujeme N trajektorii, tentokrat vSak v kazdém okamziku ¢ < 0 zacinaji
vSechny ve stavech 1,2,..., N a teprve pak kazda z nich navaZze na nékterou z trajek-
torii zac¢inajicich v ¢ase t + 1. Nyni plati

12 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 46 (2001), ¢. 1



Véta. S pravdépodobnosti 1 ezistuje T < oo tak, Ze ®° ;. je konstantni, pricemZ T
je nejmensi takové &islo. Ndhodnd velicina Z = ®° =% . | =d . , = ... md jiZ
rozdélent .
Diikaz. Rozdéleni @° ,,, M € N, jsou oviem stejna jako rozdéleni &}/, M € N, pro
ktera jsme jiz tvrzeni o splynuti trajektorii dokazali; odtud plyne existence 1. Rovnost
PO =9, | = jezfejmd z (x), kde za t klademe postupné —T — 1, =T — 2, ...
Zbyvé najit rozdéleni Z. Pro M € N definujme Zy = Z - 1{p<ppy, kde 14 znadi indi-
kator jevu A. Je Zy = D% 1 - Lip<pry = P 5 - Lir<any- Pro M — oo je L(°0 ) — 7
a lyp<py — 1 s pravdépodobnosti 1, tedy £(Zn) — 7. Avsak Zy — Z s pravdépo-
dobnosti 1, tedy také L(Zyr) — L(Z). Odtud L(Z) = . O

7. Priklad

Necht je opét

O =

1
X ={0,1}, P= (;’

déle necht & = {0,1}, P(U =0) =P(U =1) = 3,

(2, ) {0 pro (z,u) = (0,0), (1,0), (1,1),

T,u) =
4 1 pro (z,u) = (0,1).

V nasledujici tabulce, v poli nadepsaném U, predstavuje kazdy fadek vSechny
posloupnosti ndhodnych ¢isel (Uy, t < 0) zacinajici tak, jak je vyznadeno; T a Z maji
vyznam jako ve vété, P jsou odpovidajici pravdépodobnosti.

TABULKA
t -1 —2 -3 —4 -5 T Z P
0 1 0 L
1 0 2 1 3
1 1 0 3 0 3
v 1 1 0 4 1 5
1 1 1 1 0 5 0 3
Vypocet tabulky:
U.1=0= &, =¢p_1=1(0,0)
U1=1= &, =¢_; =(1,0)
(U_1,U_3)=(1,0) = &°, =% [ 0p 5 =(1,1)
(U_1,U_2)=(1,1) = &°, =3, 0p_»=(0,1)
(U_1,U_9,U_3)=(1,1,0) = ¢°, =¥’ , 090 3 =(0,0) atd.
Odtud P(Z=0)=3+ 3+ 5+ =5PZ=1)=1+%+ =5t LZ)=n
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8. Monoténni zobrazeni

Zdanlivé je popsana metoda v praxi jen stézi pouzitelna, protoze generovat N tra-
jektorii az do jejich splynuti je pro velkd N ¢asové velmi naroc¢né. V mnoha pripadech
vSak sta¢i misto N trajektorii generovat jen dveé. Je to tehdy, plati-li soucasné:

(i) V mnoziné X lze zavést ¢asteéné usporaddni ,<“ a existuji prvky 0 a1 takové,
7e 0 < 2 <1 pro viechna z € X.
(ii) Zobrazeni ¢ je monoténni, tj. pro x < y je
o(z) < o(y) s pravdépodobnosti 1,
neboli p(x,u) < ¢(y,u) a% na u z mnoziny Uy takové, ze P(U € Up) = 0.

7 definice slozenych zobrazeni @) vyplyv4, Ze i ona jsou monoténni, a tedy
nejmensi T, pro které je #° ,(0) = #° ,.(1), je rovno nejmensimu 7', pro které je #° .
konstantni. Stac¢i tedy generovat vzdy jen dvé trajektorie, a to ty, které zacinaji ve
stavech 0 a 1.

Také je vyhodné neprodluzovat simulace o jednotku ¢asu, tedy od ¢ do ¢t — 1, nybrz
od okamziku —27 rovnou do okamziku —27F1, 7 =0,1,2,...; pfitom ovSem simulace
zadéinajici v ase —2771 musi v ¢asovém intervalu [—27, 0] vyuzit ta ndhodn4 &isla,
ktera jiz byla pro tento ¢asovy tisek v predchozim kroku vytvofena.

Byla vsak jiz také navrZzena modifikovand simulace z minula, ktera vyzaduje jen
jediné ¢teni posloupnosti ndhodnych ¢isel [4].

9. Priklad

X je mnozina vSech poradi a prvkd, pro jednoduchost vSech poradi ¢isel 1,2,...,a.
Méme generovat ndhodny vybér z néasledujiciho rozdéleni (mé vyznam v neparamet-
rické statistice):

T X ¢V, ze X,
kde 0 < ¢ < o0, symbol « zna¢i tmeérnost a inv, znaci pocet inverzi v poradi
T = (m(l), @ . 7ﬂc(a)). K tomu cili konstruujme Markoviv fetézec na mnoziné
stavi X takto:

Je-li systém ve stavu z, pak zvolime ndhodné jeho dvé sousedni souradnice
x@ g0+ i =1,...,a—1, a s pravdépodobnosti 1/(¢+ 1) je uspofadame podle
velikosti vzestupné a s pravdépodobunosti ¢/(¢ + 1) sestupné; systém tak piejde do
stavu ¢(x). Zobrazeni ¢ tedy zavisi na ,dvojrozmérném® ndhodném ¢islu: prvni uréi
dvojici (4,7 4+ 1) a druhé rozhodne, zda se ) 2+ usporadaji vzestupné nebo se-
stupné. Retézec je zfejmé nerozlozitelny neperiodicky. Ovérime, Ze 7 splituje podminku
vyvazenosti

TeDey = TyDyx Pro vechna x,y € X, x # vy,

ktera je postacujici pro to, aby 7 bylo staciondrnim rozdélenim tohoto fetézce.
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Ziejmé staci podminku ovéfit pro pevné zvolenou dvojici (i,i+ 1); necht nej-
prve 2z < 2+ Potom jediné y, pro které je tfeba podminku ovéfit, je to, které
vznikne z = vzajemnou zaménou () a z(t1). Touto zdménou se vSak pocet inverzi
o jednu zvysi, takze m, = qm;, a po dosazeni za p;, a p,, je podminka splnéna. Pro
2 > 204D je ovéfeni obdobné.

Nasledujici ¢astecéné usporadani v X' se zda nejprirozenéjsi:

x Sy, prdvé kdyZ poradi x vznikne z poradi y jednim nebo nékolikerym vzestupnym
usporaddnim jeho sousednich prvki.

Pri tomto uspoiradéni vSak neni zobrazeni ¢ monoténni. Presvédéme se o tom na
pripadé, kdy X je mnozina vSech pofadi prvka 1, 2, 3. Necht x = (2,3,1), y = (3,2, 1);
ziejmé je x < y. Uspordddme-li posledni dva prvky v = i v y vzestupné, dosta-
neme (2,1,3) £ (3,1,2), takze je kladnd pravdépodobnost 1/(q+ 1), Ze nerovnost
¢(z) = ¢(y) neplati.

Zvolime proto v X jiné usporadani. Nejprve zapiSeme kazdé poradi x pomoci
matice X rozméru a X a, kde v i-tém sloupci, i = 1,. .., a, stoji na prvnich (¥ mistech
jednicky a na zbyvajicich nuly. Napf. (3,1, 2) zapiSeme jako
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Nyni definujeme:

x £y, prdvé kdyz cdstecné soucty (jednicek) v kaZdém Fddku matice X jsou mensi nebo
rovny cdastecnym souctum v témze radku matice Y.

Je zfejmé, ze jde o Castecné usporadani; roli Dal hraji, stejné jako v predchozim
pripadé, pofadi (1,2,...,a) a (a,a —1,...,1). Zobrazeni ¢ je tentokrét jiz monoténni:

V matici X zvolme sloupce i, ¢ + 1 a fadek j, v ném oznacme s, s+ &y, s + & + &1
¢astecné soucty prvnich i — 1,4 ad + 1 prvka; je-li ¢ = 1, polozme s = 0. Stejny vyznam
necht maji ¢, t +ng, t + 7o + 171 v matici Y. Zobrazeni ¢ znamend bud vzestupné
uspoiadani obou dvojic (z(,z0*D) a (y®, y(+1) nebo sestupné; tedy v nasem
fadku vzestupné ¢i sestupné uspoiadani dvojic (§o,£1) a (1o, 71). Operaci ¢ tak prejdou
Castelné soulty s + &, t + 1o na s + min(&p, &1), ¢ + min(no, 71) pki vzestupném uspo-
Fadani a na s 4+ max(&g, &), t + max(ng,n1) pfi sestupném. Ostatni soucty zistavaji
beze zmény.

Nyni se jiz pro vSechny dvojice (£9,&1) a (no,n1) nul a jedni¢ek snadno ovéfi, Ze
z x = y plyne (x) = o(y). Napf. pro (,&1) = (1,1) a (no,m) = (1,0) z z < y plyne

s<t, s+1Zt+1, s+2=5t+1,
tzn. s +1 < t a odtud jiz p(z) < ¢(y).

Také v prikladé z odst. 4 sta¢i simulovat vzdy jen dvé trajektorie. Ponechédvame
¢tenafi jako cviceni ovérit, ze Gibbsuv vybér i Metropolisiv algoritmus definuji mo-
noténni zobrazeni, je-li v X zavedeno ¢asteéné usporadani jako v R?.
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10. Simulace omezené délky

Generujeme-li skutecné tak daleko z minula, az vSechny trajektorie v ¢ase 0 splynou,
pak Z ma presné rozdéleni 7. Prakticky vSak musime délku simulace omezit, feknéme
¢islem M, a nenastane-li do té doby splynuti, pak neukoncenou simulaci vyradime.
Realizujeme tak ndhodny vybér z rozdéleni Z, podminéného jevem {T" < M }. Veli¢iny
T a Z vsak nejsou obecné nezavislé a podminéné rozdéleni Z se tedy miize od
nepodminéného, tj. od rozdéleni , lisit. Pfesnost metody pak zavisi na tom, jak mala
je pravdépodobnost nedokonceni simulace, tedy P(T > M). Vime, ze pro M — oo jde
tato pravdépodobnost k nule; pro praktickou aplikaci metody vsak potifebujeme jeji
numericky odhad. Ten lze ziskat experimentalné:

Pfipomenme nejprve, ze doba do splynuti 7' méa stejné rozdéleni pfi simulaci do
budoucna, (@, t = 0), i pfi simulaci z minula, (¢?, ¢ < 0), kdeZto rozdéleni 7 m4 jen
nahodna veli¢ina Z = @° ., obecné nikoli ndhodna veli¢ina &F .

Nechf nyni T4, ...,T,,, T jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, vSechny stejné rozdélené
jako doba do splynuti. Pfedstavujeme si, ze 71, ..., T, byly zjistény pfi m zkusebnich
simulacich do budoucna a ze T je zamyslena simulace z minula, pro kterou chceme na
zakladé 11, ..., T,, stanovit M. Pomuckou k tomu je nasledujici

Véta. P(T' >T1+...+Ty) S 27™.
Diikaz. Necht K, Ko € N. Jevy {®" je konstantni} a {@gﬁKQ je konstantni} jsou
nezavislé a kazdy z nich implikuje jev {@F T je konstantni}. Je tedy
P(®5" ani QPEJFKZ nejsou konstantni) > P(& 752 neni konstantni),
odtud
P(T > Kl) P(T > KQ) z P(T > Ky + KQ);

to plati i tehdy, jsou-li K7, K5 celoc¢iselné ndhodné veli¢iny, nezavislé na T'. Je tedy
PC>Ti+...4Ty) SP(T>T)™,

pfiéemz P(T > Ty) < . O

1
5.
Predpokladejme tedy, ze délka simulaci bude omezena cislem M , které se uré¢i na

zakladé m zkuSebnich béhti jako M = Ty + ...+ Ty, OC se lisi rozdéleni Z pri takto
omezené délce simulaci od rozdéleni 7, udava nerovnost

1

LZ|T<M)—7| <
I£(Z|T = M) =7| = 55—

kde vzdalenosti dvou pravdépodobnostnich rozdéleni g a ¢ se rozumi éislo |0 — o|| =
= sup{|o(A) — o(A)| : v8echny ndhodné jevy A}. Nerovnost plyne z jiné, v poctu pra-
vdépodobnosti znamé nerovnosti

1-P(4)
LY [A) = LY = )
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kterd plati pro kazdou ndhodnou veli¢inu Y a kazdy jev A s P(A4) > 0. Dosadime-li
zde Z zaY a {T £ M} za A, mame

P(T > M)

1£(Z | T EM) - 7| £ —— "2,
1—-P(T > M)

coZ je nanejvys rovno 2-™/(1 — 27™) podle pfedchozi véty.

Misto nerovnosti z véty lze také pouzit nerovnost

P(T > jmax(Ty,...,Tn)) < jeN,

kterd se dokéze kombinatorickou tvahou. Omezime-li nyni délku simulaci ¢islem
M = jmax(Ty,...,Ty), dostdvame

— 1
1L(Z [T = M)—=| =

Napft. pii volbé Msm=10 je odchylka od rozdéleni 7 nejvys ﬁ, pti volbé M

s j =4, m = 10 je odchylka nejvyse 10%-
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