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Od funkci periodickych
ke skoroperiodickym

Alexandr Fischer, Praha

1. Uvod

V mnoha technickych, ale i ¢isté teoretickych oborech maji diilezité postaveni perio-
dické funkce reprezentujici periodické pohyby nebo periodické procesy. Tyto periodické
pochody, zejména astronomické ikazy slunce a mésice, se staly vlastni lidskému védéni
jiz od pradavna. Snad by se mohlo Fici, Ze pojem periodicka funkce v intuitivni podobé
je starsi nez sam pojem funkce.

Mnozinu v8ech celych kladnych (pfirozenych) éisel ozna¢ime N, mnozinu vSech
celych ¢isel Z, mnozZinu vSech racionalnich ¢isel QQ, mnozinu vSech realnych ¢isel R
a mnozinu vSech komplexnich ¢isel C.

Doc. RNDr. ALEXANDR FISCHER, CSc. (1933), Strojni fakulta CVUT v Praze, Ustav
technické matematiky, Karlovo nam. 13, 121 35 Praha 2.
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2. Periodické funkce

Budeme se zabyvat, pokud nebude feceno jinak, skalarnimi nebo vektorovymi funk-
cemi definovanymi na celé realné ose R = (—o0, +00). Rekneme, 7e redlné ¢islo w je
perioda funkce f, jestlize plati

ft+w) = f(t) pro vSechnat € R. (1)

Jestlize w je periodou funkce f, pak pro kazdé k € Z je ¢islo kw opét periodou funkce f.
Funkce f se nazyva periodickd, jestlize existuje jeji nenulova perioda. Jestlize f je
periodicka funkce, pak infimum mnoziny vSech jejich kladnych period oznacime wg
a nazveme je primitivni perioda funkce f. JestliZe f je spojitd periodickd funkce, jejiz
primitivng perioda wy je nulovd, pak funkce f je konstantni. Dokazme to. Protoze
wy = 0, existuje posloupnost {w,} kladnych period funkce f takovych, ze limw,, = 0.
Jestlize t, tg jsou dvé libovolna realna ¢isla, pak sestrojme posloupnost realnych ¢isel
tn = to + knwn, kde ky, = [(t — to)/wn]. (Cela ¢ast [r] redlného ¢isla r je celé éislo, pro
které plati nerovnosti [r] < r < [r] +1.) Tedy ¢, £t < t, + wy nebo 0 <t —t,, < wh,
n=12,..., tj. limt¢, =t. Vzhledem k periodicité funkce f a ke spojitosti funkce f
v bodé t dostavame f(t) = lim f(¢,) = im f(to + knwy) = lim f(¢o) = f(to). Z libo-
volnosti ¢ plyne, ze funkce f je konstantni.

Pro nespojitou periodickou funkci uvedené tvrzeni neplati, tj. takova funkce mize
mit nulovou primitivni periodu, prestoze neni konstantni. Uvazujme napt. Dirichletovu
funkci danou predpisem

(2)

g(t):{l pro t € Q,

0 pro teR\Q.

Tato funkce je nespojitd v kazdém bodé ¢ € R a ziejmé kazdé racionalni ¢islo je
periodou funkce g, takze ws = 0.

Pri skladani periodickych sil nebo pohyb1i, coz koresponduje se s¢itanim odpovidaji-
cich periodickych funkci, se ukazuje, ze vysledna sila nebo pohyb a tedy i odpovidajici
vyslednd funkce nemusi byt periodicka. To je mozno vidét napf. u jednoduchého
technického zarizeni skladajiciho se ze dvou hmot mj, mg pfipevnénych na linedrnich
pruzinach o tuhostech ¢y, co a svisle zavéSenych za sebou pfi vhodné volbé hmot
m1, meo a tuhosti ¢y, co. Tak se miZzeme dostat k funkci

o(t) = cost +cosnt, teER, (3)

ktera je souc¢tem dvou periodickych funkei. Pro t = 0 mame ¢(0) = 2. Tuto hodnotu
vsak funkce ¢ nabyva pouze pro t = 0, coz ovérime sporem. Nechf existuje t # 0 takové,
ze p(t) = cost + cosnt = 2. To je ale mozné jen piicost = 1 a cosnt = 1, takze t = 2nj

pro néjaké j € Z a zaroven nt = 21k pro néjaké k € Z. Vzhledem k tomu, Ze t # 0, je
t  2nk  k

také j £ 0 a k # 0. Dostavame tedy rovnost © = n? = QL = —, coz je vSak ve sporu
) J

s tim, Ze 7 je iraciondlni ¢islo. Pro t # 0 je tedy o(t) < 2 a funkce ¢ nend periodickad.
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Obdobné je mozno ukazat, ze spojita funkce
P(t) =sint +sinnt, te€R, (4)

nemize nabyt hodnotu 2 ani —2. Pomoci Kroneckerovy véty, kterou uvedeme v nasle-
dujicim odstavci, lze dokdzat, Ze jeji obor hodnot R(v) je otevieny interval (—2,2).
Protoze spojita periodickd funkce definovanad na R mé uzavieny obor hodnot, ani
funkce v neni periodickd.

3. Kroneckerova véta

Véta (L. Kronecker!)). Necht n je prirozené &islo a A1, ..., \p a 01,...,0, jsou redlnd
¢isla. Soustava (kongruentnich) nerovnic

|)\jt—9j|§5(mod2n), j:l,...7n,

ma realné teseni t = t(5) pri libovolném kladném cisle § prdvé tehdy, kdyZ z kazdé
rovnosti (1A + ... + oA, =0, kde {1, ..., L, jsou celd ¢isla, plyne (kongruentni) rov-
nost €101 + ... + £,0, =0 (mod 2n). (Zde |h(t)] £ § (mod 2x) znadi, Ze existuje k € Z
takové, ze |h(t) — 2nk| < 9, a obdobné |h(t)| = a (mod 2r) znadi, Ze |h(t) — 2nk| =a
pro néjaké k € Z.)

Zvlastni pripad je ten, kdy ¢isla Aq,..., A, jsou linedrné nezdvisla nad oborem Z,
tj. z kazdé rovnosti (11 + ...+ A\, =0, kde b4,...,0, € Z,plyne 1 = ---=¥{, = 0.
Nutnéa a postacujici podminka z Kroneckerovy véty je pfi linedrni nezavislosti Cisel
A, ..., Ap nad Z automaticky splnéna pro libovolna 64, ..., 60,.

Uzitim Kroneckerovy véty na funkci (4) dostavame, Ze pro libovolné kladné éislo &
existuje ¢ = t(0) € R takové, ze |t — /2] < 6 (mod 2n), |nt — /2| £ 6 (mod 2r), pro-
toze €isla 1, n jsou linedrné nezévisld nad Z (m neni racionalni ¢islo). To pfi daném
d > 0 znamend, ze pro odpovidajici feSeni t = t(§) € R dané soustavy nerovnic plati
|1 —sint| = |sinn/2 —sint| < |n/2 —¢ —2nk| £ 6, |1 —sinnt| = |sinn/2 —sinnt| <
< |n/2 — nt — 2nl| £ § pro néjaka celd éisla k a I. Vzhledem k libovolnosti ¢ > 0 to
znamena, ze funkce 1) nabyva hodnot libovolné blizkych hodnoté 2, ale mensich nez 2,
takze R(¢) = (—2,2), nebot v je lichd funkce. Pro funkci (3) obdobnym zptisobem
zjistime, ze R(p) = (-2, 2).

Ukazme jeSté zajimavy aspekt linedrni nezévislosti dvou ¢isel nad Z. Necht
T, Ty jsou dvé redlnd cisla linedrné mezdvisld nad 7. Bez Gjmy na obecnosti
Ize predpokladat, ze T > Ty > 0. Pro kazdé kladné cislo e existuje celociselna
linedrni kombinace ¢isel T, Ty lezici v intervalu (0,¢). Polozme ko = [T/Tp]. Plati
ko ST/To <ko+1, tj. 0T — koTp < Tp. Definujme kladné éislo 77 predpisem
T1 = min{T — koTo, (ko + 1)To — T}. Protoze pro dvé libovolnad kladnéd ¢isla a, b
plati min{a, b} < (a + b)/2, dostdvame nerovnost 0 < T1 < Tp/2, nebot (T — koTp) +
+ ((k:g + )T, — T) = Tp. Cislo T je celoéiseln linearni kombinace ¢isel T', Ty, tudiz se

1y Leopold Kronecker (1823-1891) — némecky matematik.
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nemiize, diky linedrni nezavislosti T', Ty nad Z, rovnat Ty /2, takze plati 0 < Th < Tp/2.
Nyni induktivné definujeme posloupnost {T;,} celo¢iselnych linedrnich kombinaci
Cisel T, Ty predpisem T,11 = min{T,_1 — k., T, (k, + 1)T,, — Tim1}, n=1,2,...
Plati nerovnost 0 < Ty, 11 < T},/2 < -+- < Tp/2""1, n=1,2,... Posloupnost {T,} je
klesajici a konverguje k nule, takze pro libovolné zadané kladné cislo e existuje
takové realné ¢islo n., staci volit n. = (ln(TO / 5)) /1In2; ze pro vSechna n = n. plati
0<T,<Tp/2" Se. Jestlize a € R a ¢ je libovolné zadané kladné ¢islo, pak pii
n 2 (In(Tp/c))/In2 plati nerovnost |a — kT, | < T, < Ty/2" < ¢, kde k = [a/T},]. To
znamena, ze mnozina vsech celociselngch linedrnich kombinaci céisel T, Ty je hustd
v R.

Kroneckerova véta je vyznamnym nastrojem teorie skoroperiodickych funkci. Po-
moci ni jsou napf. odvozeny aritmetické vlastnosti prvkt ze spektra skoroperiodické
funkce. Dtikaz Kroneckerovy véty je mozno najit v publikacich [1], [17], [21], [22].

4. Skoroperiodické funkce

Uvedené nedostatky prostoru periodickych funkci se matematici snazili odstra-
nit zobecnénim pojmu periodickd funkce. Takové snahy se objevily jiz na pfelomu
19. a 20. stoleti v pracich P. Bohla [3], [4] a E. Esclangona [10]-[15], ktefi se zabyvali
tzv. kvaziperiodickymi funkcemi zobecnujicimi periodické funkce a tvoficimi linedrni
prostor, ktery vsak neni uzavieny vzhledem ke stejnomérné konvergenci na R. Snahy
o zobecnéni pojmu periodické funkce byly plné korunovany tuspéchem v poloviné
dvacatych let naSeho stoleti (1925, 1926), kdy dansky matematik Harald Bohr pu-
blikoval svoji teorii skoroperiodickych funkei [5], které zobeciiuji spojité periodické
funkce a tvori linearni prostor, uzavieny vzhledem ke stejnomérné konvergenci na R
a zahrnujici i kvaziperiodické funkce.

Harald Bohr zil v letech 1887-1951. Byl synem fyziologa a jeho starsi bratr fyzik
Niels Bohr se stal nositelem Nobelovy ceny. Harald Bohr byl také sportovcem a stal
se Clenem olympijského fotbalového tymu Déanska, ktery se umistil na 2. misté na
OH 1908. Jeho ucitelem a pozdéji i pritelem byl H. Lebesgue. Kdyz obhajoval svoji
doktorskou disertacni praci, vétsinu publika tvorili fotbalovi fanousci. V roli profesora
byl H. Bohr u studentt velmi obliben. Zde uplatnil i své literarni zaliby a jako milovnik
Dickense, Goetha a Schillera byl inspirujicim pfednasejicim. Na pocest jeho Sedesatych
narozenin slozili studenti kantatu.

H. Bohr pfispél ve svych pracich k teorii sumability Dirichletovych fad a vytvoril
vyznamnou praci o f-funkci. Jeho nejvétsim dilem je vsak teorie skoroperiodickych
funkci, kterd je matematickou raritou jakozto ucelend teorie vytvorena jedinym ma-
tematikem. Bohrova teorie zahrnujici i harmonickou analjzu byla rozvijena mnoha
vyznamnymi matematiky; takovymi jsou napf. H. Weyl, C. de la Vallée-Poussin,
S. Bochner, V. V. Stépanov, N. Wiener, J. von Neumann, A. Besicovich, J. Favard,
J. Delsarte, W. Maak, N. N. Bogoljubov, B. M. Levitan a dalsi. Ale prakticky vsechny
hlavni vysledky Bohrovy teorie byly poprvé ziskany H. Bohrem samotnym, i kdyz
nékteré jeho dikazy byly pozdéji zjednoduseny.
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K vysloveni definice (Bohrovy) skoroperiodické funkce potfebujeme zobecnéni dvou
vlastnosti period periodickych funkeci.

Definice 1. Necht f je komplexni funkce definovand na R a necht ¢ je kladné éislo.
Rekneme, 7e realné &islo 7 je e-skoroperioda funkce f, jestlize plati

|f(t+7)— f(t)| £ e pro vSechna ¢ € R. (5)

Samotné zobecnéni periody na e-skoroperiodu nevede k rozumnému rozsifeni pojmu
spojité periodické funkce. Vsimnéme si zde jednoho ze zasadnich rozdilti mezi nenu-
lovou periodou w a nenulovou e-skoroperiodou 7 funkce f, € > 0. Nenulova perioda w
zarucuje, ze kazdy jeji celoCiselny nasobek je opét perioda funkce f, kdezto existence
nenulové e-skoroperiody 7 nezarucuje, Ze kazdy jeji celociselny nasobek kromé nasobki
07 a (—1)7 je e-skoroperioda funkce f. Ze 07 je e-skoroperioda, je zfejmé a pro (—1)7
totéz plyne ze vztahu |f(t—7)— f(t)| = |f((t—7)+7) — f(t—7)| £ € pro kazdé
t € R. Dusledkem je, ze tfida vSech komplexnich funkeci spojitych a definovanych na R
takovych, ze pro kazdou z nich k libovolnému ¢ > 0 existuje nenulova e-skoroperioda,
je prilis sirokd. Obsahuje napf. vSechny stejnomeérné spojité komplexni funkce de-
finované na R, coz nezarucuje ani jejich omezenost na R. Napiiklad neomezena je
funkce f(t) =t, t € R, kterd do této tiidy patii. Takova funkce vSak nereprezentuje
zadny kmitavy pohyb a nemuze slouzit jako zobecnéni periodické funkce. Proto je pro
zobecnéni periodické funkce t¥eba tuto tfidu podstatné zuzit. K tomu tucelu H. Bohr
zavedl pojem relativné hustd mnozina.

Definice 2. Rekneme, 7e neprazdna mnoZina M reélnych &isel je relativné hustd (v R),
jestlize existuje kladné éislo ¢, tzv. zahrnujici délka (relativni hustoty mnoziny M),
takové, ze pro kazdé redlné ¢islo a je prinik {a,a + £y N M neprazdny. (Jestlize £ je
zahrnujici délka, pak kazdé ¢ € R, pro které plati £ > ¢, je rovnéz zahrnujici délka.)

Pojmy z definic 1 a 2 pouzil H. Bohr pro vysloveni definice skoroperiodické funkce.

Definice 3. Rekneme, 7e komplexni spojita funkce f definovana na R je (Bohrova)
skoroperiodickd funkce, jestlize pro kazdé kladné ¢islo € je mnozina T'(f,e) vSech
e-skoroperiod funkce f relativné husta.

Ztejmé kazda spojita periodicka funkce f definovana na R je skoroperiodické. Pro
kazdé kladné ¢islo € vSechny jeji periody jsou jejimi e-skoroperiodami a libovolna jeji
kladné perioda je zahrnujici délkou funkce f.

Snadno se ovéri, ze kazda skoroperiodicka funkce je omezena a stejnomérné spojita
na R. Dale Ize ukazat, ze soucet a soucin dvou skoroperiodickych funkci je opét
skoroperiodickd funkce. Jiz definované funkce (3) a (4) nejsou periodické, ale jsou
skoroperiodické jako soucty dvou periodickych funkci. Rovnéz limita posloupnosti
skoroperiodickych funkci stejnomérné konvergujicich na R je skoroperiodicka funkce.

Prostor vSech komplexnich skoroperiodickych funkci definovanych na R, ktery je
oznacovan symbolem AP(C) (z anglického almost periodic), je tedy uzavienym pod-
prostorem linedrniho prostoru vsech spojitych omezenych funkci na R se supremalni
normou. AP(C) je tudiz Banachovym prostorem s normou

IfIl = sup [F (@) (6)
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Velmi snadno se ovéf, Ze absolutni hodnota |f| skoroperiodické funkce f je opét
skoroperiodické funkce, nebot pro kazdé € >0, 7 € T(f,e) a t € R plati nerovnost
fE+D) =IO S|t +7) = FO S e, ti. T(f,e) CT(|fl€), takze T(|f],e) je

relativné hustéd mnozina.

5. Normalni funkce

Vyznamnou postavou v historii a teorii skoroperiodickych funkci je Salomon Boch-
ner. Narodil se r. 1899 v Krakoveé, v tehdejsim Rakousko-Uhersku, studoval ve Varsave
a doktorat ziskal na univerzité v Berlin€ r. 1921 praci o ortogonalnich soustavach kom-
plexnich analytickych funkci. Tuto praci oponoval Erhard Schmidt. V letech 1924-1933
Bochner pfednasel na univerzité v Mnichové. V roce 1933 odchézi z Némecka na
univerzitu v Princetonu v USA a pisobi tam az do svého penzionovani v roce 1968,
kdy odchazi na univerzitu v Rice. Bochnerovy prace zasahuji mnoho matematickych
obort od komplexnich funkci, theta funkce, teorie distribuci, Fourierovych integrala
a Tad, teorie skoroperiodickych funkci, zejména pak harmonické analyzy, teorie miry
a integralu az po teorii pravdépodobnosti a historii a filozofii matematiky. Zemfel
r. 1982 v Houstonu ve staté Texas v USA.

Jiz v roce 1927 prispiva Salomon Bochner k teorii skoroperiodickych funkci Haralda
Bohra. H. Bohr stavél na zobecnéni period na skoroperiody a periodického rozlozeni
period na relativné husté rozloZeni skoroperiod (v R). S. Bochner zobecnil jinou
vlastnost spojitych periodickych funkci: necht f je komplexni spojita periodicka funkce
definovana na R majici kladnou periodu w. Jestlize h je realné ¢islo, pak funkci fj,
danou pfedpisem fp,(t) = f(t + h), t € R, nazyvame h-posunem nebo jen posunem
funkce f. Jestlize {v,,} je libovolné dand posloupnost redlnych ¢éisel, pak ke kazdému
pFirozenému ¢islu n existuje celé éislo &, takové, Ze a,, + knpw € (0,w). Bez Gjmy na
obecnosti lze pfedpoklddat, ze lim(a, + k,w) = «p. Posloupnost a,,-posunt funkce f
konverguje stejnomérné na R diky w-periodicité a stejnomérné spojitosti funkce f na
{0,w), a tedy i na R. Pravé tuto vlastnost spojitych periodickych funkci S. Bochner
zobecnil.

Definice 4. Rekneme, Ze komplexni funkce f definovand na R je normdlni, jestlize
kazda posloupnost {a,} C R obsahuje takovou podposloupnost {«,, }, Ze posloupnost
o, -posunt funkce f stejnomérné konverguje na R.

Ziejmé kazda komplexni spojita periodicka funkce je normalni. Nespojité periodické
funkce nemusi byt normalni. Uvazujme opét Dirichletovu funkci g danou piedpi-
sem (2), pro kterou kazdé racionalni ¢islo je jeji periodou, takZe g je periodickd funkce
nespojitd v kazdém bodé t € R. Ukazme, Ze g neni normdlni funkce. Rozlozime R
na tiidy A(r) = {r + ¢ : g € Q}, kde r € R. Tyto t¥idy jsou navzajem bud disjunktni,
nebo totozné a jsou spocetné, takze navzajem disjunktnich t¥id je nespocetné mnoho.
Pii r € R je posun g(t+1r) =1 pro t € A(—r) a g(t+r) =0 pro t ¢ A(—r). Nyni
vezmeme libovolnou posloupnost A(ry,), n = 1,2, ..., navzijem disjunktnich tfid. Po-
sloupnost g, (t) = g(t+1,), t e R, n =1,2,..., posunii funkce g neobsahuje zddnou
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podposloupnost stejnomérné konvergujici na R. Plati totiz

|gn+p<t) —gn(t)| = [g(t + rn-&-p) —g(t+m)|=[1-0=1 prote A<_rn+p)7
|gn+p(t) = gn ()] = |g(t + rtp) — gt +10)[=[0—1[ =1 prot e A(-ry,)

pro libovolna pfirozena ¢isla n, p. Periodicka funkce g tedy neni normalni.
Vime jiz, ze kazda spojita periodickd funkce definovana na R je normélni, plati vsak
mnohem vice.

Véta (Bochnerovo kritérium). Komplezni spojitd funkce f definovand na R je
(Bohrova) skoroperiodickd funkce pravé tehdy, kdyZ f je normdlni funkce.

Zde dokéZzeme pouze nutnost, tj. ze kazda skoroperiodickd funkce je normalni.
Necht f je skoroperiodickd funkce a {a,} je libovolné dand posloupnost redl-
nych cisel. Jestlize m € N, pak vzhledem ke stejnomérné spojitosti funkce f exis-
tuje kladné ¢&islo 4,, takové, ze pro dvé libovolnd redlnd c&isla ¢, t/, pro kterd
[t — t'| £ 0, plati |f(t) — f(¥')] £ 1/m. Mnozina T(f,1/m) vSech (1/m)-skoroperiod
7(1/m) funkce f je relativné hustd s néjakou pevné vzatou zahrnujici délkou £(1/m).
Pro kazdé n € N mnozina T'(f,1/m) obsahuje skoroperiodu 7,(1/m) takovou, Zze
ap, + 7o (1/m) € {0, £(1/m)). Vzhledem k omezenosti posloupnosti {a, + 7,(1/m)}
existuje jeji konvergentni podposloupnost {cn, m + Tny,m}, j€jiz limitu oznaéime agp,
a o které miuzeme predpokladat, ze {an, m + Tng,m} C {Qom — Om/2, Qom + Om/2),
¢ehoz miizeme vidy dosdhnout pfipadnym vypusSténim dostatecného poctu prvnich
¢lentt podposloupnosti. To ale znamené, Ze pro kazdé t € R plati

|f(t+ angm) = f(E+ anym)l S 1F(E+ angm) — FIE+ angm + T m)| +
+ ‘f(t + Any,m +Tnk7m) - f(t + Any,m +Tnl7m)| +

3 - ,
+fE+ angm + Togom) — FE+ anym)| S p- pfi libovolnych k,1 € N.
Jestlize budeme takto postupné sestrojovat posloupnosti {a, m} s podminkami

{ongm+1} C{an,m}, m=1,2 ...,

pak uzitim Cantorovy diagondlni metody sestrojime posloupnost {a},} = {an,,.m} C
C {ay,}. Pro tuto posloupnost plati

3
|f(t+ ahpyp) — FE+ )| = -

pfi libovolném ¢ € R a pfi libovolném m,p € N, takze podposloupnost {f(t+ a.,)}
posloupnosti {f(t + «,)} posunt funkce f konverguje stejnomérné na R. Vzhledem
k libovolnosti posloupnosti {a,,} je skoroperiodickd funkce f normalni. (Tento dikaz
pochézi od autora ¢lanku.) Ditkaz postacitelnosti, tj. Ze spojitd normdlni funkce je
skoroperiodick4, je mozno najit napi. v publikacich [21], [22].

Pomoci Bochnerova kritéria se snadno ukéaze, ze soucet nebo soucin dvou skoro-
periodickyjch funkci je opét skoroperiodickd funkce. Necht jsou libovolné dany dvé
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skoroperiodické funkce f, g a ¢iselnd posloupnost {«a,} C R. Funkce f, g jsou nor-
mélni, takze existuje podposloupnost {a/,} posloupnosti {«,, } takova, ze posloupnost
{f(t+ o)} posunt funkce f stejnomérné konverguje na R, a existuje podposloup-
nost {a!} posloupnosti {a},} takovd, Ze posloupnosti {g(t + a//,)} posunt funkce g
a {f(t+ ')} posunt funkce f stejnomérné konverguji na R. To ale znamend, ze také
posloupnosti {f(t + o)) + gt + o)} a {f(t + ) g(t + o))} stejnomérné konverguji
na R. Funkce f + g a fg jsou normdlni, a tudiz i skoroperiodické. (Diikaz téchto tvrzeni
je znac¢né jednodussi nez dikaz pomoci ptuvodni Bohrovy definice skoroperiodické
funkce.)

Neni obtizné definovat vektorové skoroperiodické funkce obdobnym zpisobem, jako
jsou definovany skalarni skoroperiodické funkce. Pomoci Bochnerova kritéria se snadno
ukéze, Ze nutna a postacujici podminka pro skoroperiodicitu spojité komplexni vek-
torové funkce definované na R je, aby vSechny jeji soufadnice byly skalarni skoro-
periodické funkce.

Skoroperiodické funkce jsou v mnohém podobné spojitym periodickym funkcim,
ale mohou mit nékteré vlastnosti necekané odlisné. To jsme vidéli napt. u funkce ¢
definované vzorcem (3). V ¢lanku [19] je dokonce zkonstruovana prostéd vektorova
skoroperiodické funkce, tj. takova funkce, kterd nabyva kazdou svoji funkéni hodnotu
pouze jednou.

6. Harmonicka analyza

Jestlize funkce f € AP(C), pak ¢islo

1 a+T
M(f)=MA{f(t)} = 1 = t)dt
(N =Mdrw) = tim 5 [ poar
které existuje stejnomérné vzhledem k a € R (tj. ke kazdému & > 0 existuje 7. > 0
takové, ze pro viechna T 2 T, a vsechna a € R plati nerovnost

-2 [ sa] <o),

nazveme stredni hodnota funkce f.
Bohrovou transformaci skoroperiodické funkce f se nazyva komplexni funkce

a(A) =a(\, f) = M{f(t)exp(—int)}, A eR.

(Kromé oznaceni e® pro hodnotu exponencidly v bodé s uzivdme rovnéZ oznaceni
exp(s).)

Cislo A € R, pro které je a(\) nenulové, se nazyva Fouriertiv exponent a a())
Fourieriv koeficient funkce f. Pro kazdy Fourieriiv koeficient a(}, f) funkce f plati
nerovnost |a(A, f)| £ || f]| (norma f je definovana v (6)).

Mnozinu vSech Fourierovych exponentt funkce f oznacime Ay a mnozinu idy =
= {iX: X € Ay} nazveme spektrum funkce f. Jestlize f je nulova funkce, pak Ay = 0.
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Trigonometricka fada

> a(X fexp(irt), teER, (7)

)\GAf

se nazyva Fourierova Tada skoroperiodické funkce f a je jednoznac¢né urcena az na
poradi s¢itani.

7. Trigonometricky polynom

Necht jsou dédna navzéjem riznd realna éisla A1, ..., Ay a nenulova komplexni ¢isla
b1,...,bn, kde N € N. Funkci @) definovanou predpisem

Q(t) = byexp(ilit) + --- + by exp(idnt), teR,

nazyvame trigonometricky polynom. Pocet nenulovych ¢isel mezi Cisly Ai,..., AN
urcuje tzv. stupenn polynomu Q.

Kazdy trigonometricky polynom je skoroperiodickd funkce. Fundamentalni véta
teorie skoroperiodickych funkci, tzv. aproximacni véta, Fika, ze mnozZina vsech tri-
gonometrickych polynomi je hustd v AP(C) (tj. jeji uzdvér vzhledem ke stejnomérné
konvergenci na R je roven AP(C)). Dokonce jestlize A je neprdzdnd mnozina redlnych
¢isel a B(A) oznacuje podprostor prostoru AP(C) tvofeny vSemi skoroperiodickymi
funkcemi f, pro které Ay C A, pak mnozina v8ech trigonometrickych polynomi z B(A)
je hustd v B(A). Znamend to, Ze pro kazdou funkci f € AP(C) a libovolné ¢ > 0
existuje trigonometricky polynom Q. takovy, ze

Ag. C Ay a |f-Qc =e (8)

Prikladem takovych trigonometrickych polynomt jsou tzv. Bochnerovy-Fejérovy
aproximaé¢n{ polynomy. Jestlize skoroperiodickd funkce f mé& Fourierovu fadu (7)
a jestlize Q. je jejil Bochnertuv-Fejériv aproxima¢ni polynom s vlastnostmi (8),
pak a(A, Q) =r(\e)a(A f), kde r(A\,e) € Q, 0 =r(Ae) <1 a limr(\,e) =1 pro
¢ — 04. Aniz bychom tyto polynomy bliZe specifikovali, uvedeme nékteré arit-
metické vlastnosti spekter skoroperiodickych funkci, na kterjch je zaloZena kon-
strukce Bochnerovych-Fejérovych aproximacnich trigonometrickych polynomu a rov-
néz Bochnerovo-Fejérovo séitani Fourierovych fad skoroperiodickych funkeci.

Necht je déna neprazdné konec¢nd nebo spodetnd mnozina {3;} C R. Rekneme
(podobné jako jsme v odst. 3 definovali mnozinu linedrné nezavislou nad Z), ze mnozina
{B;} je linedrné nezdvisld nad Q, jestlize z kazdé rovnosti ¢1 51 + - - - + ¢n B, = 0, kde
neN, q,...,q, €Q, plyne q; = --- =g, = 0. Rekneme, %e mnozina {3;} linedrns
nezavisld nad Q je bazi neprazdné mnoziny M C R, jestlize ke kazdému A € M existuje
neNagqg,...,q, € Qtakové, ze A\=q1 81 + - + qnfn-

Véta. Ke kazdé neprdzdné koneéné nebo spocetné mnoziné {\y} C R obsahujici ale-
spori jedno nenulové éislo existuje jeji baze {8;} C {Ax}.
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Vétu staci ovéfit jen pro spoetnou mnozinu {Az} (koneénou mnozinu doplnime
nulami na posloupnost). Za ; volime prvni nenulové A, a vypustime z {\;} vSechna
A, pro kterd ¢181 + g\ =0, kde ¢1,¢ € Q a ¢ #0. Oznac¢me (3 prvni nevypusténé
Cislo z {A\x} a vypustime déle v8echna A € {\;}, pro kterd q1 81 + ¢202 + gA = 0, kde
q1,92,q € Q a ¢ # 0. Takto postupné vytvofime bazi {3;} mnoziny {)\;}. Tato baze
muZe byt konefnd nebo spoéetnd. Mnozina {\;} mtZze mit nekoneéné mnoho bazi,
ale vySe konstruovand baze {3;} je uréena jednoznaéné. Mohli bychom také definovat
analogickym zpisobem bazi {§;} nejvyse spofetné mnoziny M C R nad Z. Takovou
bazi nazveme celou bazi, ale jeji existence neni zarucena. Skoroperiodicka funkce f,
pro kterou Ay ma konecnou celou bazi, se nazyva kvaziperiodickd. Takovymi funkcemi
se zabyvali P. Bohl a E. Esclangon.

Rekneme, ze skoroperiodicka funkce f ma jednobodovou bazi, jestlize A + mé jedno-
bodovou bazi. Kazda nekonstantni spojita periodicka funkce f definovand na R m4 jed-
nobodovou bazi {2n/wy}, ktera vSak nemusi byt celd. Existuji vSak i neperiodické sko-
roperiodické funkce s jednobodovou bazi. Napfiklad funkce f(t) = io: 27" exp(27"t),

n=1
t € R, ktera je souctem fady stejnomérné konvergujici na R, jejiz n-ty ¢astecny soucet

je periodicka funkce s primitivni periodou w, = 2"t'n, n =1,2,... Funkce f viak
nen{ periodické, nebot limw, = co. (To plyne z teorému 5.8 a 5.9 v [18].) Pro f je
Ay ={1/2,1/4,...,1/2", ...}, kterd ma napri. jednobodovou bazi {1}.

Mezi techniky, ale i matematiky a fyziky se nékdy objevuje nazor, Ze zavedeni
skoroperiodickych funkci je nepotiebné a ze postaci uvazovat pouze spojité periodické
funkce definované na R, pomoci nichZ je moZno kazdou skoroperiodickou funkci na
libovolném omezeném intervalu stejnomérné aproximovat s libovolnou piesnosti. Dnes
ovSem existuji zafizeni s nepfetrzitym provozem a navic je mozno za takovy nepretrzity
provoz povazovat i pohyb nebeskych téles. Z tohoto hlediska je tfeba opustit hypotézu
o stejnomérné konvergenci na omezeném intervalu ve prospéch studia moznosti stejno-
mérné konvergence na R. V ¢lanku [19] je ukdzano, Ze t¥ida skoroperiodickych funkci,
které je mozno aproximovat stejnomérné na R spojitymi periodickymi funkcemi s libo-
volnou presnosti, tvofi pomérné uzkou tfidu skoroperiodickych funkci s jednobodovou
bazi. To ukazuje na vyznacné a nezastupitelné postaveni skoroperiodickych funkci.

8. Zavér

V roce 1933 publikoval Salomon Bochner vyznamnou préci [7], rozsifujici teorii
skoroperiodickych funkci na abstraktni funkce s oborem hodnot v Banachové pro-
storu. Bochnerova definice abstraktni skoroperiodické funkce v sobé zahrnuje i néktera
zobecnéni Bohrovych skoroperiodickych funkci definovana jinymi matematiky.

Teorie skoroperiodickych funkci byla rovnéz silnym podnétem pro rozvoj skoro-
periodickych funkei na grupéch a jejich harmonické analyzy ([8]).

V poslednich letech je rozvoj skoroperiodickych funkci spojen s tlohami diferen-
cialnich rovnic, s teorii stability a dynamickymi soustavami. Jde tu nejen o obycejné
diferencialni rovnice a klasické dynamické soustavy, ale i o Siroké tridy parcialnich
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a abstraktnich rovnic v Banachové prostoru. Diilezité postaveni maji v tomto sméru
prace L. Ameria a jeho skoly, rozsifujici nékteré klasické vysledky J. Favarda, S. Boch-
nera, J. von Neumanna a S. L. Soboleva na skoroperiodicka feseni diferencidlnich
rovnic v Banachové prostoru v silném i slabém smyslu.

Na téma tohoto prispévku se uskutecnila prednaska 16.11.1999 na seminafi Dé&jiny
matematiky (SEDM).
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