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Choquetova teorie a Dirichletova tloha

Jaroslav Lukes, Ivan Netuka a Jiri Vesely, Praha

Pojem konvexni mnoziny prostupuje znacnou cast klasické i moderni matematiky
a je také dulezity v aplikacich. Nasim cilem je ilustrovat uzitecnost tohoto pojmu
v Casti matematiky, kde se styka teorie potencidlu a funkcionalni analyza.

Nejprve nabizime v tvodni ¢asti ¢tenari nékolik tvrzeni, ktera na prvni pohled maji
malo spole¢ného. Jejich podrobné zvladnuti neni pro dalsi ¢teni nutné. Uzitecné je
vSak postfehnout, Ze jde o projev obecného principu: podobné jako se latky skladaji
z molekul, molekuly z atomi, atomy z elementarnich ¢astic, pfirozena ¢isla z prvocisel,
i zde jde o vyjadreni slozitého pomoci jednoduchého. V pozadi vét, které uvadime, je
pak obecny matematicky pohled, ktery vylozime v ¢astech 2 a 3. Casti 4 a 5 jsou
vénovany aplikacim.

1. Nékolik priklada

1.1. Elementarni geometrie

Pripomenme, ze konverni kombinaci bodd x4, ..., x, ve vektorovém prostoru rozu-
mime linedrni kombinaci A\yz1 + - - - + A2, kde vSechny koeficienty A; jsou nezdporné
aid+--+ A =1

Véta. Necht P je rovinng uzavieny konverni mnohothelnik. Potom je kaZdy bod z P
konvezni kombinaci vrcholi mnohothelniku P.

1.2. Konvexni funkce reilné proménné

Borelovskou mirou na metrickém prostoru rozumime (nezdpornou) miru definova-
nou alespon na o-algebfe borelovskych mnozin a kone¢nou na kompaktnich podmno-
zinéach.
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Vétal). Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) funkce f:]0,1] — [0,00) je konvexni;

(ii) existugi borelovské miry i a v na [0,1] takové, Ze

1

f@) = [[0=u e + [ A=y, ol

Vidime, ze kazda konvexni funkce je ,kombinaci“ dvou zékladnich typa konvexnich
funkeci zavislych na parametru y. Jsou to funkce

0 pro z € [0,y], 1- 2 pro z € (0,y],
Y
py(@) = a Yy(z) =
Tz —
1 pro z € (y,1) 0 pro z € (y,1].
)

Funkce ¢y, ¥, jsou velmi jednoduché konvexni funkce: jejich graf je sjednocenim dvou
tsecek.

1.3. Dvojité stochastické matice

Ctvercova matice P = (pjk)}h=1 se nazyva dvojité stochastickd, jestlize pro kazdé
J, ke {l,...,m} plati

m m
pjk = 0, Zprk =1 a ijs =1
r=1 s=1

Ozna¢me IT mnozinu vSech permutaci mnozZiny {1,...,m}, takze I méa m! prvka.
P{ipomindme Kroneckeriiv symbol: 6 je 1 prok =l a0 pro k # [. Pro € II definujme

_ (st\™
Pr = (057) e
Pak mé matice P; v kazdém fadku a kazdém sloupci pravé jednu jednicku a jinak

nuly a vznikne permutaci sloupct jednotkové matice. Je to tedy velmi specidlni dvojité
stochastickéa matice.

Véta?). Necht P je dvojité stochastickd matice. Potom existuji nezdpornd cisla tr,

m € II, takovd, Ze > t=1a
mwell

P = Z te Py

well

1y Dtikaz tohoto tvrzeni lze nalézt u R. M. RAKESTRAWA [Ra].
2) Odkazme na ¢lanek K. JACOBSE [Jal.
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1.4. Typicky realné holomorfni funkce

Oznac¢me U otevieny jednotkovy kruh v komplexni roviné C. Pfipomenme, ze funkce
f: U — C je holomorfni v U, pravé kdyz je v U souctem mocninné fady o stfedu
v pocatku a poloméru konvergence vétsim nebo rovném jedné.

Holomorfni funkce f: U — C se nazyva typicky redlnd, jestlize f(z) je redlné ¢islo,
pravé kdyz z € U je redlné. Napiiklad je snadno vidét, ze pro kazdé t € [—1,1] je

funkce
z

_
1+ 2tz + 22
typicky realna holomorfni funkce.

z

zeU, (*)

Véta®). Necht f je typicky redind holomorfni funkce v U. Potom existuje redlné cislo o
a borelovskd mira p na [—1,1] takové, Ze

z
= ———du(t U.
e a+/[—1,1} 1+ 2tz + 22 po), =€

V jistém smyslu Ize tedy libovolnou typicky redlnou holomorfni funkci vyjadrit jako
ykombinaci® funkci tvaru (x).

1.5. Uplné monoténni funkce

Funkce f: (0,00) — R se nazyva uplné monotdnni, jestlize mé derivace vsech fadu
aprokazdén = 0,1,2,...plati (—1)" f(*) > 0; samoziejmé f(°) znamen4 f. Pro kazdé

t = 0 jsou napf. funkce z +— 2~ % a x — e~ x € (0,00), iplné monoténni.

Bernsteinova vétat). Necht f: (0,00) — R je tiplné monotonni funkce. Potom existuje

prdvé jedna borelovskd mira p na [0, 00] takovd, Ze

flx)= /[o,oo] e “du(t), =€ (0,00).

1.6. ResSeni Helmholtzovy rovnice

Necht
0? 02

A=Y L9
8x%+ +8;c$n

je Laplacetiv operdtor v R™ a o > 0. Funkci u t¥idy C? na R™ nazveme fesenim
Helmholtzovy rovnice, jestlize na R™ plati

Au — o?u = 0.

3) Viz G. A. EDGAR [Ed] a M. S. ROBERTSON [Rob].
4y Dtikaz této klasické véty pochéazejici od S. BERNSTEINA [Be| je mozno nalézt u R. R.
PHELPSE [Ph].
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Neni t&7ké uhodnout specidlni feSeni této rovnice. Ozna¢me S = {y € R™ : |y| =1}
a (x,y) skalarni sou¢in vektorti 2,y € R™. Je-liy € S a u(x) = e*®¥ z € R™, pak
u je ziejmé nezaporné feseni Helmholtzovy rovnice.

Véta®). Necht u je nezdporné reseni Helmholtzovy rovnice. Potom existuje borelovskd
mira i na S takovd, Ze

u(z) = / @Y du(y), z=eR™.
S

1.7. Fourierova transformace mér

V matematické analyze a teorii pravdépodobnosti se pro kone¢nou borelovskou
miru g na R™ definuje

b(x) = / Y du(y), = eR™.

Funkce fi: R™ — C je zfejmé spojita a nazyva se Fouriertiv obraz nebo charakteristickd
funkce miry p. P¥imym vypoctem se snadno ovéri, Zze funkce f =i je pozitivné
semidefinitni, to znamena, Ze plati

D AXef(a; —ax) 20,

Gok=1
kdykoli n € N, A1,..., A, jsou komplexni ¢isla a z1,...,z, jsou body z R™.

Bochnerova véta®). Nechf f: R™ — C je spojitd pozitivné semidefinitni funkce. Potom
ezistuje pravé jedna konecénd borelovskd mira p na R™ takovd, Ze f = Ji.

1.8. Harmonické funkce na kouli

Necht m 22, U={zeR™:|z|<1l}aS={ze€R™:|z| =1}. Prokazdé z € S je

funkce
1— |z

PZ:IHW7

zeU,

(nazyvana Poissonovo jddro s pélem v bodé z) harmonickd na U, tj. plati AP, = 0.
Derivovani za integracnim znamenim ukazuje, Ze funkce

h(z) :/SPZ@) du(z), zel, (%)

je nezaporna harmonické na U, kdykoli p je borelovska mira na S.

®) Ritizné dtikazy lze nalézt napf. v [CaLi] ¢ [Ko).
%) Dikaz této véty je hezkou aplikaci Choquetovy teorie a lze jej nalézt pfimo u G. CHO-
QUETA [Chol].
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Rieszova-Herglotzova v&ta”). Nechf h: U — R je nezdpornd harmonickd funkce. Po-
tom existuje prdvé jedna borelovskd mira p na S takovd, Ze plati (x).

Pripad m = 2 souvisi s holomorfnimi funkcemi na U. Je-li totiz h harmonicka
funkce na U C R2, potom existuje harmonicks funkce k na U takova, Zze f = h + ik je
holomorfni funkce na U. Z Cauchyovych-Riemannovych podminek vyplyva, Ze redlna
a imaginarni ¢ast holomorfni funkce na U jsou harmonické funkce na U.

Véta®). Necht f: U — C je holomorfni funkce a necht redlnd cdst f je mezdpornd
funkce na U. Potom existuji pravé jedna borelovskd mira u na jednotkové kruznici T
a prdve jedno redlné cislo c takove, Ze

z+w

f(x):ic+/Tz_wdu(z), we U

1.9. Invariantni a ergodické miry

Necht K je metrizovatelny kompaktni prostor, B je o-algebra vSech borelovskych
podmnozin K a 7 je neprazdny systém spojitych zobrazeni K do K.

Rikame, Ze borelovska mira 1 na K je T -invariantni, jestlize u je pravdépodobnostni,
tedy w(K) =1, a u(T~*(B)) = u(B) pro kazdou mnozinu B € B a kazdé T € 7.

Necht v je borelovskd mira na K. Mnozina B € B se nazyva v-invariantni (vzhledem
k T), jestlize symetrickéa diference mnozin B a T~1(B) je v-nulovd mnoZina pro kazdé
T € T. Rikéme, ze 7 -invariantni mira u je ergodickd, jestlize u(B) = 0 nebo u(B) = 1
pro kazdou p-invariantni mnozinu B.

D4 se dokézat, ze mnozina X vSech 7-invariantnich mér na K je uzaviend pod-
mnozina kompaktniho prostoru pravdépodobnostnich mér na K opatieného obvyklou
topologii (tedy X je kompaktni prostor) a mnozina E v8ech ergodickych mér je
Gs-podmnozina®) (obecné ne uzaviena!) prostoru X. Nasledujici véta ukazuje, Ze
kazda 7 -invariantni mira je v jistém smyslu ,,vystavéna“ z ergodickych mér.

Vétal®). Necht X je mnozina vsech T -invariantnich mér na metrizovatelném kom-
paktu K a E C X je mnoZina vsech ergodickych mér. Potom ke kaZdé mire u € X exis-
tuje prdvé jedna pravdépodobnostni borelovskd mira m na X takovd, Ze m(X \ E) =0
a p=[prvdm(v), 4. [ fdu= [5([x fdv)dm(v) pro kaZdou spojitou funkci f
na K.

™y Dukaz je uveden v L. L. HELMSoOVI [Hel; jiny, vyuzivajici pfimo Choquetovu teorii, je
v ¢élanku D. A. ARMITAGE [Ar].

8) Lze se podivat tfeba na ¢lanky G. A. EDGARA [Ed] anebo F. HOLLANDA [Ho].

9) Pro uplnost dodejme, ze néjakd mnozina v metrickém nebo topologickém prostoru je
typu Gs, je-li prunikem spocetného systému otevienych mnozin.

10y Opét R. R. PHELPs [Ph] mtze poslouzit pro ditkaz této véty pomoci Choquetovy teorie.
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2. Geometrie konvexnich mnozin

2.1. Krejnova-Milmanova véta

Pripomenme, Ze konvexni mnoziny v obecném kontextu vektorovych prostori jsou
ty, které s kazdymi dvéma body obsahuji i tisecku, ktera je spojuje. Extremdlnim
bodem konvexni mnoziny C je pak takovy jeji prvek, ktery neni stredem zadné tsecky
s riznymi krajnimi body lezicimi v C'. Mnozinu vSech extremélnich bodt mnoziny C
budeme znacit ext C.

Zamérme se nyni na geometrii konvexnich mnozin v eukleidovském m-rozmérném
prostoru R™. V roviné R? jsou kupfikladu extremalnimi body uzavieného konvexniho
mnohotthelniku pravé jeho vrcholy. Mnozina extremalnich bodd kompaktni konvexni
podmnoziny R? je vzdy uzavienal'l). Jednoduchy ptiklad!?) v R? ukazuje, Ze v pro-
storech vyssi dimenze tomu tak nemusi byt.

Vysadni postaveni mnoziny extremalnich bodt vyjadiuje Minkowského vétal?):
V prostoru R™ je kazZdy bod kompakini konverni mnoZiny konvexni kombinaci ez-
tremdlnich bodi. Ve skuteCnosti vystacime s nejvyse m + 1 extremdalnimi body.

S extremalnimi body rtznych konvexnich mnozin jsme se jiz vlastné setkali na
zacatku clanku. Naptiklad matice P, v odst. 1.3 jsou pravé vsechny extremalni
body konvexni mnoziny vSech dvojité stochastickych matic'*). Tuto mnozinu lze
povazovat za podmnozinu prostoru R™*™ a v&ta o reprezentaci dvojité stochas-
tickych matic z odst. 1.3 je tak dusledkem Minkowského véty. Uvazujeme-li napf.
konvexni mnozinu K vsech tiplné monoténnich funkei f na (0,00), pro néz f(0+) < 1
, € (0,00), potom
ext K = {fi: t € [0,00]}.1%) Jsou také zndmy extremdlni body konvexni mnoZiny viech

(viz odst. 1.5), a definujeme-li pro ¢ € [0, cc] funkci f;: z +— e~ %@

spojitych pozitivné semidefinitnich funkci, jejichz absolutni hodnota je nejvyse rovna
jedné. Jsou to pravé funkce tvaru y — e % 2 € R™.16) Uvedme jesté jeden piiklad:
ergodické miry z odst. 1.9 jsou praveé vsechny extremalni body konvexni mnoziny vSech
T -invariantnich mér.

Nyni jiz je jasny spole¢ny rys vysledkit z odst. 1.1-1.9: jsou to véty o integralni
reprezentaci pomoci extremalnich bodt. Tento typ vét je predmétem dalsiho vykladu.

Ozna¢me pro libovolnou mnozinu A symbolem co A nejmensi konvexni mnozinu
obsahujici A; ta vzdy existuje a je rovna pruniku vSech konvexnich mnozin, které

1) Toto tvrzeni lze nalézt u G. B. PRICEHO [Pr].

12y Ptiklad je uveden napi. v [Chol, 2. dil, s. 106.

13y H. MINKOWSKI dokazal vétu patrné v obdobi 1901-1903. Vysledek byl poprvé publiko-
van v kapitole o konvexnich télesech zafazené v sebranych spisech vydanych v r. 1911. Dikaz
lze nalézt v [Ja].

14y Pe&kny diikaz, vyuzivajici tzv. Heiratssatz, lze nalézt opét v [Ja]. TamtéZz lze nalézt i po-
drobngjsi vysvétleni ztotoznéni prostoru matic s m2-rozmérnym eukleidovskym prostorem.

15) Dukaz neni Gplné snadny, viz [Ph], [Cho].

16) Pokud se Ctenar zajima o detaily, lze doporudit druhy dil monografie [Cho|, kde se
v odst. 33 tyto otazky vysetiuji dokonce v mnohem obecnéjsim kontextu lokalné kompaktnich
komutativnich grup.
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obsahuji A. Je-li C' C R™ kompaktni konvexni mnozina, 1ze Minkowského vétu for-
mulovat tak, ze C = coext C'. Otazkou je, zda analogicka véta plati i v prostorech
nekonec¢né dimenze. V dalsim textu se zaméfime na feseni tohoto problému. Nejdfive
si vSak ujasnéme, v jakjch prostorech se budeme pohybovat. Pro ¢tenaie seznameného
s hlubsimi partiemi funkciondlni analjzy bude dale X znamenat lokalné konvexni
prostor (samoziejmé Hausdorfliv). Pod X si lze tfeba pfedstavit libovolny Banachtv
prostor ¢i tfeba Banachtiv prostor opatifeny slabou topologii. Na prikladech lze ukazat,
ze v téchto prostorech jiz rovnost C' = coextC' pro kompaktni konvexni podmno-
zinu C' obecné neplati. Nicméné oznac¢ime-li symbolem €6 A uzavieny konverni obal
mnoziny A, coZ je nejmensi uzaviend konvexni mnozina obsahujici A, lze vyslovit
nasledujici vyznamnou vétu.

Krejnova-Milmanova véta'”). Je-li C' kompaktni konverni podmnoZina lokdlné kon-
vexniho prostoru X, potom C =tcoextC'.

Myslenka dukazu. Predevsim je nutné ukazat, Zze neprazdna mnozina C' obsahuje
alespon jeden extremdalni bod. Ten ziskame tak, Ze uvazujeme systém vSech extre-
malnich mnozin v C. Pfitom extremdlni mnozZinou v C rozumime kazdou jeji ne-
prazdnou uzavienou podmnozinu F s nasledujici vlastnosti: Pokud z,y € C, A € (0,1)
a A\x+ (1 — ANy € F, potom oteviena tsecka s krajnimi body z, y lezl celd v F.
Z Zornova lemmatu se pomérné jednoduse ukaze, ze v C existuje minimalni extremalni
mnozina, tj. mnozina, ktera jiz neobsahuje zddnou vlastni extremalni podmnozinu.
Pomoci Hahnovy-Banachovy véty pak odvodime, ze takova minimalni extremalni mno-
zina musi byt jednobodovéa. A jednobodové extremalni mnoziny jsou pravé extremalni
body.

Méme-li tedy jiz dokdzano, ze ext C # (), 1ze ddle postupovat sporem. Je totiZ jasné,
ze coext C' C (', a pokud by zde nenastala rovnost, vyuzili bychom geometrickou verzi
Hahnovy-Banachovy véty o oddélovani a dostali bychom spor. m

2.2. Integralni reprezentace

Pokusime se nyni ukéazat, jak z Krejnovy-Milmanovy véty lze odvodit obecnou
vétu o integralni reprezentaci. Dtilezitou roli bude hrat prostor A(K) vSech spojitych
afinnich funkci na K. Pfitom realna funkce f na konvexni mnoziné K je afinni, jestlize
FfOz+ (1= Ny) = Af(x) + (1 — X f(y) pro kazdou trojici z,y € K a A € [0,1]. Pro-
blém je néasledujici: Je dan bod x v kompaktni konvexni podmnoziné K lokalné kon-
vexniho prostoru X; snazime se najit borelovskou miru u, kterd by jej reprezentovala
ve smyslu, Ze rovnost f(z) = [ [ dp by méla platit pro kazdou spojitou afinni funkci
na K. Takovych mér je obecné vice, Diracova mira €, soustfedéna v bod€ z je urcité
jednou z nich. Nam ptjde o to, aby hledand mira u byla soustfedéna na co nejmensi
¢asti hranice mnoziny K.

Udélejme zde malou odbocku. Je-li u borelovskd mira na kompaktu K, fekneme, zZe
L je soustiedéna na borelovské mnoziné S C K, jestlize u(K \ S) = 0. Poznamenejme,

17y Prvni verzi véty v méné obecném kontextu dokazali M. KREJN a D. MILMAN v r. 1940.
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7e mira muze byt soustifedéna na vice rtiznych mnozinach. Pfipomenme jesté, ze nosic¢
supt g miry p je definovan jako nejmensi uzaviena mnozina, na které je u soustfedéna.

Vratme se opét k nasemu problému. Hleddme tedy miru p tak, aby platila vyse
uvedend reprezentace a pritom u

(a) méla nosi¢ v uzévéru mnoziny extremélnich bodt ext K, ¢ dokonce aby
(b) byla soustfedéna na mnoziné extremalnich bodi ext K.

Samoziejmé nas také bude zajimat otazka jednoznacnosti reprezentujicich mér, ktera
povede k pojmu simplexu.

Dale se omezime pouze na pripad, kdy kompaktni konvexni mnozina K je me-
trizovatelna. Prostor vSech borelovskyjch pravdépodobnostnich mér na K oznac¢ime
symbolem M!(K). Protoze kompaktni mnozina K je metrizovatelnd, je prostor C(K)
viech redlnych spojitych funkci na K separabilni. Tudiz M!(K) je metrizovatelna
mnozina mér, a to takovou metrikou p, ze posloupnost mér p,, v ni konverguje k mite p,
coz symbolicky budeme zapisovat p,, — u, pravé kdyz | o S Ay — / - [ du pro kazdou
funkci f € C(K). Miru u € M (K) nazyvime diskrétni, jestlize u je konvexni kombi-
naci Diracovych mér. Je zndmo'®), 7e ke kazdé miie u € M*(K) existuje posloupnost
pravdépodobnostnich diskrétnich mér {u,} tak, ze p, — pu.

A nyni zpét k nasi tloze. Bod x € X nazveme téZistém miry p € M (K), jestlize

f(@) = /K Fdu f e A(K).

Protoze v lokalné konvexnich prostorech prvky dualu X* oddéluji body, tj. ke kazdé
dvojici x, y riznych bodid z X lze nalézt f € X* tak, ze f(x) # f(y), a protoze restrikce
funkcionalt z X* na mnozinu K jsou afinni spojité funkce, nemize mit mira u dvé
téz, ze mira p reprezentuje bod x, coz jinymi slovy znamen4, zZe plati véta o integralni
reprezentaci. Je jasné, ze Diracova mira ¢, vzdy reprezentuje bod z. Naskjtaji se nam
nasledujici otazky:

(a) M4 kazd4 mira néjaké t&7iste?

My

ext X7

Na prvni otazku je odpovéd celkem snadné, na druhou jiz komplikovanéjsi. Zacnéme
s nésledujicim tvrzenim.

Véta. Necht K # () je kompaktni konverni podmnoZina lokdiné konvexniho pro-
storu X. Potom kazdd mira z M*(K) md prdvé jedno tézisté r(p) leZici v K.

Diikaz. Otazku jednoznacnosti jsme jiz vytesili, jde tedy o existenci tézisté. Je-li mira
diskrétni, p =3, Niey,, kde x; € K, \; 20, Y, Ny =1, je zfejmé r(p) = >, hiw; € K

tézistém u. Necht tedy p € MY(K) je obecna pravdépodobnostni mira na K. Jak
jsme jiz zminili, existuje takovéa posloupnost diskrétnich mér pu,, € M (K), ze p, — p.

18y Tvrzeni plyne mj. z Krejnovy-Milmanovy véty, nebotf ext M*(K) splyva s mnozinou
Diracovych mér soustfedénych v bodech z K.
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Protoze v8ak {r(u,)} je posloupnost obsazend v kompaktu K, existuje vybrand
posloupnost {r(un,, )}, konvergujici k né&jakému prvku z € K. Je-li nyni f € A(K),
je

£G) = Jim Flren)) = pim [ fam, = [ ran

v

Nyni mtuzeme zformulovat zakladni vétu o integralni reprezentaci.

Véta o integralni reprezentaci. Bud K kompaktni konvezni podmnoZina lokdiné kon-
verniho prostoru X a x € K. Potom existuje mira p € M*(K) tak, Ze r(u) =2
a supt pu C ext K.

Diikaz. Z Krejnovy-Milmanovy véty plyne nasledujici postfeh: Je-li f € A(K) spojité
afinni funkce a f = 0 na ext K, potom f = 0 na K. Ozna¢me B prostor restrikci funkci
z A(K) na ext K. Potom pro kazdé h € B existuje podle piedchazejiciho postfehu prave
jedna funkce he A(K), ktera s h splyva na ext K. Volme = € K a polozme

©: hr—>ﬁ(x), heB.

Ziejmé ¢ € B* a ||¢||g = 1. Funkciondl ¢ lze rozsifit pomoci Hahnovy-Banacho-
vy véty z B na funkciondl & € (C(ext K))* se zachovanim normy. ProtoZze na-
vic (1) = (1) =1, je @ nezdporny funkciondl. Je-li totiz f € C(ext K), f =0,
a = %sup f(ext K), potom |ja — f[| < a, tudiz
a—P(f) =P(a) —P(f) =P(a—f) = [la—f| = a

Odtud dostavame @(f) = 0. Podle Rieszovy véty o reprezentaci existuje pravdépo-
dobnostni mira p na ext K tak, ze ¢(f) = [} fdp pro kazdou funkei f € C(ext K).
Miru g mtzeme chapat jako miru na K soustfedénou na mnoziné ext K, prosté mira
1(B) borelovské mnoziny B C K je rovna p(B Next K). ProtoZe ziejmé plati rovnosti
S hdp = @(h) = ¢(h) = h(x) pro kazdé h € A(K), vidime, Ze téZistém miry p je
pravé bod z. m

Poznamenejme jesté, ze véta o integralni reprezentaci je pouze preformulovand
Krejnova-Milmanova véta. Je-li jiz dokdzana véta o integralni reprezentaci, odvodi
se z ni snadno Krejnova-Milmanova véta.

Krejnova-Milmanova véta je jednou ze zakladnich vét funkcionalni analyzy a ma
bohaté aplikace. Pfipomerime si tfeba jeji pouziti pfi de Brangesové dikazu Stoneovy-
-Weierstrassovy véty, Lindenstraussové dtkazu Ljapunovovy véty o oboru hodnot
vektorové miry ¢i pfi dikazu Banachovy-Stoneovy véty o izometricky izomorfnich
prostorech spojitych funkci apod.

V konkrétnich aplikacich se, pokud jsme tispésni, podaii charakterizovat mnozinu

ext K, ovSem povaha prvk mnoziny ext K \ ext K je obecné pramélo priihledna.
Informace o nosici miry z véty o integralni reprezentaci je tudiz problematicka, pokud
mnozina ext K neni uzaviena. Je zde pak jesté jind potiz. Predstavme si, Ze mnozina
extremalnich bodd néjaké kompaktni konvexni mnoziny K je v této mnoziné husta,
tedy ze ext K = K. Potom samoziejmé Krejnova-Milmanova véta nic nefika, a rovnéz
nic nefikajici je v€ta o integralni reprezentaci. Staci totiz za miru reprezentujici bod x
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vzit pfimo Diracovu miru €, v bodé z. Tato situace mtze skutecné nastat. Jako priklad
nam miize poslouzit uzaviena jednotkova koule B v libovolném nekonec¢né dimenzio-
nalnim Hilbertové prostoru, ktery ovSsem uvazujeme se slabou topologii. Extremalni
body B pak tvoii jednotkové sféra a jeji (slaby) uzavér je roven celé kouli B. Jinym
netrividlnim pifkladem je Poulseniiv simplez'®) v Hilbertové prostoru /2. Je viak
znamo mnohem vice. Uvazujeme-li totizZ na mnoziné F vsech neprazdnych kompakt-
nich konvexnich podmnozin daného Banachova prostoru X nekonecné dimenze tak
zvanou Hausdorffovu metriku, je v ni prostor F tiplny a mnozina {C € F : ext C # C'}
je pouze 1. kategorie v F2%). Pro v jistém smyslu vétsinu kompaktnich konvexnich
mnozin tedy plati ext C' = C.

Otéazka, zda ve vété o integralni reprezentaci lze
!F' nalézt miru pu, kterd je soustfedéna pouze na mno-
/ ziné extremalnich bodt, je tudiz zasadni. Problém byl
uspésné vyfeSen G. Choquetem v padesatych letech
a tim byl polozen zéklad k jedné z nejhezcéich teorii
posledni doby, Choquetové teorii. Budeme se ji vénovat,
a to v obecnéjsim havu prostord funkci, v nésledujici
kapitole. Choquetova teorie poskytla mnoho podnéti
pro abstraktni analyzu, nekone¢né rozmérnou geometrii,

o deskriptivni teorii mnozin, teorii potencialu a dalsi ¢asti
\ matematiky. Je dodnes zivad a nachazi stale nové apli-

' kace: princip maxima se uplatnil pfi odvozeni novych
G. CHOQUET , 091 L + s ez 1 o o
vysledk?!) o Liouvilleové vlastnosti sférickych prameért
v roviné, Choquetovu vétu lze vyuzit k jednodussimu dikazu Jamesovy véty o reflexi-
vité pro separabilni Banachovy prostory??), s Choquetovou teorif se setkivame v teorii
optimalizace, pfi studiu laminati ¢i feSeni nelinearnich parcidlnich diferencidlnich

rovnic (Youngovy miry apod.)?3).

3. Choquetova teorie v prostorech testovacich funkci

3.1. Choquetova véta

V daldim textu K # @ bude znacit kompaktni metricky prostor. Prostorem testo-
vacich funkct, kratce testovacim prostorem, budeme rozumét vektorovy podprostor H

19) Konstrukce Poulsenova simplexu je uvedena v [Li] nebo [FoLiPh]. Tam je také objas-
néna vlastnost jednoznacnosti a vlastnost univerzality Poulsenova simplexu.

20y Toto tvrzeni lze nalézt u V. KLEEHO [KI]. V prostorech kone¢né dimenze samoziejmé
ext C' # C pro kazdou konvexni mnozinu obsahujici vice nez jeden bod.

21y Viz nejnovéjsi Hansentv vysledek [Ha).

22y Pripomenime Jamesovu vétu, podle které redlny Banachtav prostor X je reflexivni, pravé
kdyz kazdy funkciondl f € X™ nabyvé na uzaviené jednotkové kouli v X svého maxima. Pro
separabilni p¥ipad je dikaz obsazen v pfispévku [FoLiPh]|, pfipraveném k publikaci.

23) Podrobny vyklad lze nalézt v [Rou]. Viz téz [Kr].
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prostoru C(K) spojitych (redlnych) funkci na K, ktery obsahuje konstantni funkce
a oddéluje body K, neboli ke kazdé dvojici =,y € K existuje funkce h € H tak, ze
h(z) # h(y).

Jako ptiklad testovaciho prostoru ndm poslouzi prostor A(K) vSech spojitych afin-
nich funkei na (podle nasi tmluvy metrizovatelné) kompaktni konvexni podmnoziné
lokalné konvexniho prostoru, ktery jsme vysetfovali v pfedchazejici ¢asti. Pak mluvime
o konvexnim pripadé. Anebo také cely prostor C(K). Dalsimu dulezitému piipadu
se budeme vénovat nize, ptikladem bude prostor vSech spojitych funkci na uzavéru
omezené oteviené mnoziny U C R™, které jsou harmonické na U.

Rekneme, Ze (pravdépodobnostni) mira u € M (K) reprezentuje bod x € K, anebo
také ze x je tézistém miry p, jestlize

h(z) = / hdu pro kazdou testovaci funkci h € H.
K

Mnozinu vSech mér reprezentujicich bod x ozna¢me M, (H). Viimnéme si hned, ze
Diracova mira &, vzdy reprezentuje bod z, tedy ze e, € M, (H).

Nyni bychom potiebovali zavést analogii pojmu extremalniho bodu, pfi¢emz ne-
mame k dispozici piislusné geometrické pojmy. Piesnéji, nevime, jak v testovacich
prostorech definovat tsecku. Nastésti nam pomuze nasledujici véta dokazana praveé
v konvexnim ptipadé. Jeji diikaz vynechame??), i kdyZ neni p¥ili§ obtizny.

Bauerova charakteristika ext K. Necht K je kompaktni konverni podmnoZina lokdiné
konvexniho prostoru. Potom x je extremdlnim bodem mnoZiny K, pravé kdyz jedinou
A(K)-reprezentujici mirou bodu x je Diracova mira e,,. Tedy

ext K = {z € K : My(A(K)) = {e.}}.

V souladu s touto charakteristikou extremalnich bodd muzeme zavést analogii
mnoziny extremalnich bodu v situaci testovaciho prostoru na kompaktnim prostoru K.
Definujme

Chy K = {IE € K: M = {61;}}

Mnozina Chy K se nazyva Choquetova hranice testovaciho prostoru H. Abychom
uméli popsat Choquetovu hranici raznych testovacich prostori, zavedeme nyni dalsi

pojuy.
Pro f € C(K) oznafme

ff=inf{heH:h=f}, fi=suplheH: :h<= [}

Pro odvozeni hlubsich vlastnosti bude vyhodné nejdiive dokézat nasledujici tvrzeni.

24y Ctenéfe lze opét odkazat na Phelpsovu knihu [Ph]; vyuZiva se regularita borelovskych
mer.
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Kli¢ové lemma. Necht x € K a f € C(K). Potom
[fe(@), f*(2)] = {/ fdu:pe Mm(H)}
K

Diikaz. Volme z € K a f € C(K). Ditkaz jedné implikace je snadny. Je-li u € M, (H),
gheHagSsf<hnakK,jeg(x)=[g9du= [ fdu < [ hdp = h(z). Odtud
ihned dostavame f,(z) < [, fdu < f*(2).

Pfedpoklddejme nyni, ze « € [f.(z), f*(2)]. Zpodatku si uvédomime, Ze zobrazeni
p: o= o*(z), p € C(K), je sublinedrni funkciondl na prostoru C(K). Lehko totiz
zjistime, Ze

(G+h) <g"+h* a () =g

pro kterékoliv g, h € C(K) a A = 0. PouZijeme nyni algebraickou verzi Hahnovy-Bana-
chovy véty. Podle ni existuje linedrni funkcional F' na C(K) s vlastnostmi F' < p na
C(K), F(f) = a. Funkcional F je také nezaporny. Je-li totiz g € C(K), g < 0 na K, je
F(g) £ p(g) = g*(x) £ 0 (pfipomenime, Ze 0 € H). Podle Rieszovy véty o reprezentaci

existuje borelovska mira y na K tak, ze [, gdu = F(g) pro kazdou funkci g € C(K).
Je-li vSak h € H, je samoziejmé h, = h* = h, a tudiz

[ = P < (k) = (@) = ).

Protoze vSak zéroven je —h € H, platii — [, hdu < —h(x). Volime-li specidlné h = 1,
je i(K) = [, hdp = h(x) = 1. A jsme s ditkazem hotovi. Nagli jsme totiz y € M, (H)
tak, ze [ fdu=F(f)=oa.m

Klicové lemma nam umoziiuje charakterizovat body Choquetovy hranice. Jako jeho
bezprostfedni dusledek dostavame nasledujici tvrzeni pochézejici opét od H. Bauera.

Dusledek. Bod x € K lezi v Choquetové hranici Chy(K), pravé kdyz f.(z) = f*(x)
pro kaZdou funkci f € C(K). Tedy

Chy K= () {z€K: fx)=f"(x)}

fEC(K)

Tento disledek ndm umoziiuje dokazat, ze Choquetova hranice je vzdy borelovska
mnozina. Plati dokonce silnéjsi tvrzeni.

Tvrzeni. Necht H je testovaci prostor na kompaktnim metrickém prostoru K. Potom
Chogquetova hranice Chy K je mnozina typu Gs.

Diikaz. Pfedevsim si musime rozmyslet, ze existuje spocetnd hustd mnozina M C C(K),
M =—-M a ze
Chy K = (({ze€K: f(x) = f*(2)}.

feMm
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To odvodime z toho, Ze v piipadé metrického kompaktu K je Banachtiv prostor C(K)
separabilni. Oznacime-li potom pro f € M

1
G, = {x EK:f*(z)— f(x) < E}’
jsou Gy, oteviené mnoziny (funkce f* je infimem mnoZiny spojitych funkci) a plati

Ch’)—[K: ﬂ ﬂGn.
fEM n

Uvedeny popis Choquetovy hranice je uzitecny, ale v konkrétnich pfipadech stézi
umoznuje rozhodnout, které body do Choquetovy hranice padnou. K tomu se nam
bude hodit nasledujici novy pojem. Bodu x € K budeme fikat H-exponovany, existuje-
-li takové h € H, ze 0 = h(x) < h(y) pro kazdé y € K \ {z}. O funkci h mluvime jako
o H-exponugjici funkci. Postacujici podminka pak vypada takto:

Tvrzeni. Kazdy H-exponovany bod lezi v Choquetové hranici Chy K.
Diikaz. Predpokladejme, 7e z € K a p € M,(H). Necht h € H je takova funkce, ze
0 = h(x) < h(y) pro kazdé y € K, y # x. Potom ovSem 0 = h(z) = [} hdu a vidime,
7e nosi¢ miry p musi byt obsazen v jednobodové mnoziné {z}. A protoze u(K) =1,
musi byt y=¢,.m

Nez pfejdeme k dikazu hlavni Choquetovy véty, zavedeme dalsi pojmy. Symbolem
K(H) oznaéime mnozZinu vSech (spojitych) H-konveznich funkci na K, tedy

KH) = {f €C(K): f(z) < / fdp pro viechna z € K a p € Mg;(H)}
K
O funkci h € K(H) fekneme, Ze je strikiné H-konvexnd, jestlize
h(z) < / hdp, z€K, peMy(H) a p#e,.
K

Nasledujici tvrzeni bude zakladem pro slibovanou vétu.
Tvrzeni. Na K existuje striktné H-konvexni funkce.

Ndznak dikazu. Protoze je prostor C(K) separabilni, miizeme najit spo¢etnou hustou
podmnozinu {hy, : n € N} mnoziny {h € H : 0 < h < 1}. V prvnim kroku ukazeme, ze
kazda z funkci h? je H-konvexni. To neni obtiZzné. Volime-li z € K a p € M,(H),
dostaneme pouzitim Holderovy nerovnosti

2
hi(x)z(/ hndu> g/ 1du/ hiduz/ hZ du.
K K K K

Je-li navic p # e, existuje takové n, ze hZ(x) < [, h2 du. Kdyby totiz takové n
neexistovalo, platila by pro kazdé n v uvedené Holderové nerovnosti rovnost. Odtud
bychom dostali, Ze h,, = h,(z) p-skoro véude na K. Protoze p neni Diracova mira,
rozmysleli bychom si, Ze musi existovat bod y € K, y # x tak, Zze h,(z) = hy(y)
pro kazdé n. A to by bylo ve sporu s tim, Ze H oddéluje body K. Polozime-li pak
h=73",2""hy, je h hledana striktné H-konvexni funkce. m

Nyni jiz mame pripravenou cestu k ditkazu mimoradné vyznamné Choquetovy véty.

110 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 45 (2000), ¢. 2



Choquetova véta. Necht H je testovaci prostor ma metrizovatelném kompaktu K
a x € K. Potom existuje borelovskd mira p soustredénd na Choquetové hranici Chy K
takovd, Ze h(x) = fK hdu pro kazdou funkci h € H.

Dikaz. Necht x € K a necht hg je striktné H-konvexni funkce na K. Podle kli¢ového
lemmatu existuje p € M, (H) tak, ze [, hodpu = hi(x). Pokud h € H, h = hy, je

hﬁ(x):/Khodﬂ§/Kh3d,u§/Khdu:h(x).

Prechodem k infimu dostaneme rovnost [, hodp = [, h§du. A protoze hg < hg, je
u({t € K < B(1) > ho(H)}) = 0.
K dokonceni ditkazu si stac¢i uvédomit, ze
K\ Chy K C {te K :hi(t) > ho(t)}.

Pokud by totiz ho(t) = h§(t) a soucasné t ¢ Chy K, existovala by reprezentujici mira
€ Mi(H), i # &;. Z definice striktni konvexity bychom pak pomoci kli¢ového lem-
matu dostali

h;(t):ho(t)</Kh0du§h3(t),

coz je samoziejmé spor. Choquetova hranice je borelovskd mnozina a mizeme tedy
uzaviit, ze p(K \ Chy K) = 0. A to jsme chtéli ukdzat. m

3.2. Principy maxima

Choquetova hranice hraje také vyznac¢nou roli v nasledujicim abstraktnim principu
mazrima.

Princip maxima. Necht H je testovaci prostor na K #0 a f je (spojitd) H-konvexni
funkce na K. Potom f mnabyvd svého maxima na K v néjakém bodé Choquetovy
hranice.

Diikaz. Jakozto spojitd funkce na kompaktni mnoziné nabyva f svého maxima v né-
jakém bodé z € K. Podle Choquetovy véty naleznéme takovou reprezentujici miru
uw € M,(H), aby pu(K \ Chy K) = 0. Potom

ﬂ@éﬁf@AMKNM

Vidime, Ze [, . (f — f(2)) du 2 0. Protoze viak f — f(z) < Ona K a u(Chy K) = 1,
musi existovat zg € Chy K tak, ze f(zo) = f(z) (= max{f(t):t € K}). m

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 45 (2000), ¢. 2 111



Dusledek. Jestlize [ je H-konvexni funkce na K a f <0 na Chy K, potom f<0
na K.

Vratime-li se ke konvexnimu pfipadu a vyuzijeme-li predchozi abstraktni princip
maxima, dostaneme tvrzeni, které se dnes vSeobecné oznacuje jako Bauerdiv princip
maxima.

Baueruv princip maxima. Nechf K je neprdzdnd kom-
paktni konvexni podmnoZina lokdlné konvexniho pro-
storu X a f spojitd konvexrni funkce na K. Potom f
nabyvd svého maxima v néjakém extremdlnim bodé K,
Y. existuje x € ext K tak, Ze

f(z) =max{f(t): t € K}.

Podotknéme jesté, Ze z Bauerova principu maxima
Ize ziskat vcelku snadnou tivahou vyuzivajici Hahnovu-

-Banachovu vétu ditkaz Krejnovy-Milmanovy véty25).

H. BAUER

3.3. Simplicialni prostory

Dale potfebujeme zavést pro obecny pripad testovacich prostori pojem analogicky
pojmu afinni funkce z konvexniho pripadu. To nas vede k nasledujici definici. Funkcim,
které jsou soucasné H-konvexni i H-konkavni ve zfejmém smyslu, fikejme H-afinnd.
Ozna¢ime-li A(H) mnozinu vSech H-afinnich funkci na K, je tedy

A(H) = {fEC(K):f(m) :/deu pro kaédéxEKa,uGMx(H)}.

Dale ozna¢me
H={feCK): f.=["}
Vztah téchto dvou systému funkci a jejich vlastnosti shrnuje nasledujici véta.

Véta. Prostor H-afinnich funkci A(H) je uzavieny podprostor C(K) obsahujici H.
Pritom A(H) =H.

Diikaz. Evidentné H C A(H) a A(H) tvoii vektorovy prostor. Lebesgueova véta o li-
mitnim pfechodu za integra¢nim znamenim ihned dé uzavienost A(H) v C(K). Dalsi
tvrzen{ o rovnosti A(H) = H vyplyva bezprostiedné z kli¢ového lemmatu. m

25y Tak postupuje napiiklad G. CHOQUET v [Cho], 2. dil, s. 102-106.
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Prostor ‘H-afinnich funkci m4 také diilezitou tilohu ve vétach Korovkinova typuZ®).
Testovaci prostor H na metrizovatelném kompaktu K se nazyva simplicidlni, jestlize
ke kazdému z € K existuje pravé jedna H-reprezentujici mira z M, (H) soustiedénd na
Choquetové hranici Chyy K. Simplicidlni prostory se daji charakterizovat mnoha zpi-
soby. Uvedeme pouze jeden z nich, ktery naznacuje souvislost s feSenim Dirichletovy
ulohy diskutovanym v odst. 4.2-4.6. Diikaz nasledujiciho tvrzeni je pomérné obtizny,

proto jej vynechdme?7).

Charakteristika simplicidlnich prostoriu. Necht H je testovaci prostor na metrizo-
vatelnéem kompaktu K. Potom H je simplicidlni, prdaveé kdyZ je splnéna ndsledujici
podminka: Kdykoliv F je uzavrend podmnozina Choquetovy hranice Chy K a f
spojitd funkce na F, existuje h € A(H) tak, e h = f na F, max{h(z):z€ K} =
=max{f(z): x € F} amin{h(z) : x € K} = min{f(z) : x € F}.

Uvedend podminka Fika, ze ke kazdé spojité funkci f (okrajové podmince) definované
na uzaviené podmnoziné Choquetovy hranice existuje jeji spojité rozsifeni na funkci ze
systému A(H). Tedy vlastné feSeni Dirichletovy tlohy. Takové rozsifeni vsak zdaleka
neni jednozna¢né (za F miZzeme brat i jednobodové mnoziny!). Casto se mluvi proto
o zeslabené Dirichletove uloze.

V tvrzeni z odst. 3.1 jsme ukazali, ze H-exponované body lezi v Choquetové hranici.
U simplicidlnich prostori vétSinou tyto dvé mnoziny splyvaji. Plati totiz nasledujici
tvrzeni.

Véta. Je-li ‘H simplicidalni testovaci prostor na K, potom kaZdy bod z Choquetovy
hranice je A(H)-exponovany.

Diikaz. Poznamenejme, ze Choquetova hranice nemiize byt v pfipadé kompaktu K (ob-
sahujiciho alespori dva body) jednobodovéa. To plyne tfeba z principu maxima a z toho,
7e funkce ze systému H oddéluji body. Volme nyni « € Chyy K. Je-liy € Chy K \ {z},
ziskdme FeSenim zeslabené Dirichletovy tlohy pro dvoubodovou mnozinu F = {z,y}
funkei h, € A(H) s vlastnostmi

hy(z) =0, hy(y)=1, 0=hy, <1 nakK.

Potom
Chy K\{z}C | {teK:hyt)>0}
yEChy K\{z}

26) Byla by skoda na tomto misté se nezminit jesté o dalsi zajimavé vlastnosti prostoru
A(H). Pfed nékolika lety vySel v Pokrocich ¢lanek H. Bauera o Korovkinovych vétach.
Ctenafe odkaZzeme na [Bal] a pouze piipomeneme nékteré definice. Uvazujme posloupnost
{Lx} linedrnich nezipornych operatort Ly: C(K) — C(K) na metrickém kompaktu K. Tuto
posloupnost nazveme H-pripustnou, jestlize L,h — h stejnomérné na K pro kazdou funkci
h € H. Déle ozna¢me symbolem Kor(H) mnozZinu vSech funkci f € C(K), pro kterou L, f — f
stejnomérné na K, kdykoliv {L,} je H-pfipustnd posloupnost operatorli, a nazvéme tuto
mnozinu Korovkinovym uzdvérem testovactho prostoru H. Vztah Korovkinova uzévéru a pro-
storu afinnich funkei vyjadiuje nasledujici véta: Plati rovnost Kor(H) = A(H) = H.

27y Tuto charakteristiku lze odvodit z véty 28.6 uvedené v druhém dilu Choquetovy
monografie [Cho].
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Vyuzitim separability H dostaneme body y,, € Chy K \ {z} tak, ze

Chy K\ {x} C | J{t € K : hy, (t) > 0}

Polozime-i h=3 2""h,, , je h€ A(H), h=20 na K, h>0 na Chy(K)\ {z}
a h(x) = 0. Zbyva ukazat, ze h(z) > 0 pro kazdé z € K, z # x. Necht tedy h(z) = 0 pro
jisté z € K. Pomoci Choquetovy véty najdeme p € M, (H) tak, aby pu(K \ Chy K)=0.
Vyuzijeme-li toho, ze h € A(H) je H-afinni funkce, dostaneme

O:h(z):/ hd,u:/ hdu.
K Chy K

Odtud vyplyva, ze suptu C {x}, a protoZe u je pravdépodobnostni mira, je nutné
1 = €5. Tudiz pro kazdou funkci ¢ € H dostavame rovnost

w(w):/Kwdsm:/Kwdu:@(Z)-

Funkce z testovaciho prostoru H vsak oddéluji body K, musi tedy byt z = z. A to
jsme vlastné chtéli ukazat. m

V predeslé véteé se nam pro simplicidlni prostory podarilo sestrojit v kazdém bodé
Choquetovy hranice A(H)-exponujici funkci. Rovnéz tak v pfipadé zeslabené Dirichle-
tovy tlohy lze nalézt pouze Feseni z prostoru A(H). Nés by samoziejmé vice uspokojilo,
kdyby se nam podarilo nalézt dokonce funkce z ptivodniho testovaciho prostoru H.
To vsak neni vzdy mozné. Nicméné dalsi tvrzeni ndm alespon napovi, kdy mnozina
‘H-afinnich funkci splyva s funkcemi z H.

Bauerovo tvrzeni?®). Necht H je testovaci prostor na K. Potom A(H) = H, prdvé kdyz
existuje uzaviend mnozina W C C(K) stabilni na tvotent koneéngch minim takovd, Ze

H=Wn(-=W).

3.4. Konkrétni priklady

Vratme se nyni k trividlnimu piikladu testovaciho prostoru. Uvazujme tedy kom-
paktni metricky prostor K a na ném testovaci prostor H = C(K). V tomto piipadé
je zajisté kazdy bod K jeho C(K)-exponovanym bodem. Tudiz Choquetova hranice
Che(xy K = K. Protoze M, (C(K)) = {e.} v kazdém bodé x € K, je prostor C(K)
simplicidlni. Co ndm vlastné Fika charakteristika simplicidlnich prostoru v terminech
zeslabené Dirichletovy tlohy o tomto specialnim pfipadé? Podminka v ném uvedend
neni zde vlastné nic jiného nez Tietzeho véta o rozsifeni spojité funkce z uzaviené
podmnozZiny na spojitou funkci na celém prostoru.

28) Véta nalezi H. Bauerovi a jeji diikaz lze nalézt v Bauerové ¢lanku [Ba2], kde je vyjasnéna
souvislost simplicidlnich prostord a simplext ve smyslu geometrické Choquetovy teorie.
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V klasickém piipadé, kdy K je konvexni kompaktni metrizovatelnd podmnozina
lokélné konvexniho prostoru X a H je mnozina A(K) vSech spojitych afinnich funkci
na K, splyva, jak jsme jiz poznamenali, Choquetova hranice Chy K s mnozinou ext K
v8ech extremalnich bodt. Pokud je prostor A(K) simplicidlni, nazyvdme K kratce
Choquetovym simplexem. Pokud jesté vice specifikujeme a za K vezmeme kompaktni
konvexni mnozinu s neprazdnym vnittkem v R™, je K Choquettv simplex, pravé kdyz
K je konvexni obal m + 1 linearné nezavislych bod??). Tedy Choquetovy simplexy
v roviné jsou pravé uzaviené trojuhelniky ¢i v prostoru uzaviené ¢tyistény.

Dalsim dilezitym piikladiim vychézejicim z teorie potencidlu jsou vénovany nasle-
dujici ¢asti.

4. Dirichletova uloha v teorii potencialu

4.1. Harmonické a hyperharmonické funkce

Pro uplnost uvedme, ze funkce h definovand na oteviené mnoziné U C R™ se
nazyva harmonickd, jestlize mé spojité parcialni derivace 2. fddu na U a spliuje na U
Laplaceovu rovnici Ah = 0. Mnozinu vSech harmonickych funkci na U budeme znacit
H(U). Z¥ejmé je H(U) vektorovy prostor.

Harmonické funkce lze charakterizovat pomoci vlastnosti pruméru. Pro x € R™
ar > 0 oznacime B(x,r) = {y € R™ : |y — x| < r} a ddle symbolem A, , normalizova-
nou Lebesgueovu miru na B(z,r). Tedy A, je restrikce Lebesgueovy miry na B(x, )
nasobend pfevracenou hodnotou objemu koule B(z,r). Plati nésledujici tvrzeni:

Véta®?). Necht f: U — R je spojitd funkce. Potom f € H(U), prdvé kdy# plati rovnost

f2) = /B LI

kdykoli uzdvér koule B(x,r) je obsaen v U.

Pripomenme jesté pojem hyperharmonickych funkci, které v urc¢itém smyslu plni pro
teorii potencidlu tilohu konkdvnich funkci. Funkce u: U — (—o00, 00] se nazyva hyper-
harmonickd, jestlize u je zdola polospojita3!) a plati fB(%T) udAg» < u(z), kdykoli
uzévér B(z,r) je obsazen v U. Systém vSech hyperharmonickych funkci na U ozna¢ime
H*(U).

V ptipadé m =1 je h € H(U), préavé kdyz je h linedrni na kazdém intervalu ob-
sazeném v U. Podobné u € H*(U), pravé kdyz je u konkdvni na kazdém intervalu
obsazeném v U.

29) Pe¢kny vyklad o simplexech lze nalézt v Choquetové knize [Chol, 2. dil, s. 156-161.

30y Dikaz véty l1ze nalézt v [He] ¢ [KNV]. Problematice vét o prameéru je vénovéan ¢lanek
[NeVe2].

31y Rici, ze u je zdola polospojitd, je zde ekvivalentni podmince: u je limitou neklesajici
posloupnosti spojitych funkci.
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Dale se omezime na zajimavéjsi pfipad a budeme predpoklddat, ze pro dimenzi
prostoru R™ plati m = 2.

4.2. Klasicka Dirichletova tiloha

Necht U C R™ je neprazdnd omezend oteviend mnozina a QU je jeji hranice. Funkce
g € H(U) se nazyva tefeni klasické Dirichletovy tlohy pro funkci f € C(OU), tzv.
okrajovou podminku, jestlize pro kazdy bod z € OU plati

lim g(z) = f(2). (%)

r—z

Klasicka Dirichletova tloha tedy bezprostfedné souvisi s testovacim prostorem
HU)={heC):h|ly € HU)}.

Funkce z prostoru H(OU) = H(U)|su jsou totiz praveé ty spojité funkce na OU, pro néz
existuje TeSeni klasické Dirichletovy tlohy. Pro kazdé x € U a kazdé r > 0 takové, ze
uzaveér koule B(z, r) lezi v U, je A, reprezentujici mira (vzhledem k H(U)) pro bod z.
Ziejmé Ay, # €4 a z principu maxima (viz odst. 3.2) dostavame: Pro kaZdou funkci
he€ H(U) existuje z € OU takové, Ze h(z) = maxh(U). Jsou-li tedy hy,hs € H(U)
a h1 £ ha na OU, potom hy < ha, a tak pro kaZdou funkci f € C(OU) existuje nejvyse
jedno teseni klasické Dirichletovy ulohy.

Mnozina U se nazyva reguldrni, jestlize pro kazdou okrajovou podminku f € C(9U)
existuje FeSeni klasické Dirichletovy tlohy. Z teorie potencidlu je znamo, ze kazda ome-
zend oteviend mnoZina s hladkou (¢i obecnéji lipschitzovskou) hranici je regularni®?).

Existuji mnoziny, které nejsou reguldrni. Je-li U = B(0,1) \ {0} a f =0 na 0B(0,1)
a f(0) =1, pak neexistuje h € H(U) takova, ze hloy = f. Pro kazdou takovou
funkci h by (podle véty o odstranitelné singularité) platilo h € H(B(0,1)), a tudiz

1 =h(0) £ maxh(0B(0,1)) = 0. Slozitéjsi je ukdzat, Ze napf. pro tzv. Lebesguetiv hrot

L:{O}U{x: (z1,72,73) ER®: m1 >0, (/23 + 23 §e*1/“"1}

nen{ mnozina B(0,1) \ L regularni podmnozinou R3.
V téchto pripadech H(OU) # C(9U), a tudiz H(JU) jako uzavieny podprostor je
pak Fidky, je to tedy ,topologicky mala“ podmnozina v C'(9U).

4.3. Zobecnéna Dirichletova tiloha

Existence neregularnich mnozin vede k pfirozené otazce: bylo by mozné kazdé
okrajové podmince f € C(9U) pfifadit ,rozumnym zpusobem® funkci g € H(U) tak,
aby rovnost (x) z odst. 4.2 platila alespoii ve ,,véts§iné* hrani¢nich boda? S ohledem

32) Geometrickd kritéria regularity 1ze nalézt u L. L. HELMSE v [He] a v [KNV].
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na linearitu Laplaceova operatoru a na platnost uvedeného diisledku principu maxima
je vecelku prirozené za zobecnéni klasické Dirichletovy tlohy povazovat tlohu nalézt
zobrazeni A: C(OU) — H(U) s témito vlastnostmi:

(a) A je linedrni;
(b) A je nezdporné, tj. Af = 0 pro f = 0;
(¢) pokud pro f existuje feSeni g klasické Dirichletovy tlohy, plati Af = g; jinak
fedeno, A(h|sv) = hly, kdykoli h € H(U).
Zobrazeni s uvedenymi vlastnostmi se nazyva Keldysiv operdtor (na U). Vznika samo-

ziejmé otazka: existuje pro kazdou omezenou otevienou mnozinu U C R™ Keldystv
operator na U? Odpovéd nalezneme v odst. 4.4 a 4.6.

4.4. Perronovo reseni

Pro funkci f: OU — R oznaéme

U(f) ={ueH"(U): liminfu(x) 2 f(z), z € dU}.

T—2z

Dale pro z € U definujeme

Hf(z) =inf{u(@) :u €U(f)}, Hf(x)=-H(-f)(x).

Potom plati (z principu minima pro hyperharmonické funkce) Hf < Hf. Funkce f
se nazyva resolutivni, kdyz Hf = Hf a tato spole¢na hodnota, kterou znacime H f,
je kone¢nd funkce. Potom jiz Hf € H(U) a je to tzv. Perronovo fe§eni zobecnéné
Dirichletovy tlohy. Uvedme tento dulezity vysledek: kaZdd spojitd funkce na OU je
resolutivni®®) a zobrazeni A: f — Hf, f € C(0U), je Keldysiv operdtor.

Pro x € U je tudiz zobrazeni f — H f(x), f € C(0U), nezdporny linedrni funkcional,
a tedy podle Rieszovy véty o reprezentaci existuje borelovskd mira p, na OU takova,
ze

Hf(z)= fdus, feC(oU).
oU
Mira p, se nazyva harmonickd mira prislusna bodu z.

Poznamenejme, Ze funkce f: OU — R je resolutivni, pravé kdyZ je integrovatelnd
vzhledem ke kazdé mire p,, x € U3*%).

Rikame, Ze bod z € AU je reguldrni, jestlize H f(x) — f(z) pro x — z, x € U, kdy-
koli f € C(9U). Jinak Feceno: pravé kdyz p, — €, pro x — z, € U. Mnozinu vSech
regularnich bodi oznacime OregU. Tato mnozina je vzdy typu Gs, obecné neni uza-
viend. Doplnék mnoziny O U je zanedbatelny v tomto smyslu: pi;(OU \ OregU) = 0

33) To dokédzal N. WIENER v r. 1924 pro jinak konstruované feseni, které vSak splyva
s Perronovym; viz také [He].

34) Toto tvrzeni dokazal v r. 1939 M. BRELOT. Proto se ¢asto uziva oznaceni PWB-resent
Dirichletovy ulohy k pfipomenuti jmen PERRON, WIENER a BRELOT.
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pro kazdé z € U, tedy mira p, je nesena mnozinou regularnich bodi. Odtud se da
dokézat tento vysledek o jednoznacnosti: jsou-li hi, he € H(U) omezené a

lim hq(z) = lim ho(z), 2z € Oregl,

T—2z r—z
potom hy = hs.

Definice regularniho bodu neposkytuje zddnou informaci geometrického charakteru.

Uvedme proto, ze napiiklad bod z € 9U je regularni, pokud je mozno se ho dotknout
z doplitku mnoziny U kuzelem??).

4.5. Prostor H(U) a Choquetova teorie

Nyni se podivame na prostor H(U) z pohledu Choquetovy teorie. Uz vime (Gvaha
o reprezentujici mife A, z odst. 4.2), Ze Chp) U C OU. Protoze h(z) = [ hdpy
pro kazdou funkci h € H(U) a kazdé x € U, je p, € My(H(U)). Necht z € Chyy U,
v € MY(OU) anecht z,, € U jsou takové body, 7e ¥, — z a i, — v pron — oo. Pro
kazdou funkci h € H(U) potom plati

h(xzy) = / hdu,,, h(z,) — h(z) a / hdu,, — hdv.
U U U
Dostavéme h(z) = [hdv, h € H(U), a protoze z € Chyq)U, je v=ec,. Odtud
se odvodi, Ze p, —e, pro v — 2z, x €U, takze z € OiegU. Dokéazali jsme, ze
Chy ) UcC OregU. Tuto informaci podstatné doplituje nasledujici tvrzeni.

Véta3s). Plati Chy ) U = OregU a prostor H(U) je simplicidlni.

Specialné pro kazdé x € U je harmonickd mira p, jedind H(U)-reprezentujici mira
nesend Chy (g U. Podle definice Choquetovy hranice je ziejmé ¢, jediné reprezentujici
mira pro z € OregU a je uzitecné poznamenat, Ze jedind reprezentujici mira nesend
Choquetovou hranici se pro z € OU \ OregU ziska specialni konstrukei, nesmirné dile-
Zitou v teorii potencidlu: vymetenim (balayage) miry £, na R™ \ U.

Piehledny je zejména piipad, kdy O.egU je uzaviena mnozina. Podle tvrzeni o ze-
slabené Dirichletové tloze z odst. 3.3 existuje pro kazdou funkei f € C(dregU) funkce
h € H(U) takové, ze f = hl|a,,,u. Tato funkce je podle principu maxima (viz odst. 3.2)
pravé jedna. Mdme tak prosté nezdporné linedrni zobrazeni prostoru C(dpegU) na
H(U). Odtud plyne, ze H(U) je svaz®7), je-li na H(U) definovano uspofadani < takto:
pro hi,ho € H(U) je hi < ha, pokud je hi < hg na OregU. Pri této definici usporadani
ozna¢ime pro prvky hq, he € H(U) jejich infimum symbolem h; A hs.

Naprosto jind situace nastavé, pokud mnozina OegU neni uzaviena.

3%) Dalsi geometricka kritéria jsou uvedena v [KNV], kde je také dokdzana nutna a posta-
¢ujici podminka pro regularitu bodu (Wienerovo kritérium).

36) Vice informaci mtize ziskat ¢tendf v ¢lanku [Ne]; podstatné obecnéjsi vysledek v ramci
teorie harmonickych prostorit byl ziskdn J. BLIEDTNEREM a W. HANSENEM v [BlHal]
a [BlHa2].

37y Tedy H(U) je uzavieny vzhledem k tvofeni infim a suprem koneénych mnozin.
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Véta3®). Necht U je oblast a mnoZina OregU meni uzaviend. Potom je H(U) antisvaz
v tomto smyslu: je-li hy,ho € H({U) a hy A ha € H(U), potom budto hy < hy nebo
hy > hy.

4.6. Keldysova véta

Keldy$tuv operator A: f— Hf, fe€ C(9U), byl vysledkem specidlni konstrukce.
Neni zrejmé, zda existuji jiné Keldysovy operatory na U, které by davaly ptiznivéjsi
feseni zobecnéné Dirichletovy tlohy. Napf. v tom smyslu, Ze by pfislusnd mnozina
yregularnich bodd“ byla eventualné vétsi nez OpegU.

Choquetova teorie poskytuje snadny pristup k dikazu této pozoruhodné véty.

Véta?). Na U existuje prdave jeden Keldysiv operdtor.

Diikaz. Necht A je Keldysiv operator na U. Checeme dokézat, ze Af = H f pro kazdou
funkci f € C(9U). K tomu staci dokéazat, ze omezené harmonické funkce Af a H f maji
stejné hraniéni hodnoty v kazdém bodé z OyegU. Zvolme tedy f € C(OU) a z € OregU.
Protoze prostor H(U) je simplicidlni, z € Chg U a pro min-stabilni uzavieny
kuzel S(U)={seCU):sly e H*(U)} plati H{U)=S{U)N(=SU)), bod z je
H(U)-exponovany podle véty z odst. 3.3. Tudiz existuje funkce h € H(U) takova, ze
h(z) =0ah >0nalU )\ {z}. Zvolme ¢ > 0 a okoli V bodu z takové, ze f < ¢ + f(z) na
OU N V. Déle zvolme a > 0 takové, Ze f < ah na OU \ V a polozme k = ¢ + f(z) + ah.
Potom f < klov a A(klov) = € + f(z) + ah|y. Operator A je linedrni a nezaporny,
tudiz neklesajici, proto plati

Af § A(k‘aU) =+ f(Z) + ah|U.
Dostavame

limsup Af(x) < & + f(2) +a lim (hlo)(x) = .

r—z

Odtud snadno (pfechodem k funkci — f) vyplyvd, Ze
lim Af(xz) = f(z) = lim H f(z).

Tim je dokdzéno, ze Af = H f pro kazdou funkci f € C(0U). m

5. Integralni reprezentace harmonickych funkci

V odst. 1.8 byla popsana reprezentace nezapornych harmonickych funkci v R™,
m 2 2, pomoci Poissonova integralu. Jak tato reprezentace souvisi s Choquetovou
teorii?

38) Véta je poprvé dokdzana v ¢lanku E. G. EFFROSE a J. L. Kazpana [EfKa].

39) Vétu dokazal M. V. KELDYS v [Ke2]. Dukaz je zalozen na existenci H (U)-exponujici
funkce, jejiz velmi slozitou konstrukci vyuzitim Wienerova kritéria podal Keldys v [Kel].
V diikazu véty se linearita operatoru A nevyuziva, véta tudiz plati pro nerostouci operatory
spliiujici podminku (c) z odst. 4.3. Ctenafe odkazujeme na ¢lanky [Ne], [NeVel].
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Rozdily nezapornych harmonickych funkci na omezené oblasti U tvofi linearni
podprostor E prostoru C(U). UvaZzujeme-li na tomto prostoru E topologii lokalné
stejnomérné konvergence na U, je tato topologie metrizovatelna. Zvolme pevné xy € U
a uvazujme konvexni mnozinu

X ={heHU): h=0, h(zy) =1}.

Kompaktnost mnoziny X je disledkem tzv. Harnackovy konvergenéni véty pro har-
monické funkce. D4 se dokédzat, 7ze X je (metrizovatelny) Choquetiiv simplex. Proto ke
kazdé funkci h € X existuje pravé jedna pravdépodobnostni mira v nesend mnoZinou
ext X takova, ze pro kazdy spojity linearni funkcional f na FE plati rovnost

f(h) = / | f)dg)

Zvolime-li x € U a uvazujeme-li funkcionél u — u(x), u € E, dostaneme speciilné

ma) = [ afe)dvia).

D4 se dokazat, ze g € ext X, pravé kdyz pro kazdou harmonickou funkci k& vyhovujici
nerovnosti 0 £ k < g plati k = ag pro vhodné « € [0, 1]. Prvky ext X se proto nazyvaji
minimdlni harmonické funkce (normalizované rovnosti g(zg) = 1).

V piipads, ze U je jednotkova koule o stfedu z¢ = 0, plati ext X = {P, : z € 9U },
kde Poissonovo jadro P, bylo zavedeno v odst. 1.8. Protoze je v tomto piipadé
zobrazeni z — P,, z € U, homeomorfni zobrazeni hranice U na ext X, lze miru v
pfenést prirozenym zptisobem na miru g na OU a plati

M) = | Pa)dute)

pro kazdou funkci h € X a kazdé x € U, a to odpovida Rieszové-Herglotzové vété
z odst. 1.8.

V popsaném piipadé reprezentace nezapornych harmonickych funkci na kouli U byla
vysledkem velmi jednoduché situace: mnoziny ext X a QU jsou homeomorfni. V pii-
padé otevieného jednotkového kruhu U C R? lze (pii ztotoznéni R? a C) podle Rieman-
novy véty zobrazit U konformnénaV =U\{z€ C: 0= Rez < 1, Imz = 0}. Pokud
zvolime zp € V' a zopakujeme piedchozi Gvahy pro nezdporné funkce z H(V) a X
definujeme obdobné, nelze jiz ext X homeomorfné zobrazit na 0V. Protoze U a V jsou
konformné ekvivalentni a konformni zobrazeni zachovava harmonicitu, kazdému bodu
mnoziny {z €C: 0 <Rez < 1, Imz = 0} odpovidaji dvé normalizované minimalni
funkce, a tedy i dva prvky v mnoziné ext X. Nazorné feceno, z pohledu harmonickych
funkci neni jiz eukleidovska hranice prirozend, body odstranéného poloméru je tieba
»zdvojit®.

R. S. Martin ve ¢tyficatych letech ukazall®), Ze pro omezenou otevienou mnozinu
U C R™ se zvolenym referenc¢nim bodem xy € U m4a dilezitou tlohu jadro

K: (.’1?7y) = G(sc,y)/G(x,xO), (.’1?7y) eU x U7

49) Viz [Ma]. Vyznam pritkopnické préace [Ma] byl rozpoznan az po r. 1950, zejména diky
M. BRrRELOTOVI a J. L. DoOBOVI.
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vytvorené jako podil Greenovych funkci pro U. D4 se dokéazat, Zze U lze vnofit do
kompaktniho prostoru U* (v zdsadé jednoznacné urceného, je to tzv. Martinova
kompaktifikace U) a pro kazdy bod mnozZiny z € U* \ U (to je tzv. Martinova hranice)
a pro kazdé x € U existuje lim,_,, K(z,y). Tuto limitu ozna¢ime K,(z); pro piipad
koule je U* homeomorfni s U a K, = P,, z € 9U.

Obecné vSak neni pravda, Ze funkce K, je minimalni pro kazdé z. Body z € U,
pro které to plati, se nazyvaji minimdlni body Martinovy hranice. Oznacime-li 0;U*
mnozinu vSech takovych bodu, poskytuje ndm Choquetova teorie tuto vétu:

Vétatl). Pro kaZdou nezdpornou funkci h € H(U) existuje prdvé jedna mira p na 6, U*
takovd, Ze

h(z) = K.(x)du(z), zeU.
U~

Podil Greenovych funkci zde mize ptsobit ponékud mysticky a je uzitecné poskyt-
nout intuitivni vysvétleni. Jestlize je eukleidovska hranice oblasti dostate¢né hladka
a h je hladké funkce na uzavéru U a harmonickéd na U, pak se na zakladé Gaussovy-
-Greenovy formule dokaze vzorec

h(z) = i/ Mh(z) do(z), zeU,
em Jou On(z)

kde ¢, je konstanta souvisejici s normovanim singularity Greenovy funkce, o po-

vrchovd mira na OU a n(z) je vnitini norméla v bodé z € 9U. Pro jednotkovou

kouli U je tedy (1/¢m)0G(x, z)/0On(z) (normélové derivace Greenovy funkce) hodnota

Poissonova jadra P, v bodé z.

Zvolme nyni z€9U, v €U a pro y € U oznatme d(y) vzdélenost bodu y
od QU. Potom se, zhruba feceno, normélova derivace 9G(z,z)/0n(z) dostane jako
lim,_., G(x,y)/d(y). Je zndmo, Ze pro mnoziny s hladkou hranici je G(x¢, y) pro body
blizko hranice pfiblizné rovno d(y), tedy

. G(z,y)
hm _—
v—= G(z0,Y)

je prirozenou analogii normalové derivace. Dulezité je, ze podil Greenovych funkci ma
smysl pro zcela obecné oteviené mnoziny U, zatimco pojem norméalové derivace klade
naroky na hladkost hranice mnoziny U.

V R? existuje tizkd spojitost s konformnim zobrazenim a Carathéodoryho teorii
prvokoncti. V prostorech R pro m 2 3 postrdddme analogii Riemannovy véty, ale jak
jsme vidéli, Choquetova teorie dava i v tomto pripadé integralni reprezentaci nezapor-
nych funkei z H(U). Je pfirozené ptéat se po pripadech, kdy 0, U* mé pfirozeny vztah
k eukleidovské hranici U, podobné jako tomu je u koule. Jinak feceno, jde o vztah
42

)

eukleidovské a Martinovy hranice mnoziny U. Je napi. zndmo*”), ze pokud U ma

41y Ditkaz lze nalézt v [He] nebo [KNV]. Souvislost s Choquetovou teorii je naznacena
v [Cho], 3. dil, s. 69-T79.
42y Dikaz tvrzeni pochézi od R. R. HUNTA a R. L. WHEEDENA [HuWh)].
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lipschitzovskou hranici, jsou obé — eukleidovska i Martinova — hranice homeomorfni
a kazdému z € QU odpovidé pravé jedna minimalni funkce K.

Popsana reprezentace neni samotucelna, muze byt klicem k velmi hlubokym vysled-
kim. Jeji pouziti k problematice tzv. ,jednoprimérovych vét“ sahd do sedmdesatych
let. Tyto véty si na prikladu zhruba pfiblizime.

7 véty z odst. 4.1 vime, Ze harmonické funkce 1ze charakterizovat pomoci objemo-
vého priiméru. Podobné je-li f: U — R spojitd funkce, je f € H(U), pravé kdyz plati
rovnost f(z) = faB(z,r) f dog ., kdykoli uzavér koule B(z,r) je obsazen v U. Zde o,
je normalizovand povrchova mira na 0B (x,r).

Dlouho nefeseny problém spocival v tom, za jakjch podminek sta¢i vlastnost
praméru ovéfit v kazdém bodé x € U pro jedinou kouli ¢ sféru o poloméru r(z).
Céstecné feseni bylo nalezeno pravdépodobnostnimi metodami, analytické Feseni vy-
uzivd Choquetovu teorii, totiz srovnani extreméalnich bodt normalizovanych systému
funkci, jednak harmonickych, jednak spojitych s ,jednopramérovou vlastnosti. Lze
tak dokézat néasledujici tvrzeni®?).

Véta. Necht h € H(U), f je méritelnd, 0 < f < h, necht f md v kaZdém bodé x € U
vlastnost objemového priméru pro kouli s polomérem r(x) a necht pro kaZdou kom-
paktni mnoZinu K C U existuje my >0 tak, Ze r(x) 2 my pro kaZdé x € K. Potom

feHU).

Pokud se navic predpoklada, ze f je zdola polospojitd na U, plati tvrzeni véty bez
dalgich omezeni na r(z). Bylo téz dokdzéno, ze podminka majorizace harmonickou
funkci h je podstatnd a Ze bez ni véta neplati.®4)

Obdobny problém pro sférické priméry (a spojité omezené funkce) na jednotkovém
kruhu v R? odol4val fadu let. Vysledek, Ze sférickd jednopriimeérova vlastnost v tomto
pfipadé necharakterizuje harmonické funkce, pfedstavuje feseni mimoradné obtizného
problému?®).
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