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Vytvorujici funkce

Pavel Trojovsky a Jiri Vesely

1. Trocha historie

Loni uplynulo pravé 200 let od zvefejnéni prvniho Gaussova dukazu tzv. zdkladni
véty algebry. Ten vyrazné prispél k posileni do té doby diskutované pozice komplexnich
Cisel v matematice. CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) pak publikoval jesté nékolik
dalsich dikaz tohoto dilezitého tvrzeni, avSak jesté v ,predgaussovském“ obdobi
doslo k zavaznym objeviim nékterych metod teorie funkci komplexni proménné, které
se v ni i mimo ni efektivné uzivaji dodnes. V tomto textu chceme na pfikladu
metody vytvorujicich funkci a véci s ni souvisejicich ukazat zajimavé aspekty tohoto
historického vyvoje, ktery s trochou nadsazky ukazuje cestu od bernoulliovskych
a eulerovskych ,her s mocninnymi fadami* k hlubokym vysledkim sahajicim daleko
za ramec discipliny ptivodniho vzniku.

Patrné prvni znamou ukazkou pouziti metody vytvorujicich funkci je zptisob, kterym
ABRAHAM DE MOIVRE (1667-1754) v r. 1718 odvodil vzorec pro n-ty ¢len Fibo-
nacciovy posloupnosti; viz [11]. Ten je dnes pfipisovan JACQUESOVI PHILIPPU MARIA
BINETOVI (1786-1856), ktery ho znovu objevil v 19. stoleti. Uvahu provedeme na
ukéazku podrobnéji.

Pfipomenime, ze Fibonacciova posloupnost {F,}52, = {0,1,1,2,3,5,...} souvisi
s ristem krali¢i populace. R. 1202 totiz FIBONACCI, zndmy téZ jako LEONARDO Z P1Sy
(1180-1240), vydal knihu Liber Abaci, ve které fesil nasledujici problém: JestliZe k 1. 1.
kalenddrniho roku mdme pdrek krdlikid, kolik pdri budeme mit po 12 meésicich, jestlize
kazdy pdr ddvd po mésici novy pdr krdlikiu, Zadni neumiraji a cerstvé zrozeny pdr
ddva pront pdrek po dvou mésicich. PTi feSeni uzivime zminénou posloupnost, ktera
je rekurentné popsana vztahem

Fn+2:Fn+1+Fna (1)
platnym pro vSechna n € Ng = {0, 1,2, ...}, a podminkou Fy = 0, F; = 1; ¢leny této

posloupnosti jsou obvykle nazyvany Fibonacciova cisla. Snadno zjistime, ze po 12
mésicich mame kromeé pivodniho paru jesté dalsich 376 part kralika.
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Cislo a = %(1 +/5) se v uméni a architektufe uziva pro oznaceni poméru stran

vvvvv

Polozime-li B =1—a = %(1 — v/5), snadno ovéfime, e plati vztahy
a—pB=V5 a+pB=1 af=-1, |B/al<1. (2)

Vytvorujici funkei pro posloupnost {F,} je funkce
oo

F(z) = Z F,z2".
n=0

Jak se dale ukaze, fada vpravo konverguje pro véechna z € C, pro kterd plati |z] < 1/a.
Jednoduchymi tpravami lze snadno obdrzet vztah:

F(z) = 2F(2) = 2°F(2) = Fo + (Fy — Fo)z + Y _(Fuy2 — Fuy1 — Fo)z" 2

n=0

Z n&j dostavame F(2)(1 — z — 22) = z, protoze koeficienty u 2"*2 jsou podle (1) pro
v8echna n € Ny rovny nule. Plati tedy pro |z| < 1/«

Fe)——0>z A B 3)

C1—2z2—22 l—az 1-032’

kde s ohledem na (2) je

Odtud dostaneme 1 1 1
F — [
() \/5(1—az 1—6,2)’

coz uzitim vzorce pro soucet geometrické fady upravime na tvar

F(z) = % (ga"z” - gﬁ”zn> = Ti(o/‘;\/gﬁ") z".

Ze zékladnich znalosti o geometrické radé vyplyva, ze rovnost plati praveé pro vsechna
z € C, pro né7 |z| < 1/a, protoze 1/a < 1/8. Z jednoznaénosti rozvoje v mocninnou
fadu dostaneme Binetiiv vzorec

an_ﬁn

F, =
V5

Popsany vysledek nebyl jedinym prispévkem de Moivreovym k vyvoji teorie pravdépo-

5 nENg.

dobnosti, v niz hlavni objekt naseho zajmu — vytvorujici funkce — hraji prominentni
roli; srv. [27]. Poznamenejme jesté, Ze napf. v [8] je feSena tloha, kolika zpisoby p(n)
lze vyjit schodisté o n schodech, vynechdvdme-li pii kaZdém kroku nejvyse jeden schod.

8 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 45 (2000), ¢. 1



Ukéze se, ze plati p(n) = F,,. Fibonacciho posloupnost se vyskytuje v mnoha dalsich
ulohach.

2. Zakladni typy vytvorujicich funkeci

Vytvorujici funkce. Je-li {a,}52, posloupnost redlnych nebo komplexnich éisel,
nazyva se funkce

n=0

jeji vytvorugici funkci. Nékdy se nam hodi jesté Sirsi chapani definovaného pojmu:
vytvorujici funkei posloupnosti {a,} chdpeme jako mocninnou fadu na pravé strané
rovnosti (4).

Standardni operace s mocninnymi fadami davaji zakladni arzenal pro manipulace
s vytvorujicimi funkcemi; pat¥i k nim napft. ,,posun indexu“ nasobenim funkce vhodnou
mocninou 2™, derivovani a integrace ¢len po ¢lenu apod. VSimnéme si blize operace
nasobeni vytvorujicich funkci, ktera tizce souvisi se souc¢inem fad. Jsou-li F(z) a G(z)
vytvorujici funkce posloupnosti {f,} a {gn}, pak F(2)G(z) = H(z) je vytvorujici
funkce posloupnosti {h,,}, kterd se nazyva konvoluce posloupnosti {f,} a {g,}:

H(z) = F(2)G(2) = 2(}:0 fkgnk>z".

Plati tedy vzorec
n
h, = kagn,k, n € Np.

k=0

Pro ¢iselné fady > fna >, gn zavedl Louls AUGUSTIN CAUCHY (1789-1857) jejich

n=0 n=0 00
(nyni tzv. Cauchyho) soucin, coz je pravé fada Y h,. Pomoci elementarnich operaci
n=0

s mocninnymi fadami neni obtiZné napr. spocitat, ze pro ¢leny konvoluce Fibonacciovy
posloupnosti {F,,} s {F,,} plati vzorec

Y FiFg = 2((n+ 1)Ly — 2Fu 1),
k=0

kde L,, jsou tzv. Lucasova ¢isla. Ta spliiuji stejnou zdkladni rekurenci (1) jako ¢isla Fi-
bonacciova, avsak Ly = 2 a L1 = 1. Zavedl je FRANGOIS EDOUARD ANATOLE LUCAS
(1842-1891) a pro kazdé n € Ny plati L,, = a™ + (™.

Vytvorujici funkce mohou byt uziteéné také k hledani kombinatorickych identit. Od-
vodime tzv. Vandermondovu konvoluci, pojmenovanou po ALEXANDRU THEOPHILU
VANDERMONDOVI (1735-1796). Ten o ni v r. 1771 publikoval ¢lanek [41], byla vSak
znama jiz CHU SHIH-CHIEHOVI pfed rokem 1303. Uvazujme pro 7, s € R konvoluci
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posloupnosti {(7)}52, s {(j) 720 Vytvorujici funkce téchto posloupnosti jsou funkce

(14 2)" a (1+ 2)°, nebot jde o binomické fady

(1+z)rzi(:>zi, (1+z)s=i(j)zj.

i=0 =0

Pak vzhledem k rovnosti (1 + 2)"(1 + 2)* = (1 + 2z)" ™% s vyuZitim vztahu pro konvoluci
dostaneme porovnanim koeficientti u z"

"/ S _[(r+s

2 (1)) -00)
Dalsi priklady raznorodého vyuziti vytvorujicich funkci v kombinatorice nalezne ¢tenar
napft. v [8], kap. 6, v [22], kap. 2, a v [24], kap. 5.

Jak jsme naznacili v historickém tvodu, jsou vytvotrujici funkce také uzitecné pro
odvozovani vzorcl pro n-ty ¢len posloupnosti redlnjch nebo komplexnich ¢isel, které
jsou uréeny rekurentné. PopiSme obecnéjsi ptipad: Necht n je pfirozené ¢islo a po-
sloupnost {a} je popsdna rekurenci

ak = C1ak—1 + - + CpQk—n, k=n, (5)

kde c1,...,c, je n danych ¢isel. PredepiSeme-li jesté hodnoty prvnich n ¢lendt po-
sloupnosti ag, . .., an—1, je jimi a rekurenci (5) posloupnost {aj} jednozna¢né uréena.
Budeme-li ¢leny aj hledat ve tvaru z*, k = 0,1,..., pak budou ¢leny posloupnosti
{ax} spliiovat rekurenci (5), pravé kdyz bude platit

K=l 4 e

pro viechna k 2 n, tedy bude-li z vyhovovat algebraické rovnici

b 12— =0, (6)

2" — 12"
Na levé strané (6) je tzv. charakteristicky polynom. Je-li X kofenem tohoto polynomu,
pak {a;} = {\¥} je posloupnost vyhovujici rekurenci (5). Ma-li charakteristicky po-
lynom n riznych kofent A1, ..., \,, lze dokonce snadno popsat kaZdou posloupnost
{ax} vyhovujici rekurenci (5), a tedy i tu, kterd je (jednozna¢né) ur¢ena predepsanim
pocatecnich hodnot ag,...,an—1.

Neni bez zajimavosti, Ze pro praci s vytvorujicimi funkcemi je (absolutni) kon-
vergence fady v (4) nepodstatnd. Péknou ukdzku uziti takové vytvorujici funkce lze
nalézt napf. v [17], str. 346-348. Tento fakt, kromé jiného, vedl i k ,zformalizovanému
algebraickému®“ pohledu na mocninnou fadu objevujici se ve vztahu (4). Vznikla tak
teorie tzv. formdlnich mocninngjch Fad. Uvod do této problematiky je podrobné zpra-
covan v [29]; viz téz [35]. V nékterych piipadech je vyhodné pracovat s vytvofujicimi
funkcemi jiného typu. Uvedeme nékolik piiklad.
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Exponencialni vytvofujici funkce. Nékdy ma posloupnost {a,} komplikovanou
vytvorujici funkci, zatimco vytvofujici funkce posloupnosti {a,/n!} je podstatné jed-
nodussi. Pak je vihodné uzit posloupnost {a,,/n!} a teprve na zavér vynasobit jeji n-ty
¢len c¢initelem n!. Tento trik se Casto uziva, proto se zavadi specidlni typ vytvorujici
funkce

PAz) =Y an% :
n=0 ’

nazyvame ji exponencidlni vytvorugjici funkce posloupnosti {a, }. Zajimavou operaci je
opét soudin dvou exponencialnich vytvotujicich funkei. Jsou-li “F(z) a G(2) exponen-
cidlni vytvoiujici funkce posloupnosti {f,} a {gn}, pak funkce H(z) = FF(2)FG(2)
je exponencidlni vytvofujici funkce posloupnosti {h,}, kterd se nazyva binomickd
konvoluce posloupnosti {f,} a {gn}:

" /n
hn = n—=k;
5 () i
k=0
nebot pro konvoluci posloupnosti { f,,/n!} a {g,/n!} plati

hn o fk In—k
n! 7;]6! (n—k)!"

Ukazme si dalsi pouziti vytvofujicich funkci na problému, kterym se zabyval jiz JA-
CcOB BERNOULLI (1654-1705). Patfil k prvnim budovateltim teorie pravdépodobnosti.
V préci [5], kterou vydal po jeho smrti r. 1713 jeho synovec MIKULAS I. BERNOULLI
(1687-1759), se téz zabyval problémem, jak urcit soudet

n—1
Sm(n) =0+ 1"+ 2" 4 4 (n—1)" =Y k™
k=0
Hledal pfitom polynomy by, (z), pro které plati

1m+2m+3m+-~+(n71)m:/ b (2) da.
0

Kazdy takovy polynom musi vyhovovat rovnici

/n " () da = (1)

Ukazuje se, ze pro kazdé m € N existuje pravé jeden normalizovany polynom b,
stupné m, tj. s koeficientem u ™ rovnym 1, pro ktery plati (7) pro kazdé n € R,
tedy nejen pro n € N. Oznac¢ime-li, jak je zvykem, b,,(0) = B,,, m € N, pak dosta-
neme tzv. Bernoulliova ¢isla B,,. Hodnoty nékolika prvnich Bernoulliovych ¢isel jsou
uvedeny v tabulce 1.
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m 0 1 2 3 4 ) 6 7 8

1 1 1 1 1
B I -3 & 0O -5 0 32 0 —%
TAB. 1. Bernoulliova ¢isla pro m =0, ..., 8.

Snadno nahlédneme, Ze plati by(z) = 2 — 3 = (3(2? — x))/; obecné derivovanim (7)

dostaneme
bn(n +1) — by (n) = mn™ L.

Odtud vyplyva
m0" '+ 1" 4 (n 1)) =

= (b (1) = b (0)) + -+ + (b (n) — by (n — 1)) = b (n) = by (0) = by (n) — By,
a tedy

bm(n) — Bm — 1m71 + 2m71 + -+ (n - 1)m71 = / bmfl(LE) dz.
m 0

Tak dospivame k rekurentni formuli
b () = m/ bm—1(t)dt + Bp,. (8)
0

Vidime, Ze problém urceni Bernoulliovych polynomt se redukuje na problém urceni
Bernoulliovych ¢isel. Z (8) 1ze odvodit

bn(x) = 2™ +mB1a™ ' + - + mBy,_1x + B, = Z (Tl:) Brx™ k.
k=0
Bernoulliova ¢isla lze definovat pomoci rekurence
- 1
Bo =1, Z(T’H >Bjo, m =1,
=0~/
kterou lze prepsat takto
1 " /m
Bo=1, Bi=-, ’;<k>Bk:Bm’ m = 2.

Pro exponencidlni konvoluci posloupnosti { B, } s posloupnosti {1} ,samych jednicek®
plati

o= E(E()E-

m=0 “k=0
—ot (Bt (H)B +iim3£—
- 0)7°T\1)7t) " k)7F)ml T
m=2 “k=0
1 > zm > zm B
:§Z+m2:23mm:2+7;)3mm:2+ B(z).
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Odtud tedy dostaneme

m

z 2z
m! e —1"

EB(2) = Z B,

m=0

Velmi ¢asto se Bernoulliova ¢isla pomoci posledni rovnosti definuji. Ziskanou “B(z)
nyni uzijeme k vyjadieni vztahu pro Sy, (n). UvaZujme exponencidlni vytvotujici funkci
posloupnosti {Sp,(n)}2

m=0"

o] m 0o n—1 m
St = 32 8mo0p = 52 (k)
B n—1 i (kz)m B n—1 e enz 1
N m! ¢ = e* —1
k=0 m=0 k=0

Lze ji tedy psat ve tvaru

ES(z,n) = = FB(z)

e —1 z z

kde (e™* —1)/z je exponencidlni vytvoiujici funkce posloupnosti {n™/(m + 1)}°_,.
Oznacéme tuto funkci ZM(z,n). Plati tedy

ES(z,n) = PB(2)EM(z,n),

a proto posloupnost {S,,(n)} vznikd exponencidlni konvoluci posloupnosti {B,,}55_,
s posloupnosti {n™/(m + 1)}2°_. Plati

" (m pmti=k 1 " m+1
Sy (n) = B = Bpn™t1k,
=2 () ()

k=0 k=0

Bernoulliova ¢isla se vyskytuji napt. v Taylorové rozvoji funkci tg a cotg o stfedu 0
a také v tzv. Eulerové-MacLaurinové formuli.

Dirichletova vytvorujici funkce. Ukéazali jsme si cestu, kterd prostfednictvim
vytvorujicich funkci vede k urceni Bernoulliovych ¢isel a nasledné i souctid m-tych
mocnin prvnich n pfirozenych ¢isel. Neméné zajimavy stary problém spociva v urceni
(nekoneénych) souctil jejich pfevracenych hodnot, tj. fad tvaru i 1/n™. Budeme
postupovat trochu obecnéji. n=1

Dirichletovou vytvoiugict funkei posloupnosti {ay}52; rozumime funkei

a
D n
n=1
Z integralnfho kritéria vyplyva, Ze napf. pro kazdou omezenou posloupnost {a}
realnych ¢i komplexnich ¢isel fada vpravo konverguje pro vsechna z > 1, resp. pro
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vvvvvv

Zavedl je a pouzival JOHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859). Je
ziejmé, ze Dirichletovou vytvorujici funkei konstantni posloupnosti {1} je tzv. Rie-
mannova zeta funkce

)= =, Q
kterd je takto nazyvana na pocCest GEORGA FRIEDRICHA BERNHARDA RIEMANNA
(1826-1866). S problémem, jak uréit hodnotu {(2), se sezndmil GOTTFRIED WILHELM
LEIBNIZ (1646—1716) pfi svém pobytu v Londyné r. 1673. Nedokézal ho vyfesit a stejné
tak na néj nestacili ani JOHANN BERNOULLI (1667-1748) a jeho bratr Jacob. Teprve
r. 1734 Johanntiv zd&k LEONHARD EULER (1707-1783) nalezl ((2) pomoci vyjadieni
funkce sinus nekoneénym sou¢inem!) a uréil i hodnoty ¢(2m) pro m € N. Explicitné
uvedl vzorce

20 1 22 1 224 76977927
2) =272 4) =" -7 26) = — ———"= %
Posléze pak v r. 1740 dokézal v [14], Ze pro kazdé m € N plati
2r)2m
2m) = (—1 m-1 - 1
clam) = (<) By (10)

Poznamenejme pii této piilezitosti, ze vysledek je tzce svazén s funkei wcotg(nz),
kterou se Euler zabyval v [13]. Ta se neziidka objevuje v riznych aplikacich pod ozna-
Cenim e(z) nebo £1(z); viz napi. [35]. Intenzivné ji pozdéji studoval téZ FERDINAND
GoTTHOLD MAX EISENSTEIN (1823-1852); viz [12]. Plati nésledujici rovnost

- 1 — - m— 22m m m—
e(z)= Y =+ G 1(2m)!Bngc2 22"
m=—o0o m=1

takze koeficient v fadé u 2*™~! je roven —2((2m). Odtud lze dostat vzorec (10).

Je vhodné si opét pov§imnout souéinu dvou Dirichletovych vytvotujicich funkeci
DPF(2) a PG(2) posloupnosti {f,} a {gn}. Ten vede k Dirichletové konvoluci posloup-
nosti {f,} a {gn}. Pokud PH(z) = PF(2)PG(z) je Dirichletova vytvorujici funkce
posloupnosti {h,}, pak plati

PF P0G = Y S0 =YY M S0 (5 fagusa).

d|n

kde symbol v zdvorce oznacuje soucet pres vSechna takova d € N, pro néz je rovnéz

n/d € N. Je tedy
by = E fdgn/d-
d|n

1y Vysledek sdélil dopisem ze 12. srpna 1736 DANIELU BERNOULLIMU (1700-1782), proble-
matikou se vSak dale zabyval v nékolika pracich. Poznamenejme, ze dfive urcil {(2) s pfesnosti
na 6 desetinnych mist (1731), pak na 20 (1733) a teprve r. 1734 pfesné. Viz [13] a pozndmky,
kterymi je opatfeno ruské vydani [13] z r. 1961.

14 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 45 (2000), ¢. 1



K ilustraci pouzijeme posloupnost {u(n)}22,, kterd je pojmenovina po AUGUSTU
FERDINANDU MOBIOVI (1790-1868). Je definovana nésledovné: p(l) =1 a pro
n>1 klademe p(n)=0, je-li n délitelné druhou mocninou néjakého prvodisla,

a p(n) = (=1)!, je-li n souc¢inem [ rtiznych prvoéisel py, pa, . . ., pi- Snadno nahlédneme,
7e pak pro vSechna n € N\ {1} plati > u(d) = 0; staéi si uvédomit, ze v pozadi je
d|n

binomicka véta pro (1 — 1)!. Dirichletova vytvoiujici funkce Mébiovy posloupnosti ma
tak prekvapivé jednoduchy vztah k (-funkci. Plati

M) = 5

protoze pomoci Dirichletovy konvoluce {u(n)} s konstantni posloupnosti {1} dosta-
neme

DM(2) ¢(2) = i %(Zu(d) : 1) = % +§2%<Zu(d)> =1.

d|n d|n

Vyhodnost Dirichletovy vytvorujici funkce se projevi v pfipadé, ze posloupnost {a,, }
je multiplikativni funkct, tedy kdyz a; = 1 a pro kazda dvé nesoudélna prirozena cisla
m, n plati an.;m = ay - am. Pak lze a, pro libovolné n € N vyjadiit pomoci ¢lent a,x,
kde p jsou prvocisla a k € N; Dirichletovu vytvorujici funkci pro takovou posloupnost
{an} lze proto zapsat ve tvaru

=T+ -1EE)

3z
peP p peP k=0 p

kde P zna¢i mnozinu v8ech prvocisel. Specidlné pro konstantni posloupnost {1} dosta-

1 1 1 1
D _ 14+ — + 4 +...): . 11
J(2) ”( p? | p2z | pde H 1—p—= (11)

pEP peP

neme

Srovnanim vztaht (9) a (11) obdrzime vztah

=01 1
> -Tl—
n=1

p€EP

ktery opét nalezl (jen pro redlnd z) jiz r. 1737 Euler. Pouzil ho napf. k ,dukazu”,

ze fada Y 1/p je divergentni, a to tak, Ze v ném polozil (nekorektné) z = 1; tento
peP
dikaz lze ,opravit“. Poznamenejme jesté, ze Euler pro Mobiovu posloupnost {u(n)}

o0

wdokazal“, ze Y p(n)/n= [[(1—1/p) =0, v tomto pfipadé vSak jeho dikaz jiz
n=1 peP

Lopravit“ nelze, a¢ tvrzeni plati.
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3. Jak to vlastné funguje

Drtive nez se pokusime ¢tenafi piiblizit dalsi Eulerovy vysledky, popiSeme alespon
Castefnsd, jak Euler s fadami zachdzel. Kromé vyjadieni ¢(2), o némz od Eulerovy doby
vysly desitky ¢lanki a které patii k perlam klasické analyzy, nalezneme u néj i trochu
podivné vzorce:

1=1-2+3-4+-, 0=1-3+5-T+-+-, —1=1+2+4+8+---

Euler totiz zachazel i s divergentnimi fadami. Pohyboval se genialné v prostfedi ma-
tematickych experimenti, domnének a dikazl tak, Zze pomoci nich nachézel zajimavé
a cenné vysledky. Védél, ze ,nesikovné zachazeni“ s divergentnimi fadami vede k roz-
porum v matematice, pricital je vSak spiSe nedostatecnosti soudobého matematického
aparatu. V r. 1745 to vyjadfil?) virou v to, co byva dnes oznacovéno jako Eulertiv
princip: Soucet kaZdé Tady je hodnotou toho konecného vijrazu, jehoZ rozvinutim
prislusnd Fada vznikd. Podrobnéji viz napt. [25] nebo [20]%). Uvedené vztahy ziskal
Euler tak, ze vhodné funkce rozvinul v mocninné rady o stfedu zg = 0 a pak do nich
dosadil body lezici mimo kruh konvergence téchto fad. Vyvoj matematiky do jisté
miry ospravedlnil jeho predstavy, avsak teprve za vice nez 40 let po Eulerové smrti
objevil NIELs HENDRIK ABEL (1802-1829) r. 1826 prvni vysledek o regularité séitact
metody, kterd je dnes nazyvana jeho jménem. V nasi symbolice ukazal, ze pokud rada
> a, konverguje, pak pro vytvorujici funkci posloupnosti {a,} plati

o0
lim A(z) = lim g anx” = E an,.
r—1y $_>1+ 0

n—

Abelovsky zobecnény soucet se potom definuje pomoci limity na levé strané prvni
z rovnosti a lze jim opravdu secist i nékteré divergentni fady. Je napft.

1 . 1 . non
> =y =l 2 (e

ackoli fada > (—1)" diverguje. Tak lze ,seéist* geometrickou fadu i v nékterych bodech
na hranici kruhu konvergence, avSak k jejimu ,secteni v dalsich bodech komplexni
roviny je t¥eba jesté Gc¢innéjsich metod; viz [40].

Priblizme si nyni praci s vytvorujicimi funkcemi také trochu jinak, bez matema-
tického aparatu a v intuitivni roviné, jednou tlohou z oblasti rekrea¢ni matematiky,
jejiz feseni podrobné popiseme: Urcete, kolika zpiusoby T, lze vytvorit obdélnik ,typu
2 x n“ z dominovyjch kostek?).

2) 'V dopise CHRISTIANU GOLDBACHOVI (1690-1764) ze 7. srpna 1745.

3) Euler princip podrobnéji popsal r. 1755. Z pozdéjsiho popisu plyne, Ze mél patrné na
mysli rozvinuti v mocninnou fadu.

+) Zde samoziejmé predpokladame, ze dominova kostka je obdélnik ,typu 2 x 1“ a ze
dominové kostky jsou navzajem nerozlisitelné, tj. nemaji napt. zadné oznaceni.
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Pro obdélnik 2 x 3 je T3 = 3, nebot ho lze slozit takto:

[0 = H

Zkusmo miizeme ziskat pro n = 1,2, 3,4 hodnoty 7,, (klademe Ty = 1)

n | 0 1 2 3 4
T, | 1 1 2 3 5

Tab. 2. Pocty zptisobu vytvoreni obdélniku 2 x n pro n =0,1,2, 3, 4.

Zpusob feseni pomoci vytvorujici funkce je zaloZen na nasledujici myslence. Vytvo-
fime ,soudet” vSech moznych sloZeni obdélniku 2 X n pro n 2 0 a oznacéime ho T':

T=+0+0O+85+ 0+ EB+E+-;

|“ odpovid4 obdélniku 2 x 0. Tento soucet obsahuje mnoho in-

formaci. Misto dukazt individualnich vlastnosti ,¢leni“, napf. pomoci matematické

prvni ¢len vpravo ,,

indukce, vede k diikazu vlastnosti T jako celku. Cleny této fady jsou ,sloZeniny“, tedy
zvlastni objekty kombinatorické povahy. Neni tfeba hloubat nad tim, co je vlastné
spravné, kdyz séitdme nekone¢né mnoho ,slozenin“; vSe lze provést matematicky zcela
rigorézné.

V T sc¢itame ,slozeniny“, které mizeme i nasobit na zakladé ,nakresleni vedle sebe®.
Napi. [] ndsobeno [ dava [[H. Je ziejmé, Ze toto nasobeni neni komutativni a ,,|
pfedstavuje jednotkovy prvek.

Nyni uzijeme tuto ,dominovou aritmetiku“ k manipulaci s nekone¢nou radou 71"

T=|+0+M+gd+00+EH+Hl+--- =
=[+0(1+0+0+8+--)+8 (1+0+0+8+--) =
=|+07+HT. (12)

Kazda ,slozenina“ se objevuje na pravé strané pravé jednou, tedy to, co jsme udélali,
yfunguje® i bez dalsich podminek typu konvergence fady. Z rovnice (12) vyjadiime T":
nahrazenim T dvojznakem |7 a ode¢tenim poslednich dvou é&lentt od obou stran
rovnosti (12) ziskdme

(I-0-BH)r=1.

Doposud bylo jednoduché pracovat s rovnici (12) v ,kombinatorickém duchu“. Nyni
vSak k ziskani vzorce pro T provedeme ,kombinatorické déleni“. Nasobeni neni ko-
mutativni, proto je nutné rozliSovat mezi délenim zprava a zleva, v nasem ptipadé to
je vSak nepodstatné, protoze ,|* je komutativni s ¢imkoli. Proto po ,déleni“ v§razem

| — ] — H dostaneme
|

BEi==]
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Budeme-li dale rozsifovat nase poc¢inani na zakladé inspirace, kterou ndm poskytuje
matematika, a ,rozvineme“ tento zlomek v geometrickou fadu, obdrzime

ﬁ:|+(g+5)+(u+5)2
=+ (I+8) +(M+H+H+E) +

Tak ziskame opét T', ale s prerovnanymi ¢leny. Kazda ,sloZzenina“ se zde proto objevuje
pravé jednou (napi. [ ] se vyskytuje jen v rozvoji ([]+ E|)7)

UZite¢né informace muZeme z této nekonecné fady ziskat ignorovanim jistych de-
taill, které nas nezajimaji; muzeme tedy kazdy jeji ¢len zapsat ve zkracené ,komuta-
tivni verzi, napt. [ ] zapiseme []'—¢. Tedy

T=|+0+0"+= +0° +20 + 0" +30° " + '+ . (13)

Koeficienty v (13) nalezneme rozvinutim v geometrickou fadu a naslednym uzitim
binomické véty

Mﬂ<D+£>+<u+52>2+<u+m2>3+---:

S0 - 35 () -

S Opse)-nn (e

Zjistili jsme tedy, Ze pocet zplisobt pro vytvofeni obdélniku 2 x (j + 2m), s j verti-
kalné polozenymi a 2m horizontalné polozenymi dominovymi kostkami, je (m‘H )
Jestlize ignorujeme i orientaci dominovjch kostek, mfizeme misto [] i C3 psat z.

PiSeme-li 1 misto ,,|“, pak ziskdme

1

T——
1—2—22"

coz vzhledem k (3) znamend, ze T;, = F,,11, n € Ng. Podobné lze fesit tlohu pro
vytvafeni obdélnikt typu 3 x n. Pro jejich pocet dostaneme

0 pro n liché,
Uy ={ n2

S (" ™)2m/2 ™ pro n sudé.

m=0

Ctenéi si miize ovéiit pochopeni principu samostatnou tvahou na tloze®): Ko-
lika zpiusoby lze rozménit penézni ddstku: (a) pomoci libovolného poctu desetihaléii

5) Jde o zjednodusenou tlohu o rozménovani penézni ¢astky jen pomoci minci o hodnoté
1, 5, 10, 25 a 50 centi, kterou GEORGE POLYA (1887-1985) a GABOR SzEGH (1895-1985)
zpopularizovali ukdzkou jejiho FeSeni pomoci vytvorujici funkce v dnes jiz klasické knize [32].
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a dvacetihaléii, (b) pomoci desetihaléii a dvacetihalérd, pricemZ kaZdy druh mince
lze pouZit nejvgse d-krdt? (c) Jakymi zpisoby lze rozménit penéini édstku pomoci
desetihaléri a dvacetihaléii, pricemz kaZdy druh mince lze pouZit nejvyse d—krdt?°)

(a) Uvazujme opét nekonecéné fady, které obsahuji vSechny moZné zpisoby rozmé-
néni. Pro rozménéni pouze pomoci desetniku tedy plati

P=@+0+00+ 000+ =0+ O+0" + O+

a pro rozménéni pomoci desetniki i dvacetnikt

D=P+@®P+@OP+ODDP + = (D+O+O° + @+ P.

Pro fesen{ tilohy uZijeme trik: nahradime @ mocninou 2!° a @) mocninou 2%%; dp a &)
nahradime 1. Pak napi. hodnoté ¢lenu €0©0€0@ bude odpovidat 2°. Tedy

— 1 1 1
P = 1o — D= P = : 14
Zk 1— 210’ 1— 220" = (1= 220)(1 — 210) (14)

Oznacime-li

1 1 1 1
(=) = 1—2)1—22)  4(1—2z) " 2(1-2)? +4(1+Z>’

pak rozvinutim zlomkt napravo v mocninné fady a tpravami postupné ziskdme

n=0

kde [n/2] je celd ¢ast ¢isla n/2. Pro D tedy plati

D =T(:'% = i ([g} + 1) 210m, (15)

n=0

/v0o

Jsou-li P,,, resp. D,, poCty zpusobu, kterymi lze rozmeénit ¢astku 10n haléra, kdyz uzi-
vame pouze mince desetihalérové, resp. desetihalétové i dvacetihaléfové, pak s ohledem
na (14), resp. (15) dostaneme pro kazdé n € N

(b) Uvazujme opét vSechny mozné zpusoby rozménéni. Pro rozménéni pouze pomoci
nejvyse d desetnikt ziskdvame vytvorujici funkei

P:®++2+"'+d:1+210+220+"'+210d

%) Predpoklada se, ze zachazime s ¢astkami, které jsou celistvym nasobkem 10 h.
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a pro rozménéni pomoci nejvyse d desetnikt a d dvacetnikt
D=(@+@+@"+ -+ @) P= (1422442214214 4+ 21%). (16)

Pocet zptisobtl, kterymi lze ¢astku 10n haléft rozménit pomoci nejvyse d desetniki a d

dvacetniki, vyjadiuje koeficient u z°"

ve vztahu (16).

v polynomu vzniklém roznasobenim zavorek

(¢) Budeme postupovat podobné jako v ¢asti (b), ale v tomto pfipadé musime
uvazovat vytvorugici funkce vice proménnych”).

Pro rozménéni pouze pomoci nejvyse d desetnikii, resp. pouze nejvyse d dvacetnikt
tedy uvazujeme vytvorujici funkci

P=1+2%+ 222 +4... 42104 4 ecC,

resp.
D=1+ 20w+ 2% + ...+ 2204 wecC.

Vytvorujici funkce pro rozménéni pomoci nejvyse d desetnikt a d dvacetnikt proto
ma tvar

G(z,u,w) = (14 280 4 - 4 21%% ) (1 + 220w 4 - - - 4 220 ?). (17)

Po roznasobeni a povytykani na levé strané vztahu (17) ziskdme jisty polynom P(z)
proménné z. Vsechny mozné zptisoby pro rozménéni ¢astky 10n haléiti pomoci nejvyse
d desetnikti a d dvacetniktl pak ziskdme z exponentii proménnych u (pouzity pocet
desetniktl) a w (uzity pocet dvacetniki) v jednotlivych ¢lenech polynomu, ktery je
koeficientem u 21°" v polynomu P(z).

Uvahy, které jsme provedli, lze nejen zpfesnit, ale i zobecnit. Lze tak dostat velmi
zajimavé vysledky v teorii o rozkladech®). Uvedeme dva typy obecnych tiloh o rozmé-
novani penéznich castek:

(a) Rozmériovani pomoci urcitého poétu minci, jejichz hodnoty jsou prvky mnoziny
H = {hy,ho,hs,...}, h; € N. Pak lze podobné jako v (14) ziskat odpovidajici

vytvorujici funkci
I I as)
1—zhn 1—2zk"
n=1 keH

(b) Rozménovani pomoci ur¢itého po¢tu minci, jejichz hodnoty jsou prvky mnoziny
H = {hy,ha,hs,...}, h; € N, pficemz kazdou minci lze pouzit nejvyse d-krat,
d € Ny. Analogicky jako v (16) ziskdvame ptislusnou vytvorujici funkci

[T+ 2"+ 22 e 2y = T (4 25 4 27 4 4 2%, (19)
n=1 keH

7y Jejich uziti je pomérné ¢asté napt. v problémech kombinatorické povahy, srv. [24], kap. 5.
8) Ad to patrné neni zcela Stastné, prekladame tak pojem, pro ktery se v anglické literature
pouziva termin partition.
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4. Aplikace v teorii funkci

Nejen jisté posloupnosti ¢isel, ale i dilezité systémy funkci 1ze zavést pomoci metody
vytvorujicich funkci. UkaZeme si to na ptikladech Legendrovijch polynomi a Besselo-
vych funkci pruniho druhu; jsou dnes nazyvany po ADRIENU-MARIE LEGENDROVI
(1752-1833) a FRIEDRICHU WILHELMU BESSELOVI (1784-1846).

Lze-li funkei f(z,t) v okoli bodu ¢ = 0 rozvinout v mocninnou fadu podle mocnin
t, jsou jeji koeficienty funkce proménné x:

=3 gala)t"

Funkci f nazyvame vytvorujici funkce posloupnosti funkei {g,(x)}22,.
Uvazujme vytvorujici funkci £(x,t) = (1 — 2tx + t2)~ /2, 2|t||z| + |t|> < 1, posloup-
nosti polynomt P, (z):

oo

1
—_— = P, (x)t".
V1= 2tx + 2 Z (@)
n=0
Po rozvinuti levé strany v binomickou fadu
1 —
V1 =2tz + 2
prerovnéni a usporddani podle mocnin ¢ ziskdme Py(x) = 1 a Pi(x) = x. Pro parcidlni
derivaci funkce £ podle ¢ plati
oL r—t r—t

ot (1—2tx+12)32  1—2Ax+£2

1 1
b (ot )+2—3(2tx7t) b

7 poslednich dvou vztahii dostaneme derivovanim mocninné fady ¢len po ¢lenu

(x —1t) ZP = (1— 2tz +t?) ZnP )L

n=1

a tak po vynasobeni a porovnani koeficientti u t" ziskame rekurentni vztah
(n+1)Poyi(x) — 2n + DzPy(x) + nPy_1(z) =0,

ktery spolecné s podminkami Py(z) =1, Pi(x) = x charakterizuje Legendrovy poly-
nomy; viz [23].

Trochu upravenym pojetim vytvorujici funkce lze pouzit podobnou techniku pro
tzv. Besselovy funkce®). Necht 0 < Ry < Ry < +o0, z € C, pak pro R; < |t| < Rs pod
vytvorujici funkei posloupnosti funkei {a,(z)}2

1o _ o rozumime funkei

oo

Alt, z) = Z an(2)t".

n=—oo

9) Jsou pojmenovéany po FRIEDRICHU WILHELMOVI BESSELOVI (1784-1846), avSak pro
komplexni z byly vySetfovany teprve napf. EUGENEM LOMMELEM (1837-1899); dnes jsou
proto Casto nazyvany modifikované Besselovy funkce. Specidlnimi pripady se zabyvali jiz
Euler (1731) a Daniel Bernoulli (1732).
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Pro t # 0 ziskdme vynasobenim fad

[e%e] l e’} m
1/1 1 z
2t/2 _ 2 :_ L —z/(2t) _ E ~(_=
¢ n ! <2Zt> ’ ¢ n m!( 2t)

=0 m=0

¢len po ¢lenu a slouc¢enim vzhledem k mocnindm ¢™ (veskeré operace jsou legitimni,
nebot obé fady absolutné konverguji)

oo

ez(tfl/t)/Zz Z Jn(z)t”

n=—oo

Po Gpravach obdrzime pro vsechna n € Ny

o) n+2m
z =™
Jn(z) = = _
n(2) Z(Z) m! (n + m)!
m=0

a analogicky i vztah pro J_,,(z) s n = 0. V p¥islusné vytvorujici funkei jsou ,zakédo-
vany“ a v jistém smyslu ,komprimovany* vSechny vlastnosti Besselovych funkci; je
tedy napf. GCinnym pomocnikem k odvozeni vztahu

Jn(y—f—z): Z Jm<y)Jn—m<Z>-

m=—0o0

Poznamenejme jesté, ze kazdou celou holomorfni funkci lze vyjadfit rozvojem tvaru

(e}
> apJk(2), coz ukazuje mnohostrannou dilezitost Besselovych funkei.
n=0

5. Aplikace v diskrétni pravdépodobnosti

Rozsah aplikaci vytvorujicich funkci v teorii pravdépodobnosti je znacny a atrak-
tivni, bohuzel by vsSak priklady samy o sobé predstavovaly materidl na rozsahly
¢lanek. Pievazné se proto omezime na to, Ze ¢tenaii priblizime zajimavé vysledky!?)
a ukazeme, Ze i dalsi operace s vytvorujicimi funkcemi nejsou samoucelné a souviseji
s nékterymi tlohami dilezitymi v praxi. K porozuméni je potfebnd alespon intuitivni
znalost nékterych pravdépodobnostnich pojmil; viz napf. [37] nebo [38].

Je-li X diskrétni ndhodna veli¢ina, ktera nabyva hodnot 0, 1, 2, ... s pravdépodob-

nostmi pg, p1, P2, --., pak pravdépodobnostni vytvorujici funkci nazveme funkci
o0
Gx(z) = Zpkzk. (20)
k=0

19y Dékujeme kol. RNDr. J. ANTOCHOVI, CSc., ktery nas s nékolika velmi zajimavymi
aplikacemi seznamil, a také Mgr. MiCHALOVI CIHAKOVI; oba pfispéli ke zpfesnéni a ztiplnéni
tohoto textu.
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Vzhledem k tomu, Ze pr =0 a > pr =1, konverguje mocninnd fada v (20) ale-

k=0
sponi pro ta komplexni z, pro néz |z| < 1. Nabyva-li X pouze kone¢né mnoha hod-
not 0, 1, 2, ..., j, klademe p, = P(X = k) =0 pro vSechna k > j. M&-li ndhodna

veli¢ina X vytvorujici funkei Gx(z), potom lze z (20) piimo spocitat jeji stfedni
hodnotu EX, rozptyl var X a pravdépodobnosti pg, k € Ny, pomoci vzorca

_ &R
Tk

EX =G(1), varX =G%(1) + G%(1) — (G%(1))?, p (21)

V tomto pfipadé je totiz napft.

J o /
EX = kak = (Zpkzk>
k=0 k=0

Podobné lze pro nezavislé ndhodné veliciny X, Y s vytvorujicimi funkcemi Gx(z)
a Gy (z) z (20) obdrzet

z=1

Gx+y(z) = Gx(z) . Gy(z)

Velmi dilezitou vlastnosti pravdépodobnostni vytvorujici funkce je jeji pomérné jed-
noduchy tvar pro vétsinu bézné uzivanych nahodnych veli¢in. Napf. pro ndhodnou
veli¢inu X s rovnomeérnym rozdélenim vadu n € N, kterd nabyvd hodnot 0,1,... ,n —1
se stejnymi pravdépodobnostmi 1/n, mé vytvoiujici pravdépodobnostni funkce tvar

00 n—1 1 1 n—1 11—
Gx(z):Epkzk:E EZk:EE zk:ﬁl—z'
k=0 k=0 k=0

Pri zkoumani rozdéleni souc¢tu urcitého poctu diskrétnich ndhodnych velicin se
uplatiiuje tvrzeni o konvoluci ndhodnych veli¢in; viz napf. [37]. Pfi vySetfovani pro-
blému rozdéleni souctu ndhodného poctu ndhodnych veli¢in se uplatni dalsi operace.
Necht X}, jsou pro k& € N ndhodné veli¢iny s tymZz shodngm rozdélenim pravdépodob-
nosti P(Xy =) = p;, i € Ny, a tedy i shodnou vytvorujici funkci G x (2).

Necht N je ndhodnd veli¢ina s P(N = i) = M;, i € Ny, a vytvorujici funkei Gy (2).
Pak nahodn4d veli¢cina Sy = X7 + X5 + - -+ + Xy, ktera reprezentuje ndhodny soucet
nahodnych veli¢in, ma vytvorujici funkci

Gsy(2) = Gy (Gx(2));

pracujeme tedy se sklddanim vytvofujicich funkci. Pomoci derivovani a uziti (21)
ziskdme opét vzorce pro stfedni hodnotu a rozptyl Sy

ESy =EX-EN, varSy=FEN-varX +varN - (EX)?%
To souvisi napf. s touto tlohou: Samicka hmyzu snese nahodny pocet vajicek, ktery
se Tidi napr. Poissonovym rozdélenim. Z kazZdého vajicka se vylihne larva s pravdépo-

dobnosti p. Jaky je stredni pocet vylihlyjch larev?
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Operace skladani vytvorujicich funkci se ukazuje jesté vice potifebnou pfi studiu
fetézovych reakci. Takova reakce se odehrava napt. v tzv. elektronovém nasobici, ktery
se sklada z velkého poctu stinitek. Jestlize na prvni stinitko dopadne elektron, zpisobi
sekundarni emisi ndhodného poctu dalsich elektronti, které po dopadu na dalsi stinitko
vyvolaji obdobny efekt. TaZzeme-li se na stfedni pocet elektroni emitovanych n-tym
stinitkem, uplatni se ,,n-nasobné“ skladani vytvorujicich funkci.

Jingm klasickym objektem zkouméni je ndhodnd prochdzka na piimce; srv. [39].
Predpokladame, ze ,startujeme“ z bodu nula a pfi kazdém kroku mutzeme udélat
pohyb o jednotku vpravo s pravdépodobnosti p ¢i vlevo s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p.
Zajimé nés rozdéleni pravdépodobnosti prvnich (druhych, tfetich, ...) ndvratl zpét
do vychoziho bodu nula. I pfi feseni tohoto problému se uplatiiuji velice vyznamné
vytvorujici funkce; srv. [6], [37].

Alesponi jednu tlohu prozkouméme obecné trochu podrobnéji. Je to tloha o cekdni
na vyskyt urcitého vzoru. Predstavme si, Ze se konaji ndhodné nezavislé pokusy, z nichz
kazdy mizZe s pravdépodobnosti p skoncit vysledkem S a s pravdépodobnostig =1 —p
vysledkem N. Ma se najit rozdéleni pravdépodobnosti, stfedni hodnota a rozptyl
ndhodné veli¢iny, kterd napf. popisuje (a) prvni vyskyt S ¢i N v i-tém pokusu, nebo
(b) prvni vyskyt ur¢ité kone¢né posloupnosti vysledk, napt. SNS apod.

Nechf X je ndhodnd veli¢ina, kterd udava poradové éislo pokusu, ve kterém se
poprvé objevil vysledek S. Poznamenejme, Ze se rozdéleni této ndhodné veliciny nazyva
geometrické rozdeleni. Pak plati

0, k=0,

22
pg"t, kEN, (22)

P(Xk)Pk{

takze dostavame vytvorujici funkci

o0 o0 3 >
Gx(2) = 3Pt = Stk = 2
k=0 k=1 q

Z jejiho tvaru uzitim (21) ¢ p¥imo z definice dostaneme snadno vzorce
EX =1/p, varX =gq/p?’, P(Xzi)=q¢ "

Tlustraci ndm poskytne popis hry ,Rub-Lic“. Dva hrac¢i A, B hézeji minci. Rub (R)
padé s pravdépodobnosti p, a tedy lic (L) s pravdépodobnosti ¢ =1 — p. Vyhrava
hrag, ktery prvni ,hodi (R)“, pfi¢emz hazet zacind A.

Pravdépodobnosti vyher A a B jsou proto vzhledem k (22)

1

oo o0 q
P(A)=) Pyp1=——, PB)=) Puyja=-——.
k=0 1+ q k=0 1+ q

Pfip =1 ,neni hra fér*, nebot pak je P(A) = % a tak m4 hra¢ A podstatnou vyhodu.

Ctenaf si miize rozmyslet trochu obecnéjsi tilohu, a to jak volit pravdépodobnost p,
s niz jev (R) nastava pro hrace A, a pa, s niz nastéva jev (R) pro hrice B, tak, aby oba
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hraci méli stejnou Sanci. Prozradme, Ze pro p; = % jepe =1laprop; > % nem4 tloha
feseni. Pro p; = % vyjde ps = %; bliZe viz pfipravovanou knizku [2], jejiZ preprint jsme
od autora méli k dispozici. Poznamenejme jesté, ze ulohy tohoto typu lze stopovat
a7z k Moivreovi do r. 1738 a dal$im, k nimz patii THOMAS SIMPSON (1687-1768)
a PIERRE SIMON LAPLACE (1749-1827); srv. [6].

Problém urcit prvni vyskyt urcité posloupnosti vysledk si ukdzeme na zjednodusené
varianté hry, kterou v obecné&jsi podobé popsal r. 1969 WALTER PENNEY v [30]; proto
byva nazyvana Penneyova hra. NaSe hra vypada takto: Hra¢i A a B opét stfidavé
hézeji idealni minci'!) tak dlouho, az se objevi v posloupnosti vysledktt LLR a pak
vyhrava A, nebo LRR a pak vyhrava B. Jakou pravdépodobnost vyhry ma kazdy
z nich?

Uvazujme nejprve o moznosti vyskytu posloupnosti LLR. Muzeme postupovat
podobné jako dfive v uloze o dominovych kostkach nebo mincich. Vytvotfime soucet
vS8ech moznych piiznivych vysledki

S=LLR+LLLR+ RLLR+ LLLLR+ LRLLR~+---,
a také soucet vSech vysledkd, ve kterych se vyhravajici posloupnost LL R nevyskytuje
N=1+L+R+LL+LR+RL+RR+LLL+---.
Potom plati

1+NL+NR=N+S, (23)

nebot kazdy ¢len vlevo bud kon¢i LLR (patii tedy do S), nebo nekonéi (patii do N)
a naopak kazdy élen vpravo je bud ,prazdny“, nebo musi pat¥it do ML & do N R.
Podobné plati

NLLR =S. (24)

Resenim této soustavy rovnic ziskdvame pro S
1-8)(1—-L—-R)'LLR=S

a po dosazeni %z za L 1 R ziskdvame odtud pro vytvotujici funkci Gs(2)

(1-Gs(2)(1— 32— %z)_lézg = Gs(z),

a tedy

Gs(z) = (25)

23 —82+8"
Podobné lze také pro posloupnost LRR ziskat soustavu, jejimz feSenim je opét (25).
Tedy nahodné veli¢iny popisujici vyskyt posloupnosti LLR i LRR jsou totozné. Proto
by hra¢i A i B méli mit v této hie stejné Sance na tspéch. OvSem diky ,vnitfnimu
vztahu“ mezi LLR a LRR se ukéaze, ze hra ve skutefnosti v tomto pfipadé opét

11) Pravdépodobnost padnuti (R) i (L) je stejné a je rovna 3, za¢ina hrac A.
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spravedlivd neni. Ozna¢ime-li Sx vitézné posloupnosti pro A, S vitézné pro B a N
ty, které nejsou zatim ve hfe ,koncové“, pak plati

Si=LLR+ LLLR+ RLLR+---,
Sp=LRR+ LLRR+ RLRR+ ---,
N=1+L+R+LL+LR+RL+RR+LLL+---,

a podobné jako v (23) a (24) ziskdvame
1+N(L+R)=N+8s+S8p, NLLR=S4, NLRR=S8sR+ Sg.

Jestlize zvolime L = R = %, pak Sy, resp. Sp budou predstavovat pravdépodobnosti
vyhry pro A a B. Po jednoduchém vypoctu ziskdme z této soustavy hodnoty Sy = %
aSp= %, takze A bude vyhravat priblizné dvakrat ¢astéji nez B. V puvodni Pen-
neyové hie si hra¢ A vybira svoji ,vitéznou posloupnost“ o délce k a pak si svoji
o stejné délce k vybere hra¢ B, a to na zakladé volby hrace A. Ukolem je pro dané k
urdit optimélni volby posloupnosti pro oba hréde. Viz téz napt. [6] nebo [16].

A¢ se na prvni pohled mize zdat, Zze tyto hry nemaji zadny prakticky vyznam,
je opak pravdou: problém souvisi s fizenim technologickych procest, kde umoznuje
vypocet prumérné délky trvani jistého procesu. Vytvorujici funkce patii k zakladnimu
aparatu teorie pravdépodobnosti. Uplatniuji se pfi feSeni diferencnich i diferencialnich
rovnic a objevuji se v praktickych aplikacich markovskych procest, napr. v teorii
skladu, teorii obnovy a v teorii hromadné obsluhy; srv. [1], [33], [18] nebo [44]2).

Dalsi vyznamné vyuziti nachéazeji pravdépodobnostni vytvorujici funkce v informa-
tice. Jde napf. o algoritmy urcené k ukladani a vyhledavani jistych tidaji v rozséhlych
databézich. Uziva se zde technika tzv. hashovdni, viz [17], str. 411-426. Srv. téz [21].

Nakonec jesté kratkou historickou poznamku: povysSeni metody vytvorujicich funkci
na jeden ze zékladnich prostfedki teorie pravdépodobnosti nédlezi Laplaceovi, ktery
k ni p¥ispél piednaskami na I’Ecole Normale Supérieure konanymi od r. 1795. Druhé
vydani jeho knihy [10] z r. 1814 obsahuje jako pfedmluvu text pfednaSek z r. 1795.
V prvni kapitole knihy [10] rozpracoval jako prvni metodu vytvorujicich funkci!?).

6. Dalsi navrat k Eulerovi

Abychom méli k dal§imu vykladu ,0sli mistek®, uvazujme jesté tento experiment:
Meéjme n navzdjem nerozlisitelngjch predméti a k navzdjem nerozlisitelnych prihradek.
Kolika navzdjem ruznymi zpusoby mizZeme predméty pridelit do prihradek?

Pro nekoneény pocet predméti i prihradek je tento problém ekvivalentni s problé-
mem rozménovani pomoci minci o hodnotach 1, 2, 3, ... Prislusna vytvorujici funkce

1
gl,zw (26)

12) Posledné zminénou knizku jsme neméli pii psani ¢lanku k dispozici, je zmifiovana v [6].
13y Druhé vydani [10] z r. 1814 jsme méli k dispozici z knihovny MFF UK.

ma tedy tvar
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nebot vznikne z (18) volbou H = N. Tato tloha opét neni bezvyznamnou hiickou,
nebot takto lze spoéitat napf. pfesné kritické hodnoty Wilcoxonova testu a dalsich ve
statistice vyznamnych testi.

Podobné nekonecné souciny, o nichz predpoklddame, Ze jsou ctendfi intuitivné
srozumitelné, se vyskytuji i v problémech z teorie ¢isel. Tam maji vytvorujici funkce
velmi $iroké vyuziti. Omezime se na ukdzku z problematiky souvisejici s rozklady (par-
titions). Jeji pocatky sahaji do 17. stoleti. Snad prvni zminku lze nalézt v Leibnizové
dopise Johannu Bernoullimu, psaném okolo roku 1699; viz [36]. Nejvétsi vliv na FeSeni
vSak mél Euleruv vysledek, ktery popiseme podrobnéji.

Eulerova véta o pentagonalnich ¢islech a rozkladech. Euler na zékladé rozna-
sobeni prvnich vice nez 51 ¢initeltl nekone¢ného soucinu

[Ta-2m (27)

n=1
v roce 1741 zjistil (dikaz vSak nalezl az o deset let pozdéji, srv. [15]), ze

oo
H(lfz"):172722+z5+z772127215+~~,
n=1

a uvédomil si tak, ze pfi dnes bézném oznaceni plati

o0 o0 —+oo
H(l _ qn) =14+ Z(_l)n(qn(fmfl)ﬂ + qn(3n+1)/2) — Z (_1)nqn(3n71)/2. (28)
n=1 n=1 n=-—oo

Pro ¢isla w(n) = %n(3n — 1) pro celd n, kterd se zde objevuji v exponentu, se uziva
nazev pentagondlni ¢isla. Divod je patrny z obr. 1.

n=1 n=2 n=3 n=4

Obr. 1. Ctyfi pentagonalni éisla: 1, 5, 12, 22.

Legendre ziskal ¢isté formalnim roznasobenim nékolika prvnich ¢initel souéinu (27),
kde opét piSeme ¢ misto z,

1—g—q®—¢® — ¢+ ¢""2 1 ¢"*3 1 g+ 4 23 1 2+ 4
S g 2 S 2984 12484 (29)
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a uvédomil si, Ze ¢len +¢" se zde objevuje pfesné tolikrat, kolikrat 1ze cislo n repre-
zentovat jako rizné soucty ruznych prirozenych cisel; zde i dale povazujeme soucty,
které se lisi pouze poradim séitanci, za shodné. Znameni + plati v pripadé, kdyz je n
reprezentovano sudym pocCtem scitanct, a znameni — v pfipadé, Ze je pocet s¢itanci
lichy. Mozny pocet téchto ,sudych®, resp. ,lichych® reprezentaci ptirozeného Cisla n
se obvykle znaéi p.(n), resp. p,(n).

Srovnénim (28) a (29) snadno ziskdvame
(1) pron=3j(3j£1),
0 jinak.

pe(n) — po(n) = {

Oba tyto pomérné prekvapivé vysledky mély ohromny vliv na nasledujici vyvoj teorie
Cisel. Ukdzeme si postup, jakym Euler odvodil vztah (28), uzijeme vSak soudobé
oznaceni. Uvazujme funkci

oo

f(l‘) =1- Z(l - l‘q)(l — qu) ce (]_ _ anfl)InJrlqn7

n=1

kde obsazena fada i souciny pro |q| < 1, |z| < |g|~! konverguji absolutné. Pro z =1
o0
odtud ziskédvame hledany souéin [] (1 — ¢™), nebot snadno lze matematickou indukei

n=1
dokézat, ze pro kazdé N € N plati

N N
Zl—q Y1=¢*) - (1—q¢" " =[] -q),
n—=1 n=1

a tedy limitnim pfechodem pro N — oo ziskat

~T[o-o) (30)
Zakladem Eulerova dikazu je funkcionalni rovnice

f(@) =1-2%¢—2°¢ f(zq), (31)

kterou lze pro f odvodit elementarnim vypocétem na cca jedné strance; viz napt. [4].

~7 w2z

Dalsi ¢ast Eulerova ditkazu je zaloZena na opakovaném uziti funkciondlni rovnice (31).
Ziskava se tak postupné

f(x) =1 71,2(171,3(12(1 7I2q3 7I3q5f LE 2 )
=1-2%¢—2°¢ +2°¢ + 2% (1 - 2°¢° — 2*P f(2¢®)) =

23n—1 n(3n 1)/2+I3nqn(3n+1)/2)+

H
MZ

._.

l)N 3N-1 N(3N 1)/2 (71)NstqN(3N+1)/2f(qu).

/\ 3

+
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Ziskanou rovnost pro NV € N lze dokazat matematickou indukei a z ni limitnim pie-
chodem pro N — oo dostat

— 1+Z 3n 1 n(3n 1)/2+x3nqn(3n+1)/2). (32)

Z (30) a (32) po dosazeni z = 1 obdrzime odvozovany vztah (28):

oo

H 1 - q (1) =1+ Z(_l)n(qn(Bn—l)/Q + qn(3n+1)/2) _ Z (_1)nqn(3n+1)/2.
n=1 n=1

n=—oo

Nyni se budeme vénovat ,zakladnim“ rozkladdm pfirozeného ¢isla n. Pocet vSech
rozkladt ¢isla n v soucet libovolného poétu pfirozenych éisel (rozklady lisici se pouze
pofadim s¢itancii opét povazujeme za shodné) zna¢ime p(n). Definujeme p(0) = 1;
napf. pro n =5 je p(5) = 7, nebot

5=4+1=3+2=3+14+1=24+2+1=24+1+1+1=1+1+1+1+1.

Pocty rozklad p(n) rostou velice rychle, napf. p(10) = 42 a p(30) = 5604, kdezto
p(100) = 190 569 292. Pro poéty rozkladd p(n) plati

2 =" =11 —, (33)

n=0

nebot jejich vytvorujici funkei P(z) je opét (26). Z (33) a (28) pak ziskdvame vztah

ip(n)z" 1+ i(—l)m(z“’(mhrz“’(’m)) =1, (34)
n=0

m=1

ktery spolecné s nasledujici identitou pouzijeme k odvozeni rekurentniho vztahu pro
p(n). Dodefinujeme-li p(n) = 0 pro n < 0, pak pro kazdé k € Ny plati

S b= =3 pln — )"

Postupnymi elementarnimi tpravami levé strany v (34) obdrZime

i (p(n) + i (=™ (p(n —w(m)) +p(n— w(m))))z”,
n=0 m=1

kde symbol w pro pentagonalni ¢isla jsme jiz zavedli. Porovnanim tohoto vysledku
s pravou stranou (34) dostaneme pro vSechna n € Ny

= i (—1)m-t (p(n - w(m)) +p(n — w(,m)))

m=1

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 45 (2000), ¢. 1 29



Prestoze se na pravé strané této rekurence vyskytuje nekonecnd tada, pro kazdé kon-
krétni n staci secist jen konecny pocet nenulovych sé¢itanci. ProtoZe neexistuje zadny
yfunkéni predpis“ pro pocet rozkladt p(n), je tato rekurence zdkladem vypoctu p(n).
PERCY ALEXANDER MACMAHON (1854-1929) ji v roce 1918 uzil k nalezeni p(n) az po
n = 200; viz [26]. O rozkladech bylo pozdéji nalezeno i dalsi velké mnozstvi zajimavych
vysledkd. Napf. SRINIVASA AIYANGAR RAMANUJAN (1887-1920) dokézal na zakladé
transformaci vytvofujici funkce, ze p(5n+4) =0 (mod 5) a p(7Tn+5) =0 (mod 7)
(viz [34], paper 25, [3], s. 159-177). Ramanujan formuloval i hypotézu, Ze obecné
plati: jestlize § = 57°11¢, a,b,c € Ny, a 24\ = 1 (mod §), pak

p(A), p(A+ ), ... =0 (mod d).

Ta se vSak ukézala nespravnou, nebot v roce 1930 SARVADAMAN CHOWLA (1907-1995)
ukézal na zdkladé jiz diive ziskané tabulky hodnot p(n), Ze

p(243) = 133978259344888 % 0 (mod 7°),

a¢ 24-243 =1 (mod 73). V roce 1938 GEORGE NEVILLE WATSON (1886-1965) dok4-
zal opravenou hypotézu pro 6 =5" i § = 7", n € N, a v roce 1967 ARTHUR OLIVER
LONSDALE ATKIN (*1935) dokdzal nasledné upravenou Ramanujanovu hypotézu:
jestlize § = 5%7°11¢ a 24\ = 1 (mod 6), pak p(\) = 0 (mod 5*71(0+2)/2111¢). Podrob-
néji o historii pentagonélnich ¢isel viz [4], [36] nebo [43].

Nékteré specialni druhy rozkladu. Pocet zplisobt p;(n), kterymi lze pfirozené
Cislo n vyjadrit jako soudet lichych éisel, ma vzhledem k (18) vytvotujici funkci

b 1
L(z) = H 1_ s2n—1°

n=1

Pocet zplisobi pg(n), kterymi lze pfirozené ¢islo n vyjadfit jako soudet rtznych
prirozenych ¢isel, ma vzhledem k (19) vytvorujici funkci

::]8

D(z) = (T+2").

n=1

Pomérné zajimavym vysledkem je vztah mezi p;(n) a ps(n), ktery lze snadno ziskat
nasledujici manipulaci s jejich vytvorujicimi funkcemi. Protoze

0o .2
UHz UL;_H — o = £02)

pro kazdé n € N tedy plati p;(n) = pa(n).

7. Aplikace v teorii grafia

Mnoho problémt napf. z chemie, biologie, lingvistiky apod. vede k potiebé urcit
pocet grafickych objektt jistych vlastnosti. Nékteré tlohy tohoto typu byly vyreseny

30 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 45 (2000), ¢. 1



jiz pred sto lety, jiné nejsou dosud dofeSeny a stale se objevuji dalsi; srv. [31] a [19].
Omezime se opét na ukazku dvou tloh tohoto typu, pfi jejichz feSeni 1ze Gcelné pouzit
vytvorujici funkce.

Nejprve si pfipomeneme nékteré pojmy z teorie grafii; definice zakladnich pojm,
jako jsou graf, podgraf, souvisly graf, kruznice, komponenta apod., pfipominat nebu-
deme, lze je nalézt napi. v [28]. Ctenai se mtize spokojit i s intuitivnim chapéanim,
pokud je pro néj podstatna jen informace o povaze vysledk.

Vejirem tddu n se rozumi graf s n + 1 uzly oznacenymi ¢isly 0,1,...,n a 2n — 1
hranami, pficemz plati:

(a) uzel 0 je spojen hranou se véemi ostatnimi uzly grafu,
(b) libovolny uzel k, 1 < k < n — 1, je spojen hranou pouze s uzlem k + 1.

Pro blizsi predstavu uvadime nejjednodussi véjire na obr. 2.

3
2 Az
(| — 0411 0 1 0 1

Obr. 2. Véjire fadu 1, 2, 3 a 4.

D W A

Kostrou grafu G rozumime jeho souvisly podgraf, ktery obsahuje vSechny uzly
grafu G a neobsahuje kruznice.

Pocet koster ve vé&jiri. Nasim cilem bude zjistit poc¢et vSech riuznych koster, které
existuji ve véjifi fadu n; jejich pocet oznacime f,. Podivejme se detailné na tri

jednoduché ptipady, znadzornéné na obr. 3.

fi:l ﬁ:3 fé:S

Obr. 3. Ruzné kostry ve vé&jifi fadu n = 1, 2, 3.

-
1

7 hlediska feSeni naseho problému je vSsak vhodné uvazovat i véjif fadu 0; budeme
jim rozumét pouze vrchol oznaceny 0, pfi¢emz volime fy = 0.

Rekurenci, kterou musi splilovat f,,, uré¢ime na zakladé tvahy o vzniku koster véjire
fadu n z koster vé&jift fadu n — k, 1 < k < n, pfiddnim k dalSich hran, incidujicich
s alespon jednim z k pridavanych uzld oznacenych n—k+1, n—k+2, ..., n.
Uvazujme nejprve k = 1. Jelikoz uzel n mtze byt ve véjiii spojen pouze s uzly 0
an — 1, ziskdvame, ze z koster véjife faddu n — 1 vznikaji kostry véjite fadu n dvojim
zpusobem, tedy v poc¢tu vSech f, musi byt zahrnuto 2f,, ;. Dalsi kostry véjife fadu
n vznikaji z koster v&jifa fadu n — k, 2 < k < n, a to jiz pouze jednim zpusobem.
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Uzel n musi vzdy byt spojen s uzlem 0 a vzdy jsouuzlyn,n —1,n—2,... ,n—k+1
postupné spojeny hranami, ale uzel n — k 4+ 1 neni spojen s uzlem n — k. Pritom zadna

hrana mezi 0 a nékterym z uzli n — 1, n — 2, ..., n — k + 1 jiz nemize byt pridana,
nebot by to vedlo ke vzniku kruznice. Dostavame tak nésledujici rekurentni vztah
fU = 07

fn:fnfl+fn71+fn72+fn73+"'+fl+f0+]—:
n—1
=fort Y fet+l, nzl.
k=0

Zminény postup nejlépe dokumentuje obr. 4. Srafovanim je v kazdém séitanci sym-
bolicky vyznacen véjif, jehoz kostry jsou zakladem vytvarenych koster véjite fadu 3;
pridavané hrany a uzly jsou zobrazeny vyraznéji.

A :,4{ +A +A+/I
5 = L + A  + A+ 1

Obr. 4. Vznik koster véjire fadu 3 z koster véjira radu 2, 1, 0.

Na zakladé nalezeni vytvorujici funkce posloupnosti f,, uré¢ime néasledné i funkéni
predpis pro fp:

00 00 n—1

F(z) =Y fur" = fo + z(fn_l Y et 1)Zn _
n=0 n=1 k=0

00 oo ,m—1 00

n=1 n=1 “k=0 n=1

:zF(z)+Z Z sz”—&—%:zF(z)—I—I;)szk Z z”*k-s—ljzz

k=0 n=k+1 n=k+1

= 2F(2) + F(2) —— + —

1—2 1—2"

a tedy
z

22-3z+1"
Jelikoz rovnice 2?2 —3z+1=0 méa kofeny o a (32 (plati o?+ 2 =1Ly=3
a a?(% = 1), Ize F(z) rozloZit na parcialni zlomky

F(z) = \%(1 _IO;Z 1 —162z>

a po rozvinuti v mocninné fady ziskat

fi — OZZZni - 2Zn _ - a2n752nzn: - P
P =5 (St - ) S T =Y R

n=0 n=0

F(z) =
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Celkoveé tedy pro n € Ny plati
fn = F2na

kde F5,, jsou Fibonacciova ¢isla se sudymi indexy.

Pocet koster v iplném grafu. Nasim tkolem bude urcit pocet riznych koster ¢,
které existuji v aplném grafu s n uzly oznadenymi 1,2,...,n.1) Podivejme se opét
detailné na Gvodni pfipady. Tak jako u poctu koster ve véjifi zvolime ¢y = 0. Snadno
ziskdme t1 =ty = 1, t3 = 3, a jelikoz vSechny kostry odpovidajici pfipadu pro n =4

jsou na nasledujicim obrazku 5, je t4 = 16.

N XX [TAd N XA
ALl XX [ 4

Obr. 5. Kostry v tiplném grafu se 4 uzly.

Podobné jako pfi feSeni problému o vé&jifi je vihodné zvolit jeden uzel tuplného grafu
jako zakladni (ve v&jifi mél tuto roli uzel 0) a uvazovat komponenty, které vzniknou
ignorovanim vsSech hran, které jsou incidentni se zékladnim uzlem. Nebudeme vsak
déle popisovat postup podrobnéji a uvedeme jen relativné jednoduchy vysledek.

Rekurenci pro posloupnost {¢,} najdeme tak, ze budeme uvaZovat posloupnost
Up = nt,, n € Ny, a nalezneme nejprve vztah pro u,. Po chvilce prace dostaneme
pro vytvorujici funkci U(z) posloupnosti {u,}

oo n n

z > z
u(z) - Zun | - Zn"71 |
n: n.

n=0 n=1

a odtud ziskdme pro n € N vztahy u,, = n" ! at, = u,/n =n""2

Na zavér. Na nékolika ukézkach jsme se snazili ¢tendfi priblizit kofeny pouzivani
techniky vytvofujicich funkci. Snad se nam podarilo téz ukéazat, ze ,matematické ex-
perimenty“ byly uzite¢nou sou¢asti matematiky!®) podstatné diive, nez jim pouzivani
pocitact prineslo novou dimenzi.
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70 let Stefanikovy hvézdarny
na prazském PetTiné

Jaroslav Soumar, Praha

Historie petiinské observatofe se hemzi zvraty, problémy i zménami. Nastésti pro
astronomy-historiky, vzdyt co by to bylo za pamétihodnost, kdyby jeji historie byla
fadni a nezajimavéa, nebo kdyby se omezovala na to, Zze hvézdarnu zalozil ten a ten
roku toho a toho, protoze tehdy na to byly penize. O¢ 1épe se sleduje napinavé déjstvi
psané historii, i kdyz, pravda, zavér (tedy soucasnost) je zndma jiz od zacatku.

Z dob davnych

Prvni dolozenou (a dodnes dochovanou) stavbou na misté dnesni Stefinikovy
hvézdarny je Hladové zed. Na Petiiné (& tehdy spiSe na Laurenzibergu) ji v letech
1360 az 1362 nechal vystavét cisai Karel IV. Bohuslav Balbin pise, ze ,Karel proto
tak ¢inil, aby milované mésto rodné pred uikladem nepiatel ochranil a téz proto, aby
lidu prazskému, hladem pravée stradajicimu, vyzivy poskytl. Cisaf nazyval délniky na

Mgr. JAROSLAV SOUMAR (1965) absolvoval PedF UK, je vedoucim oddéleni pro mimoskolni
vzdélavani na Stefinikové hvézdarné v Praze. Zabyva se historii astronomie.
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