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Prace Vojtécha Jarnika
v kombinatorické optimalizaci

Bernard Korte a Jaroslav Nesetril

Abstrakt. V ¢lanku diskutujeme dva ptispévky Vojtécha Jarnika. Prvni, z roku 1930,
se tykd problému minimalni kostry grafu a druhy, z roku 1934, je vénovan problému
euklidovského Steinerova stromu. Bez nadsdzky mizeme tvrdit, ze tyto prace patii
k historickym milnikiim kombinatorické optimalizace.

Uvod

Véhlas Vojtécha Jarnika jakozto vyznamného a slavného matematika je dolozen na
mnoha mistech v tomto ¢lanku.

Cilem celého pojednédni je sezndmit Gtendfe s méné znadmymi ¢lanky [J] a [JK],
zasahujicimi do oblasti odlisné od té, které se Jarnik vénoval nejvice (tj. teorie ¢isel,
analyza a jeji zéklady), totiz do ¢asti matematiky zndmé dnes pod nazvem kombina-
toricka nebo téz diskrétni optimalizace. Ve srovnani s dlouhodobjmi tspéchy Jarnika
v teorii ¢isel se mize tento cil zdat nepatrny. Poznamenejme vSak, Zze pravé a pouze
v téchto prispévcich se Jarnik uvedenymi problémy zabyval. Domnivame se, Ze uz jen
tento fakt stoji za kratkou zminku.

Navic préce [J], [JK] byly dlouhou dobu pfehliZzeny, nepovs§imnuty a dokonce i nyni
jsou méné znamé. Jsou vsak dilezité a Vojtéch Jarnik si za napsani téchto vpravdeé
prukopnickych praci zaslouzi nasi ictu a uznani. V obou pracich Jarnik fesil problémy,
které, jak se pozdéji ukazalo, patti k zakladnim kamentim kombinatorické optimalizace,
oblasti, ktera se zacala plné rozvijet az v padesatych a Sedesatych letech v souvislosti
s rozvojem linearniho programovéani a pocitacové védy.
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1. Minimalni problém

Jarnikiv ¢lanek [J] je velmi kratky. Minimélni problém je formulovan a FeSen s typic-
kou jarnikovskou presnosti a pruzrac¢nosti. Povazujeme proto za vhodné pripomenout
Jarnikdv c¢lanek témeér cely v ptivodnim znéni — pouze misto kompletnich dikazi
tvrzeni uvedeme jen jejich kratsi shrnuti.

Prace méa zvlastni zajimavou formu. Je psana v 1. osobé, ve formé dopisu. Divod
je patrny z podtitulu jejiho nazvu.

Protoze za ¢lankem [J] nésleduje delsi komenté¥, dopliiujeme ptivodni verzi jen
nékolika poznamkami. Pro ptivodni text volime kurzivu, nase pozndmky davame do
hranatych zavorek.

Vojtéch Jarnik
O jistém problému minimalnim
(Z dopisu panu O. Borivkovi)

Zajimavou otdzku, kterou jste resil ve své praci ,,O jistém problému minimdlnim*
(Prdce moravské prirodovédecké spolecnosti, svazek IIL., spis 3), lze Tesiti jesté jingm
a — jak se mi zdd — jednodussim zpusobem. Dovoluji si sdéliti Vam v ndsledugjicim
SVE Tesent.

[Jarnik se tedy rozhodl pouzit stejny ndzev pro svij ¢lanek jako Boruvka [B1].
Pfipomenime, Ze problém minimélni kostry byl poprvé formulovan a feSen praveé
Otakarem Bortuvkou, viz [GH] a poznadmky nize.]

Budiz dano n (n = 2) proki, jeZ oznacim Cisly 1,2,...,n. Z téchto prvki sestrojim
%n(n — 1) dvojic [i, k], kdez i £ k; i,k =1,2,...,n; dvojici [k,i] povaZuji za totoZnou
s [i,k]. KaZdé dvojici [i, k] budiz pritazeno ¢&islo kladné riy (rig = ). Tato éisla

rik (1 <4<k <n)vpoctu in(n — 1) budte navzdjem riznd.

[Je zajimavé poznamenat, ze Jarnik znacil neuspofddanou dvojici symbolem [i, k],
ktery se dnes v teorii graft standardné pro jeji oznaceni pouziva. To je zaroven
odchylka od Borivkova ¢lanku [B1], kde [, k] znaéi ¢isla r; . Skuteénost, Ze se
o cislech r; 1, tj. v pozdé€jsi terminologii o ohodnoceni hran, piedpoklddalo, Ze jsou
navzajem rizna, nebyla ani diskutovana, ani ospravedliiovana. Zda se, Ze si oba,
Bortvka i Jarnik, jako klasi¢ti matematici byli védomi spojitosti problému. Oba vsak
tento pripad povazovali za dilezity, coz je ostatné patrné z aplikaci, které uvazovali,
viz [B3], [B4] a pozndmku uvedenou na konci této ¢asti.]

MnoZstvi vech dvojic [i, k] oznaéme M. Jsou-li p,q dvé pfirozend ¢isla < n, p # q,
nazvy kazdou skupinu dvojic z M tvaru

@701]7 [01702]7 ey [08—1708}7 [CS7Q] (1)
fetézcem (p,q). Také jedinou dvojici [p,q| nazgvdm tetézcem (p,q).
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[Terminologie v oblasti teorie grafii neni ani dnes jesté zcela jednotnd — mnozinu
tvaru (1) nazjvame cestou, tahem, sledem; Jarnik uvazuje (1) jako soubor — opako-
véani prvki je dovoleno.]

Cidstecné mnozstvi H z mnoZstvi M nazvu kompletni ¢dsti (znacka ké), jestlize
ke kazdé dvojici pFirozengch cisel p,q, jeZ jsou < n a od sebe riznd, existuje v H
fetézec (p, q) (tj. tetézec tvaru (1), jehoZ vsechny dvojice patii k H). Existugi ké; nebot
M samo je kc.

[Jarnikiv ¢isty matematicky styl se stal proslulym a standardnim; mozné zde pouzil
i slovni hicky: k¢ bylo tehdy, pravé tak jako je dnes, blizké zkratce K¢.]

Je-li

[i17k1]7 [i27k2]7 ceey [it7kt] (2)

néjaké castecné mnozstvi K z mnozstvi M, oznacéme

t
> ik, = R(K).
j=1

Jestlize pro néjakou kompletni édst K md R(K) hodnotu mensi nebo rovnou nez
pro kteroukoliv jinou kompletni cast, nazvu K minimdlni kompletni cdsti
mnozstvi M (znacka mk¢).

JeZto existuje aspon jedna k¢ a pouze konecny pocet ké, existuje patrné aspon jedna
mkc.

Ukol, ktery jste vesil ve své prdci, lze pak formulovati takto.

Ukol: Dokdzati, Ze existuje jen jedna mké, a udati predpis [tj. algoritmus] pro jeji
konstrukci.

[Pochopitelné mké predstavuje jedinou minimélni kostru. V celé praci neni zminka
o pojmu ,strom*.]

1. pomocnd véta. BudiZ ay pfirozené éislo < n;
Tayas =Minre, 1 (k=1,2,....n, k# ay). (3)

Potom kazdd mkc¢ obsahuje dvojici [ay, as].

[Dtikaz 1. pomocné véty probiha zcela uéebnicové: jestlize K je néjakd k¢ neobsa-
hujici [a1, az], pak uvazujeme fetézec (aq, a2) = [a1,c1], [c1,¢2], - .., [ct, az] a utvorime
novou mnozinu K’ tak, Ze [ai,c1] z mnoZiny K odebereme, zatimco [aj,as] k ni
pridame. Pak K’ je opét k¢ a R(K') < R(K).]

Zavedme jesté tyto definice:

Budiz

K= [ih k1]7 [i27 k2]7 ey [it7 kt]

castecn€ mnozstvi z mnozstvi M. Indexem mnoZstvi K nazvu kaZdé prirozené
¢islo, jez se rovnd nékterému z céisel i1, k1,i2,ka, ..., 0, ke.
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Cdstecné mnoZstvi K z mnoZstvi M nazvu souvislou ¢dsti, jestlize ke dvéma
libovolngm navzdjem rizngm indexim p,q mnozstvi K lze nalézti v K fetézec (p,q)
(tj. Tetézec (p,q), slozeny vghradné z dvojic mnozstvi K).

2. pomocnd véta. BudiZ S souvisld ¢dst; hy,hso,...,hs budte viechny indexy
mnozstvi S; budiZ s < n. Budte l1,ls,...,l; ona z ¢isel 1,2,...,n, jeZ nejsou indexy
mnozstvi S; budiZ

Tap =minry, ;. (i=1,2,...,8 j=1,2,...,1). (4)

Turdim: KaZdd mké, jeZ obsahuje S, obsahuje i dvojici [a,b].

[Dtikaz 2. pomocné véty probihd opét zcela ucebnicové: necht K je libovolnd k¢
obsahujici S a neobsahujici [a, b]. Necht a je index mnozstvi S. Pak v K existuje fetézec
(a,b) = [co, 1], [c1,¢2], - -+, [Co, Cut1], kde cg = a, ¢yy1 = b, v 2 1. Necht ¢, je posledni
z ¢isel cg,c1,...,Cy, které je indexem mnozstvi S. Pak definujeme podmnozinu K’
odebranim [c,, ¢y+1], & pFiddnim [a, b]. K’ je opét k¢. Zde Jarnik uvazuje dva piipady:
Cw = a & ¢y # a. V obou pfipadech dostavd R(K') < R(K), coz znamend, ze K neni
mkc.

Jarnik nezminuje, ze 1. pomocna véta je specialni pfipad 2. pomocné véty. V jeho
podani skutecné 1. pomocna véta neni specidlni pripad 2. pomocné véty, protoze
samostatny vrchol neodpovidd indexu 7adné k¢

Zavedeme nyni jisté ¢dstecné mnozstvi J z mnoZstvi M takto:

Definice mnoZstvi J. Jest

J = [(117@2], [a37a4]a <oy G203, Q2n—2],
kde ai,as, ... jsou definovana takto:
1. krok. Za a1 zvolme ktergkoliv z prvki 1,2,...,n; ay budiZ definovdno vztahem
Taya, =Minre, ;. (=1,2,...,n; 1 # a1).

k-ty krok. Je-li jiz definovdno
a1,02,03,...,09k—3, A2%—2 (2 § k< n), (5)
definujeme asy_1, as vztahem
Tagy_1,a0p = MINT; j,
kde i probihd vsechna cisla ai,aqo, ..., as,—2; j vSechna ostatni z cisel 1,2,...,n. Pri
tom budiZ ask—1 jedno z éisel (5), takZe asy, mend obsaZeno mezi cisly (5).

Je patrno, Ze pfi tomto postupu je mezi Cisly (5) prdvé k cisel riznych, takZe pro
k < n lze k-ty krok provésti.
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Resent nasi lohy je nyni ddno timto tvrzenim:

1. J jest mké

2. Neezistuje Zadnd jind mkc.

3. J se sklada zn — 1 dvojic.

[Dtikaz je proveden indukci podle n. Podle 1. pomocné véty Jarnik nejprve definuje
Ja = [a1,az]. Necht je pak déna souvisld mnozina Ji s k indexy, 2 £ k < n. Jarnik
pouziva 2. pomocnou vétu k definovani Ji41. Peclivé dokazuje, ze Jiy1 je souvisla.
Nakonec polozi J = J,.]

Pozndamka. Reseny problém je moZno ndzorné interpretovati takto:

Je ddno n kulicek, jeZ jsou ocislovany cisly 1,2,...,n, a jeZ jsou po dvou spojeny
tycemi v poctu %n(n —1). Hmota tyce, jez spojuje kulicku a s kulickou b, budiz rqp.
Ty tyce budte event. tak prohnuty, aby se navzdjem nestykaly. Jest odstraniti z tohoto
systému tyct nekteré tak, aby téch n kulicek drZelo pohromadé a aby hmota zbylych
tyci byla co neymenst.

V Praze, 12. Winora 1929.

[Je zajimavé poznamenat, jak ldkavé bylo pro oba, jak Boruvku, tak Jarnika,
formulovat aplikaci uvedeného problému. Bortvka byl k problému pfiveden svym
piitelem, zaméstnancem Zapadomoravskych elektrdren v Brng, viz [B3], a zminil se
o ném v elektrotechnickém c¢asopise [B2]. Jarnik pfipojil geometrickou interpretaci —
\ Rg]

2. Jarnikova prace z historického pohledu

»,Nespecialisté“ by se mohli divit, pro¢ jsme Jarnikovu préaci [J] rozebirali tak
detailné. Divod je jednoduchy. Nasledujici problém je patrné tstfednim problémem
kombinatorické optimalizace a kolébkou mnoha klicovych pojmii.

Problém minimalni kostry (PMK):

Necht je ddna mnozina V a ohodnoceni w : (‘2/) — R. Najdi strom (V,E) tak, Ze
>~ w(e) je minimalni.
e€E

PMK byl poprvé formulovan a fesen Otakarem Borivkou [B1]. Vojtéch Jarnik si
okamzité uvédomil ,originalitu“ tohoto problému a pfispél svym elegantnim feSenim
[J]. Boriivka se k uvedenému problému vratil pouze jednou, v dobé svého pobytu
v Pafizi, kde o svém FeSen{ pfednésel v seminé#i profesora Coolidge [B3].

Vynikajici byly i dalsi rané pfispévky: G. Choquet [CH], K. Florek, J. Lukasiewicz,
J. Perkal, H. Steinhaus, S. Zubrzycki [FLPSZ]. A po roce 1955 rozvoj v tomto sméru
zacal nabyvat neobycejnych rozméri. Byla formulovana fada obecnych metod a spe-
cidlnich algoritmt. Historii problému minimalni kostry a detailni pifehled vysledki jeho
feSeni muZzeme nalézt v praci R. L. Grahama a P. Hella [GH|. Poznamenejme jen, Ze
O. Boriivka je citovan v obou standardnich referencich — J. Kruskal [K] a R. C. Prim
[P], av8ak ¢lanek Vojtécha Jarnika zacal byt citovan az pozdéji, viz napt. K. Culik,
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V. Dolezal, M. Fiedler [CDF], i ptes skute¢nost, Ze jeho zpracovani bylo precizni (jako
vSechna jeho matematickd dila) a moderni. To by ostatné mohlo byt zfejmé z pFedchozi
Casti této prace. Jarnikiv algoritmus je stejny jako Primtv algoritmus a Jarniktv
dikaz se pouziva dokonce i nyni, po 65 letech. Nastal snad ¢as k tomu, aby uvedena
elegantni procedura byla nazyvana Jarnikovym-Primovym algoritmem.

Jarnik se k danému tématu vratil pouze jednou, a to ve svém druhém p¥ispévku [JK],
ktery diskutujeme dale. Geometricka interpretace problému, uvedend v poslednich
fadcich préce [J], poskytuje uré¢itou nerovinnou pfedstavu problému feseného v [JK].

3. O minimalnich grafech, obsahujicich n danych bodua

I v této kapitole postupujeme jako v prvni ¢asti.

Nejprve predlozime ptivodni verzi prace [JK]|, tentokrat vSak pouze prvnich dvou
kapitol. Ty jsou vénovany obecnym vlastnostem ,Steinerova stromu“. Zda se, ze
skute¢né vSechny obecné vlastnosti Steinerova stromu byly explicitné stanoveny jiz
v praci [JK]. Pfesto i dnes jsou stéle jesté pFisuzovany jinym autorim a dokonce i dnes
muiZeme v [JK] najit diikazy lepsi neZ ty, které se nyni bézné pouzivaji (jako napf.
lokalni rovinnost Steinerova stromu dimenze k; srovnej vétu 3(c) v [JK] a stranu 77
v [HRW])).

Pak podédme strucnou diskusi k probiranému tématu a piiblizime jeho pozdéjsi
vyvoj. Upozornime téz na nékteré z hlavnich nespravnych citaci. Je nutné poznamenat,
Ze ani autofi ¢lankd a knih vydanych v posledni dobé (jako napf. [HRW]) si nebyli
védomi bohatych zdroji myslenek poskytnutych v [JK].

Prace [JK] méa 13 stran, my zde uvddime ptivodni verzi prvnich Sesti stran.

O minimalnich grafech, obsahujicich n danych bodu
Vojtéch Jarnik a Milos Kdssler
(Doslo 10. dnora 1934)

V tomto c¢lanku zabyvame se touto ulohou: je dano n bodu C1,Cs,...,Cy; hleddme
souvislé mnoZstvi, sloZen€ z konecného poctu usecek a obsahujici body C1,Cs,...,Cy,
tak, aby ,celkovd délka“ tohoto mnoZstvi byla co nejmensi (pro n =2 jest oviem
touto ,nejkratsi spojnici usecka, spojujici body Ci, C3). V §2 dokazujeme existenci
takového ,minimalniho grafu®, v §3 zabyvdame se pripadem, kdy body C1,Cs,...,Cy
tvori vrcholy pravidelného n-ihelnika.

Charakter tohoto clanku je zcela elementdrni; mimo to nekteré body dukazu jsou
zcela bézné uvahy, a proto je provadime strucne.

[Ctenai by mél brat v tvahu, Ze tato prace byla publikovdna napt. pied knihou
Koniga [Ko]. Clanek [JK] neobsahuje Zadné odkazy.]

81.
BudiZ Ry, (k 2 1) k-rozmérny euklidovsky prostor.
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[Jiz tento prvni fddek poruSuje obecné platnou domnénku, ze Jarnik s Kosslerem
zkoumali euklidovsky Steinertiv problém pouze v roviné a ze k-dimenzionélni pfipad
byl uvazovan az Gilbertem a Pollackem v praci [GP]. Ve skute¢nosti cely ¢lanek [JK]
je psan pro dimenzi k.

Neprdzdné bodové mnoZstvi G C Ry nazveme grafem v Ry, mad-li tyto vlastnosti:
1. G je souvisle
2. bud se G sklddd z jediného bodu, nebo je G souctem konecného poctu uzavienych
usecek.
[Necht si ¢tenaf nadédle pod pojmem soucet tsedek piedstavi sjednoceni tsecek.
V ¢lanku [JK] nyni nésleduje poznamka pod ¢arou, ve které Jarnik svym charakteris-
tickym stylem jasné definuje vSechny pouzivané symboly, symbolem A C B pocinaje

a symboly o(MN), (MN)g, o(MN)o pro polooteviené a oteviené tisecky konce. Symbol
MN oznacuje jak tusecku, tak orientovanou tisecku a také délku tsecky; vyznam je
patrny z kontextu.]

Je-li P e G [rozuméj P € G] a existuje-li pravé n (nikoli vsak n+1) dsecek, leZicich
v grafu G, magjicich P za bod koncovy, z michZ Zddné dvé nemaji kromé bodu P
spolecngch bodi, budeme Tikati, Ze P je bodem n-tého Tddu [nebo stupné] grafu G.
Body pruniho 7ddu nazyvaji se koncovymi body, body vyssiho neZ druhého radu nazjvaji
se rozvétvovacimi body grafu (obojich je v kazdém grafu mejugse konecény pocet). Je-li
P bodem n-tého fadu grafu G, poloime V(P) = n — 2 a kladme ddle V(G) = >V (P),
kdeZ vpravo se séitd pres vSechny body grafu, jejichZ Tdd neni roven 2 (miZeme ovsem
do soudtu pojmouti i scitance, pfislusné k nékterym bodim druhého Tddu). V(P)
budeme nazyvati vahou bodu P.

Graf, jenz je soucasné uzavienou, jednoduchou spojitou kiivkou, nazgvame cyklem.
Graf, jehoZ Zddnd cdst neni cyklem, nazveme stromem. Plati pak zndmd

Véta 1. Je-li G stromem, jest V(G) = —2.

[Pfipojena je pozndmka se sdélenim, Ze kazdy strom s nejméné dvéma body mé
nejméné dva koncové vrcholy. Autofi peclivé definuji vrcholy grafu G — viz dale.
Diikaz véty 1 je proveden indukei podle poctu vrcholt.)

2.
BudiZ ddno n (n = 2) bodi Cy,Cs,...,C, prostoru Ry (k = 1); body ty budeme
nazyvati zdakladnimi body. Budiz G néjaky graf v Ry, obsahujict body C1,Cy, ..., C,.
[Pfipominame, Ze graf je definovan jako topologickd realizace ,grafu“ a je souvisly
— viz definice v §1.]

Slovy ,vrcholy grafu G“ budeme oznacovati predné véechny body zdkladni, za druhé
vSechny body grafu G, jejichZ rdd neni roven 2, za treti ony body druhého vadu grafu G,
v nichZ se stykaji dvé usecky grafu, neleZici v jedné primce.

Usecku MN C G budeme nazyvati ,stranou grafu G* [tj. hranou], jestliZe Zddnjy
bod tsecky o(MN)o neni vrcholem a jsou-li oba body M, N wvrcholy grafu G. Graf G
jest pak souctem [sjednocenim| svjch stran. Vrcholi i stran je ziejmé jen konecny
pocet; maji-li dvé rizné strany grafu G spolecny bod, je tento bod nutné koncovym
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bodem obou téchto stran. Soucet délek vsech stran grafu G mazveme délkou grafu G,
znacka 1(G).

Budiz O mnozstvi vsech grafi v Ry, jez obsahuji body C1,Cy, ..., Cy; budiZ v dalsim
d dolng hranice délek viech grafi G e M; existuje-li G e M tak, Ze I(G) = d, budeme
graf G nazyvati ,minimdlnim grafem v Ry, vzhledem k bodum C4q,Cs,...,Cy“. Dokd-
Zeme pak predevsim tuto vétu:

Véta 2. Budtez C1,Cs,...,C, body prostoru Ry (k = 1, n = 2); potom existuje
aspon jeden minimdlni graf v Ry vzhledem k bodim C1,Cs, ..., C,.

Zavedeme napred nekterd oznaceni. Budiz G € IMM; volngm koncem grafu G nazveme
kazdy koncovy bod grafu G, jenZ meni zdkladnim bodem; wvolnym rohem grafu G
nazveme kazdy vrchol druhého tadu, ktery neni zdkladnim bodem. BudiZ U mnoZstvi
onéch grafi G € M, jeZ jsou stromy a nemaji volnych konci; budiz B mnozstvi onéch
grafu G ¢ N, jeZ nemaji volnych rohi. DokdZeme napred tato tvrzeni:

Tvrzeni 1. Budiz G € 9 — N; potom existuje Gy € N tak, Ze [(G1) < I(G).
Tvrzeni 2. Budiz k 2 3, G ¢ M — PB; potom existuje Gy € P tak, Ze (G1) < I(G).

Tvrzent 3. BudiZ dy dolni hranice délek viech grafi G e B; potom existuje aspor
jeden graf Go e M takovy, Ze (Go) < dy.

Tvrzent 4. Je-li G minimdini graf v Ry vzhledem k bodim C1,Cs,...,C, aje-li K
nejmensi konvexni bodové mnozstvi v Ry, obsahugici body C1,Cy5,...,Cy, plati G C K
[tj. konvexni obal obsahuje vSechny Steinerovy body].

Z turzend 1-4 plyne véta 2. Nebot:

A) Je-li k = 3, plati podle turzeni 1 a 2 rovnice di = d a véta 2 plyne z tvrzeni 3.

B) Je-li k £ 2, vnofme Ry do prostoru Rs; podle piipadu A) existuje minimding
graf G v Rz vzhledem k bodum C1,Cs,...,C,. Podle tvrzeni 4 jest vsak G C Ry.

Staci tedy dokdzat tvrzeni 1—4.

[Opét poznamenejme, Ze pro Jarnika je k-rozmérny piipad podstatny.

Duikaz tvrzeni 1 probihd pomoci odebrani koncovych bodu spolu s odpovidajicimi
stranami. Dukazy zbyvajicich tvrzeni jsou elegantni a zajimavéjsi. Naznacime je zde
v hlavnich rysech:]

Diikaz tuvrzeni 2: Budiz k23, GeN—P; tj. graf GeIM je strom, nemd vol-
nych konct, md vsak aspon jeden volny roh My, v némz se tedy stykaji dvé strany
My Ms, My Ms, nelezici v jedné primce; M1 neni bodem zdkladnim. DokdzZeme: existuje
graf G' €M, jenz md méné volngch rohi nez G a pro néjz I(G') < I(G).

[Néasleduje vysvétleni, Ze opakovanim tohoto postupu bude tvrzeni 2 dokézano.]

Pri dukazu rozezndaveyme dva pripady.

1. pFipad: body Ma, Mz jsou body zdkladnimi. MnoZstvi G — [o(M2My) + (M1 Ms)o]
je souctem dvou stromi Gs, Gs, pro néZ plati Gy - Gz =0 [tj. stromy G2, G3 jsou
disjunktni], My e G2, M3 e G3. Usecka MaMs obsahuje aspori jeden bod grafu G
(napt. Ms) a aspori jeden bod grafu Gs (napi. Ms). Zrejmé existuji tedy dva body
Py, Ps na usecce MyMs takové, Ze Py ¢ Go, P3 e G3 a Ze Zddny bod usecky o(PaPs)o
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nepatii ani ke G ani ke G3. Graf G' = {G — [o(MaMy) + (M1 M3)o]} + P2 Ps patii
zrejme kI a ma aspon o jeden volny roh méné nez G.

[To je ovéfovano detailné.]

Zrejmé jest 1(G') < I(G).

2. pripad: aspon jeden z bodu My, M3 — treba bod My — nent bodem zdakladnim.

ProloZme bodem My nadrovinu S ((k — 1)-rozmérnou), jez neobsahuje bod Ms. Je-li
M’y libovolng bod nadroviny S, oznacme znakem G(M'y) graf, ktery vznikne z grafu G

tim, Ze vSechny strany M;Ms grafu G, vychdzejici z bodu Ms, nahradime tuseckams
M;M’5. Polosme MyMi + MiMs — MaMs =« > 0. Je jasné, Ze existuje c¢islo § > 0
tak, Ze kazdy graf G(M's), pro néjz plati MaM's < §, md tyto vlastnosti:

L. I(G(M'3)) < UI(G) + 2, M'3 My + My M3 — M'5M3 > 1o

2. Graf G(M'3) md tytéz vrcholy (a téhoZ Fddu) a tytéZ strany jako G, aZ na to,
Ze misto vrcholu My a stran MsM,; nastupuje vsude vrchol M’y a strany M'oM;.

[To mtizeme vidét nasledovneé:]

Sestrojme vsechny primky, jeZ prochdzeji bodem Ms a mimo to jesté aspori jednim
bodem grafu G. Tyto primky protinaji nadrovinu S v bodovém mmnozZstvi X, jeZ se
sklddd nejvyse z konecného poctu bodi, usecek a polopaprski. Existuje tedy (jezto je
k = 3, je nadrovina S alespori dvojrozmérnd) alespori jeden bod M's e S — X takovy,
Ze MoM'y < §; pro graf G(M's) plati pak vlastnosti 1., 2. Nadto md graf G(M's)
jesté tuto vlastnost: Zadny bod grafu G(M's) neleZi na isedce o(M'aMsz)o.

[To je ovéfovano detailné v pozndmce pod ¢arou.]

Sestrojme nyni graf G' = {G(M's —[M'o M1+ My M3)}+ M'oMs; je ziejmé G’ € N,
ddle md graf G’ aspon o jeden volny roh méné neZ graf G a konecné z vlastnosti 1.
plyne [(G") < I(G), jak bylo dokdzati.

Dikaz tvrzeni 3 je béZnd limitni dvaha. BudiZz G1,Gs,... posloupnost grafi

zP a budiz lim I(G,) = d;.

[I nadale zachovédvame vSechny symboly uvedené v préci [JK].]

Jezto Cy e G, lezi vsechny grafy G, v uzavien€ kouli o stredu Ci, jejiz polomér
je roven horni hranici éisel 1(G,) (r = 1,2,...). Jediné vrcholy grafu G, jsou body
zdkladni a rozvétvovaci. Podle véty 1 je V(G,) = —2; jeZto body koncové (o vdze —1)
lezi vesmés v bodech zakladnich, je jich nejvgse n; bodi rozvétvovacich (jejichZ vdha je
tedy nejméné rovna 1) je tedy nejugse n — 2; tedy graf G, md nejvyse 2n — 2 vrchold.
Ezistuje tedy v posloupnosti G1,Ga, ... ddstecnd posloupnost G, G, ... takovd, Ze
vSechny grafy G.. magi stejny pocet vrcholid. Vrcholy grafu G!. oznacme v urcitém
porddku X7, X% ... XL, pFi demZ budiz X! = C; pro 1 £ i < n. Piifadme grafu G
matici

T T T
0 ajy ajs ... af,
T T T
ay, 0 aj3 ... aj,
A A T
azg; ajy 0 ... ah, |
T T T
Ay1 Gz Qg3 0
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kde al, se rovnd 1 nebo 0, podle toho, je-li X X] stranou grafu G, nebo ne.
[To je matice sousednosti grafu G.]

Jezto takovijch matic je jen konecény pocet, existuje cdstecnd posloupnost

G.,,G.,, ... takovd, Ze vsem jejim grafim jest pritazena tdZ matice
0 ai12 ai3 5 P
a1 0 ags a2z
az1 Gz2 QAz3 0

V této posloupnosti lze konecné — jezto posloupnosti X}, X2, X2,... (i =1,2,...,2)
jsou ohranicené — nalézti cdstecnou posloupnost G} ,Gy,,... tak, Ze existuji li-

miaty lim Xit” =X; (i=1,2,...,2). Oznaéme znakem Gq soulet onéch usecek X;X,
p=00
(12i<lZ2), pronéZ ay =1.
[Pozndmka pod ¢arou: Nékteré z téchto ,usedek® ovsem mohou degenerovati v body.]

Zrejmé jest Go € M a platt

Z(Ggp) = Z (ligX;letp7
1Si<ISz
l(GO) § Z ailXin = ph:I?ol(G;P) — dl’

1Si<ISz

jak bylo dokdzati.

[Toto je, dokonce i dnes, nejelegantnéjsi diikaz!]

Dikaz tvrzent 4. Budiz G € M graf takovy, Ze neplati G C K. Potom existuje
nadrovina S [(k — 1)-rozmérnd] takovd, Ze vSechny body zakladni lezi po jedné strané
nadroviny S a po druhé strané této nadroviny leZi jistd neprdzdnd ¢dst G' grafu G. Se-
strojme graf G1 tim, Ze v grafu G nahradime ¢dst G' pravoihlou projekci mnozstvi G’
na nadrovinu S; ziejmé je G1 ¢ M a I(G1) < I(G), jak bylo dokdzati.

[Dimenze k je opét podstatna.

Nyni snadno dokdzZeme ndsledujici vétu 3, kterd podrobnéji popisuje strukturu mi-
nimdlnich grafi.

Véta 3. BudiZ G minimdlni graf v Ry, (k = 1) vzhledem k bodim Cy,Cs,...,Cy,
(n 2 2). Potom G md tyto vlastnosti:

a) G je éasti nejmensiho konverniho mnoZstvi, obsahujictho body C1,Ca,...,Chp.

b) G je strom, nemajici ani volngch konci ani volngch rohi.

¢) Maji-li dvé strany grafu G spolecny bod, jest thel téchto stran nejméné roven %Tt.

d) KaZdy rozvétvovaci bod grafu G je tretiho vddu. T¥i strany grafu, vychdzejici
z tohoto bodu, lezi v jedné roviné (dvojrozmérné) a kazdé dvé z nich sviragi ihel %TE.

[Stéle znovu pfipomindme, Ze dimenze k je i zde, jako kdekoli jinde v ¢lanku [JK],
podstatna. Bod d) jsme v zaddné pozdéjsi literatuie nenasli. Tento bod poskytuje lepsi
a silngjsi tvrzeni nez napf. v [HRW] str. 77.]
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Dikaz véty 3: Viastnost a) plyne z turzeni 4. K dikazu vlastnosti b) miZeme
predpoklddati (ndsledkem vlastnosti a)), Ze k = 3 (kdyby bylo k < 3, vnotili bychom
Ry, do prostoru Rs); potom vdak vlastnost b) plyne z tvrzeni 1 a 2. Vlastnost c)
dokdzeme takto: budiz G ¢ MM a budte PM, PN dvé strany grafu G, je# sviraji tihel
a < %n. Sestrojme bod M’ wvniti strany PM a bod N' uvniti strany PN tak, Ze
PM'’' = PN’ = h. Potom jest (viz obr. 1)

2

2
MW =NW =M'X - —= = —=hsin 1a,
V3 V3 2

S — 1
PW:PX—WX:hcos%a—%hsin%a;

tedy

M'W + N'W + PW = h(v3sin La + cos o) < 2h = PM’ + PN

[Tento krok je ovéfen v poznamce pod
carou:

Jest totiz

d
E(\/gsinx—i—cosx) =+/3cosx —sinz =

=cosz(V3 —tgz) >0

pro 0<z< %n; tedy jest +/3sinz+ cosz
rostouci funkci pro 0 S x < %TE a tedy plati
pro 0 <z < %n:

N V3sinz + cos x < \/gsin%n—i—cos in=2]

Obr. 1

Pro graf

G1=[G—(M'P+ N'P)]+ M'W + N'W + PW

plati tedy ziejmé G1 e M, [(G1) < I(G), takze graf G neni minimdlni, jak bylo dokd-
zati. Viastnost d) plyne okamzité z vlastnosti c), uvdzime-li, Ze t¥i usecky, vychazejici
z jednoho bodu a nelezici v jedné roviné, sviraji uhly, jejichZ soucet je mensi neZ 2m.

Pozndamka. Z véty 3 plyne pro minimdlni graf G toto: je-li P bod rozvétvovact,
je V(P) =1, kdeZto pro bod koncovy je V(P) = —1. Z rovnice V(G) = —2 plyne tedy,
Ze pocet bodu rozvétvovacich je o dvé mensi nez pocet bodu koncovich.

Toto je konec prvnich dvou kapitol ¢lanku [JK]. Text je to pozoruhodny jak svou
prizracnosti, tak svym obsahem.

Uvedena c¢ast se zabyva obecnymi vlastnostmi Steinerova stromu. Tyto vlastnosti
jsou vSeobecné prisuzovany autortim pozdéjsich p¥ispévki, ackoli jsou explicitné stano-
veny jiz v ¢lanku Jarnika a Kosslera. Uvedme nyni nékolik ptiklada takovych chybnych
citaci, které jsme vétSinou pfevzali z neddvné monografie [HRW] vénované ,, Problému
Steinerova stromu*:
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Vysledky tykajici se konvexniho obalu, poc¢tu bodl vétveni, podminky pro thel,
tvrzeni, ze pro Steinertv strom jsou vsechny body vé€tveni stupné tii, tj. véta 1.1
a véta 1.2 v praci [HRW], jsou pfisuzovany Courantovi a Robbinsovi [CR], disledek 1.1
a disledek 1.5 v [HRW] jsou piisuzovany Gilbertovi a Pollakovi [GP]. Pfitom vSechny
tyto vysledky jsou explicitné obsazeny v praci [JK], v rtznych éastech prvniho az
¢tvrtého tvrzeni a druhé a treti véty.

Navic zobecnéni pro dimenzi k, zpracované v praci [HRW], ¢ast 6.1, je nejen v [JK]
zminéno, ale pfimo se zde vyuZzivd. Ve skutefnosti je cely ¢lanek [JK] psdn pro
dimenzi k. A komplikovany dikaz toho, Ze tfi strany incidentni s bodem vétveni lezi
v jedné roving, uvedeny v [HRW], strana 77, je nahrazen péknym dtikazem Jarnika
a Kosslera.

Clanek Jarnika a Kosslera je ptikladem ¢istého stylu a elegance. I dnes je proto
prospésné vénovat mu pozornost a studovat ho. S priuzrac¢nosti, s jakou je problém
uveden, se v mnoha pozdéjsich textech nesetkdme.

Je jasné, ze ,Steinertv problém* patii Jarnikovi a Kosslerovi. Byl jimi zpracovan
peclivé, na velmi vysoké trovni. Porovname-li prace [J] a [JK], vidime, Ze jde o Jarni-
kav problém.

Clanek Jarnika a Kosslera [JK] pokracuje rozborem piipadii, kdy body
C1,Cs, ..., C, tvori vrcholy pravidelného n-thelnika. Presné, peclivé a detailné fesi
nejprve pripad pro n = 3,4,5. Déle podotykaji, ze pro n = 6 je situace zcela odlisna:
Hkterykoliv minimdalni graf dostaneme tak, Ze vezmeme obvod daného pravidelného
Sestithelnika a vynechdme viechny vniting body jedné (kterékoliv) strany.“ Elegantné
pak dokazuji, Ze obdobné se dostane minimalni graf i pro kazdy pravidelny n-thelnik,
kde n = 13. Nechévaji otevieny pripad 7 < n < 12 a poznamendvaji, Ze tento konecny
pocet pripadi lze vyTesit s uréitou namahou piimym vypoctem. Jarnikova-Kdosslerova
metoda TeSeni problému pro n = 3,4, 5 skutecné naznacuje, ze si jeji autofi byli védomi
konec¢nosti problému (dokdzéno mnohem pozdéji Melzakem [M]).

4. Jarnikova-Kosslerova prace z historického pohledu

Problém nalezeni nejkratsiho spojeni mezi n danymi body v roviné ma dlouhou his-
torii. Je vskutku jednim z nejstarsich optimaliza¢nich problémi. V celé dlouhé historii
tohoto problému vSak byl vét§inou uvazovan pouze pripad n = 3. Vzpomenme otazky
polozené Fermatem, tivahy Mersennea a feseni Torricelliho a Cavalieriho. Elegantni
feSeni tohoto problému z oblasti elementarni geometrie samoziejmeé pritahovalo mnoho
badatelt i pozdéji, jako napf. Simpsona a Steinera. Ti uvazovali rtizna zobecnéni
tfibodového problému, napi. nasledujici: Pro danych n bodt v roviné najdéte jediny
vrchol s nejmensim souctem vzdalenosti od uvedenych bodt.

Historie problému je obséhla. Existuje fada dostupnych publikaci, jako napt. [Ku]
a [Z], aplikace uvedené v knize [W] a dikladné matematické zpracovani v [St].

Nicméné pred rokem 1934 nebyl problém nejkratsiho spojeni n bodt uvazovan (Ron
Graham néas v [Z] informuje, Zze Gauss formuloval n-bodovy problém v jednom ze svych
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dopist). Poprvé byl uvazovan Jarnikem a Kosslerem [JK], pfesné a jasné formulovén
a FeSen, coZ je patrné z uvedenych prvnich dvou kapitol préace [JK].

Je celkem tézké spekulovat o tom, pro¢ autofi tento problém uvazovali. Vime,
7e v Jarnikové ptipadé tvoii ¢lanky [J] a [JK] svym obsahem vyjimku. Za mozné
vysvétleni této zdhady by se dala povazovat skutec¢nost, ze Jarnik okamzité rozpoznal
v Bortivkové problému néco zcela nového, co tu jesté nebylo, a nahlédl na tento pro-
blém jako na n-bodovy minimaliza¢ni problém. Jeho interpretace problému minimélni
kostry, uvedend na konci v ¢ldnku [J] (konec prvni ¢asti tohoto pfispévku), naznaduje,
jak V. Jarnik mohl p¥irozené dospét k problému uvazovanému v [JK]. Zaroveri by také
mohla vysvétlit, pro¢ Jarnik uvazoval zejména k-dimenzionalni problém — nedospél
k nému z geometrie v roviné, ale z prostorové geometrie.

Obdobné jako Borivka ani Jarnik se k tomuto problému nikdy znovu nevratil.

Ttibodovy problém (tj. Fermat-Torricelli-Cavalieri-Simpson-Steineriiv problém) na-
lezneme v Courantové-Robbinsové knize [CR] pod nézvem Steinertv problém a pro-
blém nejblizsiho bodu k dané mnoziné bodi (tj. problém uvazovany Steinerem) je
zde nazyvan ,sterilnim matematickym zobecnénim“. Problém nejkratsiho vzajemného
spojeni mezi n body je nazyvan zobecnény Steinertiv problém [CR]. Je v8ak zfejmé,
7e je to Jarnikdv problém nebo Jarniktv-Kosslertiv problém.

Z pravé uvedenych nazva (a nékterych stylistickych vyjadieni) se d4 predpokladat,
ze Courant a Robbins byli motivovani pracemi [St] a [Z]. Vojtéch Jarnik byl ve t¥ica-
tych letech jiz mezindrodné uznavan a povazovan za slavného matematika (pfednésel
na obou kongresech Mezinarodni matematické unie v Ziirichu v roce 1932 a v Oslu
v roce 1936) a Courant s Robbinsem tedy patrné o Jarnikové préci nesouvisejici s teorii
¢isel a analyzou nevédéli.

»Steineruv“ problém pak zustal bez povsimnuti 20 let. Poté byl znovu ,pfiveden
k zivotu“ Melzakem, Gilbertem a Polackem a dalsimi v souvislosti s prudkym rozvojem
nové oblasti kombinatorické (diskrétni) optimalizace a teorie algoritmu.

Problém je tézky jak teoreticky, tak prakticky a je pro své pfimé aplikace v VLSI
a dalsich oblastech (viz napt. [HRW]) stéle jesté intenzivné studovan. A je dalek toho,
7e by byl vyfesen.

Provedme zévéreéné shrnuti.

Vojtéch Jarnik mél velké stésti, ze se uvedenymi problémy zabyval. Dal jimi impuls
k pocatku nového dilezitého odvétvi, v té dobé jesté zdaleka neznamého.

Jarnikiiv pfesny, Cisty, jasny styl ma trvalou hodnotu. Uvedené prispévky jsou vsak
stale jesté mnohym nezndmé (napf. neddvnd Pfirucka kombinatoriky ani Pfirucka
kombinatorické geometrie se o nich nezminujf).

Diskutované piispévky [J] a [JK] nejsou zdaleka okrajovymi piispévky. Jsou to
vyznamné prace vynikajictho matematika. Matematika, ktery svymi brilantnimi pii-
spévky podstatné zasahl do oblasti kombinatorické optimalizace, ackoli jeho hlavnim
polem pusobnosti byla teorie ¢isel.
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