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Hilbertovy probléemy

O sedmnéactém
Hilbertové problému

Bretislav Novak, Praha

Sedmnécty Hilbertliv problém mé mezi ostatnimi jeho problémy zajimavé postaveni.
Byl rozfeSen pomérné brzy, ale v poslednich né&kolika letech doslo k rozs4hlé renesanci
této problematiky studiem jemnéj§ich otdzek, kde se vyrazn& uplatnily i moderni, neddv-
no rozvinuté oblasti matematiky. Poznamenejme, Ze ve sborniku [11] pojednavé o tomto
problému (moZn4 nezaslouZeng stru¢ng) Ju. I. MANIN.

Jak4 je vlastn& formulace tohoto problému ? Z teorie &isel (viz napt. [3]) je zndma tzv.
Bachetova-Lagrangeova véta, ktera tvrdi, Ze kaZdé pFirozené cislo lze vyjddFit souctem
CtyF &tvercii nezdpornych celych ¢isel. Je také znadmo, Ze existuji pfirozend &isla, kterd
nemiZeme vyjadfit jen soudtem t¥i &tvercl nezdpornych celych &isel; jsou to ostatné
pravé viechna &isla tvaru 4%(8b + 7) s nezdpornymi celymi a, b. Hilbert vlastn& pfenesl
tuto problematiku na polynomy a raciondlni funkce.

Pfipometime nejprve obvykld oznadeni. Je-li K t&leso (jehoZ nulovy prvek znadime 0
a jednotkovy 1), potom K[x, x, ..., x,] bud obor integrity polynomd v n neuré&itych
X1s X3, ..., X, S koeficienty z té€lesa K a K(xl, Xgs een x,,) pfisluiné podilové téleso, tj.
téleso raciondlnich funkci v té€chto neurditych s koeficienty z K. Oznaéme kone¢né R té-
leso vSech redlnych a Q téleso vSech raciondlnich ¢isel, Z obor integrity celych é&isel.
Ptejme se nyni, kdy lze polynom fe R[x,, X, ..., x,] vyjadfit jako soudet kone&n&
mnoha &tverct prvkd z R[x;, X5, ..., X,]. Ihned dostaneme nutnou podminku: polynom
f musi byt nezdporny, tj. je-li t;eR, j = 1,2, ..., n, musi byt f(tstas o t,) = 0. Jak
viak ukézal Hilbert v [5] vtipnym, ale pon&kud komplikovanym piikladem, nemusi
pro n = 2 takové vyjadfeni obecné vilbec existovat, tj. existuji nezdporné polynomy
z R[x,, x;, ..., X,], které nelze vyjadfit soudtem kone&n& mnoha &tvercl polynomit
z R[xq, X3, <.y X,

Neddvno (viz [13]) uvedl MotzkiN pfiklad polynomu, ktery jednoduie uvedené
tvrzeni dokazuje. Bud

(1) p(x, y) =1 + x*(x? — 3) y? + x%y*.
Snadno zjistime, Ze
(1 + x2)? p(x, y) = (1 + x* = 2x2p?)* + x*p*(1 — x?)* (1 + x* + x%y?),
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tj. p(x, y) je nezdporny polynom (a uvedené vyjadfeni udava soudasné vyjadfeni p(x, y)
soudtem &tyf &tvercd funkci z R(x, y)). Necht nyni

® P ) = X, i ).

kde p(x, ) € R[x, y]. ProtoZe stupefi polynomu p(x, y) je Sest, je stupeit kazdého poly-
nomu p,(x, y) nejvyse tfi. ProtoZe dale p(x, 0) = p(0, y) = 1, musi byt |p;(x,0)| < 1,
|pf0, )| £1,j =1,2,..., n pro viechna x, y € R, tj. pj(x, 0) = p;(0, y) = a; je kon-
stanta. Je tedy p,(x, y) = a; + xy I,(x, y), kde I; € R[x, y] jsou polynomy stupn& nej-
vySe jedna. Srovname-li pak koeficienty u &lenu x?y? ve vztahu (2), dostdvime

k
-3=) 15(0, 0),
j=1

coZ zfejm& neni moZné. Proto Hilbert formuloval sviij problém takto ([11], str. 49):
Bud feR[xy, X3, ..., x,| nezdporny polynom. Lze nalézt raciondini funkce g;e
€R(Xy, X35 -y Xp)s j =1, 2, ..., k tak, 2e f = g} + g5 + ... + g7 ? Thned vidime, Ze
na¥ problém se nezméni, jestliZe misto nezdporného polynomu fe R[xy, X3, ..., X,]
pripustime obecn&ji nezdpornou raciondlni funkci fe R(xy, x5, ..., %,) (tj. takovou
raciondlni funkci f, kterd ma tu vlastnost, Ze pro kazdou volbu, ¢;eR,j =1,2,..,n,
pro n&Z je definovdna hodnota f(ty, t, ..., t,), je tato hodnota nezédpornd). Kone&n&
dostaneme zfejm& rovnocenny problém, poZadujeme-li vyjadfeni takové raciondlni
funkce f ve tvaru podilu dvou souttd polynomi z R[x;, X3, ..., X,].

Nekteré Casteéné vysledky byly zndmy je$t& pfed r. 1900, kdy Hilbert své problémy
formuloval. Tak napf. sdm Hilbert vyfesil pfipad n = 2 (viz [5]), E. LANDAU ukézal
(viz [8]), Ze pro n = 2 lze kaZdy nezédporny polynom vyjadfit ve tvaru soudtu ne vice
nez &tyf &tvercl. Poznamenejme, Ze Hilbert formuloval dokonce ostfejsi otazku, jak se
situace zméni, nahradime-li t€leso R redlnych d&isel jinym &iselnym télesem, napf. Q.
Pro srovnéni rozdilnosti obou problémil uvaZujeme pfipad n = 1. Je-li f nezdporny
polynom s redlnymi koeficienty, vidime ihned z rozkladu na kofenové &initele, Ze

F(x) = 11(x) (£a(x) + f3(x)) (F2(%) = V3(x)) = (1(0) £(x))?* +{(i(x) £:(3))* »

kde f}, f5, f3 jsou polynomy s redlnymi koeficienty. V oboru integrity R[x] lze tedy
kazdy nezdporny polynom vyjad¥it jako soudet dvou &tverci. Na druhé strang je ziejmé,
Ze polynomy f, f,, f,f5 z pfedchozi formule nemusi mit raciondlni koeficienty, i kdyz
f e Q[x]. E. Landau v3ak ukézal (viz [8]), Ze v oboru integrity Z[x] sta&i k vyjadfeni
kaZdého nezéporného polynomu osm &tverci. (Poznamenejme, Ze z citované Lagran-
geovy véty plyne, Ze potfebujeme alespoii &tyfi &tverce pro konstatni polynomy a alespoii
pét &tvercl pro polynomy stupng alespoti prvého.)

Uplné fedeni sedmnéctého Hilbertova problému podal E. ARTIN (viz [1]). Abychom
naznadili hlavni myS$lenky jeho postupu, zobecnime nejprve cely problém. Bud K libo-
volné t¥leso a ozna&me S;(K) mnoZinu viech a € K, k nimZ existuji a,, a,, ..., a; €K,
ne viechny nulové, tak, 7e a = ai + a3 + ... + a; ozna¥me je§t& S(K) sjednoceni
viech Si(K), j = 1,2,.... Je zfejmé, Ze mnoZina S(K) je uzaviend vzhledem k séitdni
a nasobeni; je-li 0 + a = af + a + ... + a5 e S(K), je a~* = (a,/a)? + (a,/a)? +
+ ... + (am/a)? ti. a~* € S(K).
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Zajimava je otazka, tvofi-li mnozina v§ech nenulovych prvka z S (K ) vzhledem k nésobeni grupu.
To plati zfejmé& pro j = 1; z identity

(2 + 3D 2 + ¥3) = (xp; + %290 + (X7, — x,)?

a podobnych identit pro j = 4,8 plyne kladnd odpovéd na nasi otazku pro tato j. HurwiTZ (viz [7])
vak ukdzal, Ze podobné identity existuji pravé pro uvedena j. Pfesto se viak A. PFISTEROVI (viz [9])
podafilo ukdzat, Ze odpovéd je kladnd pro vSechna j, kterd jsou mocninou dvojky. Tyto vysledky
byly v souvislosti s Hilbertovym problémem podstatné vyuzity.

Ptejme se nyni, jaky je vztah mezi K a S(K). Jednoducha je odpovéd, je-li charakte-
ristika t&lesa K rovna dvéma. Potom je totiz (a; + a, + ... + a,)> =ai +a + ... +
+ a2, a tedy S(K) obsahuje pravé viechny &tverce prvki télesa K a je to (vzhledem ke
vztahu —a = a) dokonce té€leso. Je-li K konené t&leso nebo prvotéleso, je ziejmé
S(K) = K.

V daliim necht je K téleso charakteristiky p + 2. Necht nejprve 0 € S(K), tj. existuji
by, b,, ..., b; €K, ne viechny nulové, tak, Ze bj + b} + ... + b} = 0. Odtud plyne,
Ze existuji prvky ay, a,, ... a;_, e K tak, Ze a} + a5 + ... + aj_; = —1. Pro libovolné
a € K potom plati

a=(1+a)}4—-(1—-a)P4=(1+a)2)?+ (a)(1 — a)[2)> +
+ (a)(1 — a)[2)* + ... + (a;-,(1 — @)2)* € S(K),

tj. v tomto pfipadé mdme S(K) = K. Poznamenejme, Ze posledni vztah plati specidlné
pro libovolné téleso, jehoZ charakteristika p je v&tsi nez dvé — staéi poloZit a, = a, =
=...=a;_;=1j=p

Posledni — a nejobtizn&jsi — pfipad tedy je, kdyZ 0 ¢ S(K). Charakteristika t&chto
téles je nutné nula a nazyvame je télesa formdiné redlnd. Teorii téles tohoto typu zaloZili
E. ARTIN a J. SCHREIER (viz napf. [1]). Formdlng& redlnd télesa lze velmi jednoduse
charakterizovat jako télesa, ktera lze uspofadat, tj. mizeme uréit mnoZinu P ,,kladnych*
prvki télesa kterd neobsahuje nulu, je uzaviena vzhledem k nasobeni a se€itani a navic,
je-li ¢ nenulovy prvek tohoto t&lesa je bud c € P, nebo —c e P. (V obvyklém zapisu
znamend pak a < b pfesné totéZ, co b — a € P; tyto ,,nerovnosti‘ Ize seéitat, nasobit
,kladnym** prvkem atp.) PovSimn&me si, Ze kaZdy nenulovy &tverec, a tedy i kazdy
prvek mnoZiny S(K) je pfi kazdém uspofadani t&lesa K kladny. DuleZité je, Ze plati
i obracené tvrzeni: JestliZe prvek a € K je kladny pfi kaZdém usporFdddni télesa K
(tzv. totdIné pozitivni proek), potom a € S(K).

Poznamenejme, Ze télesa Q, R pripoustéji jen jediné (pfirozené) uspofddani. Existuji viak télesa,
kter4 maji i nespo&etn& mnoho riiznych uspoféddani. Napf. téleso Q[/(2)] ma pravé dv& uspofadani:
jedno ptirozené a druhé uréené tim, Ze jeho kladné prvky maji tvar a — b J(Z), a, b e Q, kde —
v ptirozeném uspofddani — je a + b \/(2) > 0. Té&leso Q(x) miZeme usporadat tfeba takto: fekneme,
ze f(x) € Q(x) je kladny prvek, je-li f(r) > 0 (roli ¢isla = muZe také prevzit libovolné transcendentni
&islo) atp.

Bud nyni K ng&jaké téleso redlnych &isel. K i K(xy, X,, ..., X,) = K(x) jsou zfejm&
form4lné redlna télesa. Poznamenejme, Ze kazdé uspofadani télesa K(x) indukuje nékteré
uspotaddni télesa K. Nyni plati toto dileZité tvrzeni: Je-li v télese K(x) ddno uspordddni
a jsou-li fi(x) e K(x), j = 1,2, ..., m, potom existuji proky a,, a,, ..., a, € K (dokonce
ai, a, ..., a, € Q) takové, e polynom f;(x) pfi usporddani télesa K(x) a prvek f(a,,
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as, ..., a,) €K pFi indukovaném uspordddni télesa K maji ,,stejnd znaménka®, j =
=1,2,...,m.
Odtud jiz 1ze odvodit feseni Hilbertova problému v tomto tvaru:

Véta. Bud K téleso redinych éisel (tj. mdme Q = K = R), v némZ existuje jediné
(tj. pouze pFirozené) uspordddni. Potom S(K(xy, x5, ..., X,)) obsahuje prdvé viechny
nezdporné raciondlni funkce f € K(x4, X5, ..., X,)-

Duikaz. Necht f € K(x) je nezdporna racionalni funkce, kterd neleZi v S(K(x)). Potom
f musi byt zdpornym prvkem v nékterém usporadani < t€lesa K(x), a proto pro vhodnou
n-tici a, a,, ..., a, prvkd z K je f(ay, a,, ..., a,) < 0. ProtoZe viak f(ay, a, ..., a,) €K
a t&leso K pfipousti jen pfirozené uspofadani, je f(ay, a,, ..., a,) zdporné realné &islo
a mame spor s pfedpokladem, Ze f je nezdporna raciondlni funkce, cbd.

Poznamenejme, Ze podstatnym bodem dikazu véty je vySe uvedené tvrzeni, které je
nejsloZit&jsi &asti dikazu (i kdyZ se zd4 byt p¥irozené a jednoduché). Jeho diikaz probihd
indukci podle po&tu promé&nnych a vyuZivd v podstaté rozkladu polynomi z K[x] na
ireducibilni faktory a jednoduchého faktu, Ze polynom ,,v okoli jednoduchého nulového
bodu méni znaménko*.

Tim byl Hilberttiv sedmnacty problém vyfesen, ale vlastné jen ve své ptivodni formulaci.
Landauitiv vysledek ddva vznik fadé otdzek, na néZ Artinova véta nemiZe vzhledem
k patrné neefektivnosti svého ditkazu dat odpovéd. Omezime se na specidlni pfipad.
Ptejme se, zdali existuje pfirozené &islo m = m(n) tak, Ze kazd4 nezdporna raciondlni
funkce z R(x, x5, ..., X,) je souftem nejvySe m &tverch prvkd z R(xy, X, ..., X,).
(Upozornéme opét vyslovné, Ze z Artinovy véty neplyne ani existence tohoto &isla, natoZz
jeho numericka hodnota.) Existuje-li takovéto m, oznaéme N = N(n) minimélni m uve-
dené vlastnosti.

Ukazali jsme, 7e N(1) = 2 a uvedli jsme Landauiv vysledek N(2) < 4 (viz [8]). Uva-
Zujme polynom

p(x1 %) =1+ x] + x3.

Tento polynom je zfejmé ireducibilni v Q[x,, x,] a ze vztahu

p= (fl/f0)2 + (fz/fo)z, tj. pfs = (fl + ifz)(fl - ifz),

kde 0 % fo, f1, f2 € Z[xy, x,] a fo, f1 jsou nesoud&lné polynomy, by plynulo, Ze p d&li
fiif,, atedy i fo, coZ je spor. Je tedy N(2) > 2. Vice neZ Sedesat let zistal viak problém
pfesné hodnoty N(2) neroziesen. Kone&n& pomohl Motzkintv polynom (1). V roce 1971
(viz [12]) bylo dokézano, Ze vztah

(3) 1+ xf(xf - 3) x; + xfx; = gf + g% + gg > 91,92,93 ER(xl’ xz)

nemuZe platit, tj. mame N(2) = 4. Tento pfiklad je patrn& nejjednodussi, nebot pro poly-
nomy z R(x;, x,) stupn& men3iho neZ 3¥est nebo stupn& mensiho neZ &ty¥i vzhledem
k jedné z promé&nnych vyjadfeni soudtem t¥i étverc nalezneme. K obtiZznému (vice neZ
dvacetistrankovému) dikazu uvedme jen, Ze z platnosti vztahu (3) plyne, Ze existuji
& neR(x,), n + 0a & nezdporné tak, Ze

4) —n? = &E = x3(x? = 3) — 2x,) (¢ — x3(x? — 3) + 2x,),
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tj. mame ukézanu existenci ,,racionalniho bodu* na eliptické k¥ivce (4), ktery ma jisté
specidlni vlastnosti (¢ nezdporné). VySetfenim grupy viech racionélnich bodd na kfivce
(2) 1ze pak ukézat, Ze to neni moZné.

Do dne¥niho dne neni hodnota N(n) pro n > 3 znima. Je pouze ukdzano, Ze N(n) < 2"
(Ax [2] pro n = 3, obecn& PrisTER [9]). Na druhé stran& ukdzal CasseLs (viz [4]),
Ze polynom 1 + x? + x5 + ... + x? nemiZe byt souttem n &tverct z R(x;, X2, ..., X,),
tj. N(n) 2 n + 1. Vysoce pravdépodobna domnénka je N(n) = 2", ale dneSniho dne
jsme asi jejimu dikazu je$té hodné vzdaleni.

Uvedme jesté zavérem, Ze tento Hilberttv problém je v zajimavém vztahu ke geometrii,
pfesnéji ve vztahu ke konstrukcim kruZitkem a pravitkem na jedné strané a konstrukcim
pravitkem (a pevnou jednotkou délky) na stran& druhé (bliZe viz [6]). Kone&n& nezistal
Hilbertiv problém usetfen vlivu soudasnych proudi v matematice a v letech 1955—7
publikoval A. RoBINsoN (viz [10], kap. VIII) diikaz jistého zobecn&ni Artinovy véty
pomoci teorie modeld. V kazdém pfipadé tedy sedmnacty Hilbertiiv problém dal a dava
podnét k vypracovani novych teorii, jejichZ problematika je stale Ziva.
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I dobrd logika uvedend ve Spatném Case a na Spatném misté miiZe byt
nejhorsi nepFitel dobrého uceni.
G. POLYA
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