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O INTUICIONISMU

A. HEYTING

V roce 1956 vysla z pera A. Heytinga, profesora matematiky na
université v Amsterodamu, nevelkd knizka o intuicionismu (A. Heyting,
Intuitionism, An Introduction, North-Holland Publishing Company,
Amsterdam, 1956). V roce 1965 vysel tento spis v ruském prekladu
(A. Gejting, Intuicionizm, Vvedenie, prekladatel A. A. Jankov, redak-
tor publikace A. A. Markov, Biblioteka sbornika ,,Matematika‘, Izd.
MIR, Moskva 1965) a A. A. Markov k nému pripojil komentdre.

Heytingova publikace je velmi zajimavd a pouénd. Mohou ji s poro-
zuménim &ist nejen matematikové vsech specializaci, ale i ti, ktefi se
zajimaji o logiku a o filosofii pfirodnich véd, a nejsou pri tom profesio-
ndlnimi matematiky. NeZ o tom dejme hovoFit ndsledujicim iivodnim
odstavcim.

Nasim étendrim predklddime z citované knizky kromé zminénych
uvodnich odstavcii Cesky preklad prvni kapitoly, nazvané ,,Disputace*.
Cesky pieklad by poFizen z ruského vyddni.

Josef Veselka

Pozndmka redakce PMFA: Autori éeského piekladu doplnili pre-
klad odkazy na literaturu. Redakce se domnivd, Ze CtendrF, kterého nase
ukdzka zaujme, sdhne po origindlu nebo po ruském prekladu celé knihy,
kde najde dostatecné obsdhly prehled literatury. Proto jsme odkazy
z prekladu vypustili.

UVODNI SLOVO MATEMATICKE REDAKCE SBORNIKU MATEMATIKA

V knize A. Heytinga lze vidét monografii o zdkladech matematiky. K otazkam zaklad( mate-
matiky (teorie matematického dikazu, problém existence v matematice) se v ni pfistupuje z hle-
diska intuicionismu, matematického sméru, jehoZ je autor vyznamnym predstavitelem.

Kniha je napsana ve formé& Zivého rozhovoru predstaviteld riznych stanovisek k otdzkdm za-
kladi matematiky. Redaktor publikace, A. A. Markov, pfedstavitel konstruktivistického sméru,
o kterém se A. Heyting nezmifiuje, se k rozhovoru p¥ipojuje. Ve svych komentafich nejen uvadi
dalsiho diskutéra, ale snazi se také odstranit nékteré autorovy neptesnosti.

Kniha je uréena Sirokému ¢tenaiskému publiku, od matematiki v8ech specializaci po vSechny,
ktefi se zajimaji o matematickou logiku a o filosofické problémy v pfirodovédé.

Z UGVODNIHO SLOVA AUTORA
Abych Ctenafi usetfil Cas, ktery by vynaklddal na feSeni hddanek, ujituji ho, Ze osoby zucast-
néné na rozhovoru nejsou ani karikaturami Zijicich nebo zemfrelych lidi, ani jejich dvojnici. Pfed-

stavuji jen jakési nositele ideji — nic vice. Do jisté miry to plati i o INTOVI, ktery reprezentuje

4



intuicionismus. Pro vétsi jasnost jsem ho nékdy piimeél hovofit kategoriétéji, nez bych to &inil
sam, kdybych vyslovoval sva vlastni minéni. Diskuse je pfisné omezena intuicionismem. Jinych
koncepci matematiky se dotyka jen potud, pokud tyto koncepce v sobé obsahuji protiintuicionis-
tické prvky. Odmitam proto jakoukoli vytku, pokud jde o netplnost ve vykladu jinych stanovisek.

Béhem vykladu se ukazovalo, Ze je nezbytné podavat dikazy i tam, kde se tyto diikazy lisi od
dobie znamych klasickych diikaza jen nevelkymi dopliikky, nebot neni vhodného zpsobu ukézat,
kam tyto dopliiky zaradit. S hromadé&nim latky jsem postupné zhustoval styl vykladu, v dobré vite,
Ze se ¢tendr postupné nauci chdpat specifické potize intuicionismu ...

... Mozn4, Ze nékde jdu starymi metodami, ponévadz neznam metody dne3ni. Jednim z cila
knizky je pomoci matematikiim v otazce, které z jejich vysledki by bylo mozno dokdazat intui-
cionisticky. Intuicionismus se miZe uspésné rozvijet jen tehdy, kdyz se matematikové rtznych
specializaci budou o néj zajimat a aktivné v ném pracovat. K tomu, aby bylo mozno vybudovat
dobfe vymezenou intuicionistickou matematiku, je pfedev§im nutné dobie znit dnesni obory
klasické matematiky a za druhé, védét ze zkuSenosti, kde jsou intuicionisticka ,,nebezpeci‘.
V této kniZce se snazim o to druhé. VEfim, Ze se najdou Ctendri, ktefi se s vét§im uspéchem,
nez se to podatilo mné, vyrovnaji s podrobnostmi teorie, a podaji intuicionisticky vyklad jinych
matematickych disciplin. ..

A. Heyting

Uvopni SLovo A. A. MARKOVA, REDAKTORA PUBLIKACE

Kniha, kterou dostava Ctenaf do rukou, je vénovana systematickému vykladu intuicionismu,
matematického sméru zalozeného pocatkem tohoto stoleti pracemi Brouwera, Weyla a autora této
knihy. I kdyZ jsou dnes intuicionistické nazory sdileny jen nemnoha matematiky, zdaleka nemaji
pravdu ti, ktefi vidi v intuicionismu jen jakousi ,,kuriozitu‘*. Jde o to, Ze mnoho intuicionistickych
nazorh prijali a osvojili si matematikové konstruktivistického sméru, ktery neuspokojuje matema-
tiky ,,mnozinového mysleni, dnes vladnouciho. Tito matematikové sdileji zejména kriticky po-
stoj intuicionistd k principu ,,tertium non datur*¥),

Jiz proto neni rozumné Ffadit intuicionismus do kategorie ,.kuriozit*. Redaktor ptekladu,
predkladaného &tenafi, sam piedstavitel konstruktivistického sméru v matematice, vidél svij
hlavni ukol v konfrontovani stanoviska intuicionismu se stanoviskem konstruktivismu v ma-
tematice. Tomuto ukolu je také vénovdna vétSina poznamek redaktora, uGedenych na konci
knihy.

Vzhledem k nenucené diskusni formé autorova vykladu uvadi redaktor ve svych komentafich
jesté jednoho ucastnika disputace — pana KONA, ktery reprezentuje konstruktivisticky smér
v matematice**).

A. Markov

*) Zakon vylougeného tietiho, vyloudeni tfeti moZnosti, dvojhodnotova logika. Napiiklad,
Jjsou-li a, b realna &isla, je podle principu tertium non datur bud a = b, nebo a + b. Nic ,,tfetiho*
nemuze byt. P. p.

**) Markovovy komentafe oznaCujeme dale jen slovem ,,komentai** v zavorkdch. P. p.



Udastnici disputace: panové KLAS, FORM, INT, LET, PRAGM, SIGN*).

(Komentéf) FORM, INT, PRAGM a SIGN pfedstavuji ,,formalistu‘, ,,intuicio-
nistu®’, ,,pragmatika‘* a ,,significistu‘“. KL AS je pfedstavitelem klasické matematiky.
Pro redakeci je obtizné vysvétlit smysl jména BUKV (v anglickém originale ,, Letter***)).
V dalsich komentafich Casto vystupuje jesté jeden Giastnik diskuse — KON — pied-
stavitel konstruktivistického sméru v matematice.

DISPUTACE

KLAS: Jak se Vam vede, pane Inte? Vy jste si v tomto krasném pocasi nikam
nevyjel?

INT: Vselicos mne napadlo; pfemyslel jsem o tom v knihovné.
KLAS: Pracovita v€elicko! A jak se mate jinak?
INT: Celkem dobfe. Nemél byste chut na sklenic¢ku?

KLAS: Dé&kuji. Vsadil bych se, Ze jste se vénoval svému koni¢ku — odmitani
principu tertium non datur — a podobnym vécem. Nemohu pochopit, pro¢ se na
logiku miiZeme spolehnout kdekoli, jen ne v matematice.

INT: Na toto téma jsme jiz hovofili. O myslence, Ze by snad mohla byt pro popis
nékterych druht objektli vhodné&jsi jina logika neZ bézna, se diskutovalo Cas od &asu
i pfed intuicionismem. Ale teprve Brouwer jako prvni objevil objekt, ktery opravdu
vyZaduje jinou formu logiky. Timto objektem je myslenkova matematicka konstrukce.
Pri€ina je v tom, Ze v matematice mame jiZ od samého pocatku co dé€lat s nekonec-
nem, zatimco obycejna logika je vytvofena jen pro tivahy o konecnych souborech.

KON (komentaf): Budte zdravi kolegové! Slysim, Ze tady pan Int vyklada své
krédo. M4 naprostou pravdu v tom, Ze matematické konstrukce vyZaduji zvlastni
logiku. Nemohu vsak souhlasit s tim, Ze matematika ma ,,od samého pocatku* co
délat s ,,nekoneCnem®..,,Nekonecno‘* se zavadi do matematiky abstrakci. Pouziva se
abstrakce potencidlni uskute€nitelnosti a abstrakce aktudlniho nekonecna. Podstata
druhého z téchto pojm0 neni mi jasna, podstata prvniho spociva v abstrahovani od
praktickych hranic naSich konstruktivnich moznosti podminénych omezenosti ¢asu,
prostoru a materialnich prostfedkt, jimiZz disponujeme. Myslenkové konstrukce,
o nichZ pravé hovofil pan Int, jsou potencialné uskutecnitelné. Jako pravzory maji

*) V ruském prekladu se debatér LET jmenuje BUKV — podle ruského ,,bukva‘ = hlaska.
V angliétiné se hlaska nazyva ,,letter*. Piekladatelé zvolili proto jméno LET. Viz také nasledujici
komentaf v textu. P. p.

**) Viz predeslou pozn. P. p.



prakticky uskute€nitelné materialni konstrukce. Zkoumani potencialn& uskute&nitel-
nych konstrukei vyZaduje zvlastni logiky — konstruktivistické matematické logiky.

KLAS: Ja vim, ale podle mého nazoru je logika univerzalni a plati jak pro kone¢-
no, tak pro nekonecno.

INT: Musite pochopit, v ¢em spocival Brouwertiv program. Brouwerlv program
spocival ve zkoumani mys$lenkové matematické konstrukce jako takové, bez vztahu
k takovym otazkam, jako je povaha konstruovanych objektti, nebo zda tyto objekty
existuji nezavisle na nasich poznatcich o nich. Ze tento nazor vede pfimo k odmitnuti
principu tertium non datur, mohu nejlépe ukazat na tomto ptikladé:

Porovnejme tyto dvé definice:

I. Cislo p je nejv&tsi prvodislo takové, 7e p — 1 je také prvodislo. Jestlize ta-

kové &islo neexistuje, je p = 1.

I1. Cislo g je nejv&tsi prvocislo takové, Ze g — 2 je také prvogislo. JestliZe ta-

kové &islo neexistuje, je g = 1.

Klasickd matematika vibec nepfihlizi k zfejmému rozdilu v charakteru t&chto
dvou definic. Cislo p mtiZeme stanovit (p = 3)*), zatimco metodu pro ureni isla g
nemame, protoZe neni znamo, zda posloupnost tzv. prvociselnych dvojéat, tj. prvo-
Ciselnych dvojic tvaru g, g + 2, je konecna ¢i nekone¢na. Proto intuicionisté odmitaji
brat definici II za definici nékterého pfirozeného &isla. Jsou toho nazoru, Ze &islo je
skute¢né definovano teprve tehdy, kdyZ je dana metoda, jak je stanovit. Rozvijime-li
tuto myslenku dale, dojdeme k zamitnuti principu tertium non datur, nebot kdyby
byla posloupnost ,,prvociselnych dvojcat‘ kone¢na nebo nekoneéna, byla by definice IT
definici jistého pfirozeného &isla.

KLAS: Lze namitnout, Ze stav nasich poznatkl o existenci ¢i neexistenci posled-
niho ,,prvociselného dvojcete’ zavisi na nahodnych okolnostech, a Ze neméa Zadny
vztah k otazce matematické pravdy. Bud existuje nekoneéné mnoho ,,prvociselnych
dvojcat®, a potom je g = 1, nebo je jich jen koneéné mnoho, a pak je g rovno nej-
vétsimu z prvodisel takovych, Ze g a ¢ — 2 tvofi prvociselné dvojce.'V kazdém posti-
Zitelném pripadé je ¢ definovano. Jaky ma tedy vyznam otazka, zda je miiZzeme sku-
te¢né urcit?

INT: Vas§ argument je svou povahou metafyzicky. Jestlize slovo ,.existovat*
neznamena ,,byt zkonstruovano*, pak musi mit n&jaky metafyzicky vyznam. Ukolem
matematiky neni tento vyznam zkoumat a rozhodovat, zda je vyhodny. Nemame nic
proti tomu, jestlize n€jaky matematik pfijima metafyzické teorie, protoZe mu impo-
nuji; Brouwerliv program vsak vyZaduje, abychom studovali matematiku jako néco
jednodussiho a bezprostfednéjsiho, nez je metafyzika. Ve zkoumani myslenkovych
matematickych konstrukci musi ,,existovat* oznaCovat totéZ, co ,,byt zkonstruo-
vano“.

*) Je-li p prvocislo, je p liché, tedy p — 1 je sudé, a jediné sudé prvodislo je ¢islo 2. P. p.



KLAS: To znamena, Z¢ dokud nevime, zda existuje posledni ,,prvociselné
dvojée*“, II nebude definici prvodisla, avsak jakmile bude tento problém vyfesen,
IT se stane okamzité touto definici. Dejme tomu, Ze 1. ledna 1980 bude dokézano, Ze
mnozina prvociselnych dvojcat je nekoneéné*). Od tohoto okamziku bude g=1.
Platilo ¢ = 1 pied timto datem, nebo nikoli?

INT: Matematicky vyrok vypovida o faktu, Ze byla provedena uréitd matematic-
k4 konstrukce. Je jasné, Ze pfed tim, neZ byla konstrukce provedena, jesté provedena
nebyla. Aplikovano na vas piiklad, znamena to, Ze pred lednem 1980 nebyla jesté
rovnost ¢ = 1 dokazana. To vsak neni to, co mate na mysli. Mné se zd4, Ze se musite
vratit k pojmim metafyzickym, aby byl jasny smysl vasi otazky, tj. vratit se k jistému
svétu matematickych véci existujicich nezavisle na naSem poznani, k svétu, v némz
g = 1 je pravdou v jakémsi absolutnim smyslu.Ja vSak opakuji, Ze matematika nema
zaviset na takovych pojmech, jako jsou tyto. Ve skutecnosti jsou vSichni matematikové,
i intuicionisté, pfesvéddéeni, Ze matematika ma v jistém smyslu vztah k vénym prav-
dam. Kdyz se vSak pokousime upfesnit, v jakém smyslu, ukazuje se, Ze jsme vtaZeni
do chaosu metafyzickych obtizi. Jediny zptsob, jak se tomu vyhnout, je odstranit tyto
potiZe z matematiky. Pravé to mam na mysli, kdyz fikam, Ze studujeme matematické
konstrukcee jako takové, a Ze se klasicka logika pro toto studium nehodi.

KON (komenta¥): Mij nazor na formulaci II se troi¢ku lisi od nizoru pana
Inta. Podle mého minéni nemusi nutné kazda definice vymezovat neprazdnou mno-
Zinu objektt ji definovanych. Nékdy miiZe byt konstrukce takového objektu problé-
mem, a dokud nebude tento problém vyfesen, nebudeme opravnéni tvrdit, Ze takovy
objekt existuje. Takovy problematicky charakter ma pravé definice II. Dnes neni
urceno, tj. neni zkonstruovano ¢islo g, charakterizované touto definici. Bude uréeno
aZ tehdy, az bude vyfesen problém ,,prvociselnych dvojcat®; a teprve potom budeme
opravnéni fici, Ze Cislo g existuje. Co se tyce ,,vénosti‘‘ matematickych pravd, do-
mnivam se, Ze jde o otazku nejen metafyzickou, ale dokonce bezobsaznou. A existence
v matematice — to je potencialni uskuteénitelnost konstrukce.

KLAS: Prichazeji nasi pratelé, kolegové Form a Let. Kolegové, mame zde na-
neivys zajimavou diskusj o intuicionismu.

LET: Copak je mozné s nasim dobrym starym Intem hovofit o néfem jiném?
Toto téma ho uplné uchvatilo.

INT: Uchvati-li vas nékdy krasa predmétu, vénujte mu sviy Zivot.

FORM: Vyborné! Ja se jenom divim, jakou krasu miZe mit takova neuréita véc,
jako je intuicionismus. Ani jeden z vaSich termin® neni jaksepatfi definovan, nemate
pfesna pravidla pro dedukci. Proto nebude nikdy mozno rozhodnout, které z vasich
uvah jsou spravné, a které nikoli.

*) V ruském prekladu je 1. ledna 1970. Kniha vy$la ovSem v roce 1956, rusky preklad v roce
1965. P. p.



V béiné hovorové feci nema ani jedno slovo piesné vymezeny a stabilni smysl.
Vzdy zlstava prostor pro volnou hru pfedstav, a to prostor tim vétsi, ¢im je pojem
abstraktng&jsi. Proto si lidé nékdy vzajemné dobfe nerozuméji a k tomu dochézi i v ne-
formalizovanych matematickych tivahach. Jediny zplsob, jak dosdhnout absolutni
pfesnosti, je v tom, zbavit matematickou uvahu jakéhokoli obsahu a zkoumat ji samu
o sobé& jako posloupnost znakii, bez ohledu na jakykoli vyznam, ktery tyto znaky
mohou mit. Pak lze zformulovat pfesnd pravidla pro odvozovani novych tvrzeni
z tvrzeni jiZ zndmych a vyhnout se neuréitostem, které vyplyvaji z mnohoznacnosti
jazyka. ’

INT: Mné se zda, Ze rozdil mezi formalisty a intuicionisty je hlavné rozdilem ve
vkusu. Vy také pouzivate v teorii, kterou nazyva Hilbert metamatematikou, logickych
uvah, ale kladete si za cil oddélit je od Cisté formalni matematiky a omezit se proto na
uvahy co mozna nejjednodussi. My se naproti tomu nezajimame o formalni stranku
matematiky, nybrZ pravé o ten typ uvah, kterych se pouzivd v metamatematice.
SnaZime se jej prozkoumat do nejzazsich dusledkii. Davime mu pfednost proto, Ze
jsme presvédéeni o tom, Ze zde jde o jednu z nejzakladngjsich schopnosti lidského
rozumu.

FORM: Jestlize se nebudete piit s formalismem, nebudu se ja pfit s intuicionis-
mem. Formalisté patii k nejmirumilovnéjsi ¢asti lidstva. Jakakoli teorie miZe byt
formalizovana, a pak se stane prfedmétem nasich metod. I intuicionistickou matema-
tiku lze takto vykladat a bude tak ucinéno.

KLAS: To znamena, Ze intuicionistickou matematiku je nutno studovat jako
¢ast matematiky. V matematice zkoumame dusledky presumpci. Intuicionistické pre-
sumpce mohou byt sice zajimavé, ale nemaji Zddné pravo na monopol.

INT:Vzdyt my o to neusilujeme. Spokojime se s tim, kdyZ pfiznate nasi koncepci
opravnénost. Musim vSak odmitnout tvrzeni, 7e intuicionismus vychazi z jistych,
vice méné libovolnych ptfedpokladl. Jeho pfedmét — konstruktivni matematické
mysleni — jednozna&n& uruje jeho ptedpoklady a zaFazuje jej nikoli do klasické ma-
tematiky, nybrZ vedle ni. Klasicka matematika zkouma zcela jiny pfedmét, at je jaky-
koli. Proto také neni mozna dohoda mezi formalismem a intuicionismem na podkladé
formalizace intuicionistické matematiky. Je ovSem pravda, Ze i v intuicionistické ma-
tematice lze ukonCenou Cast teorie formalizovat. Je vSak nutno prozkoumat, v Cem
je smysl takové formalizace. Na formalni systém se mizZeme divat jako na lingvistické
vyjadfeni matematického mysleni v uréitém vhodném specialnim jazyce.

Pfijmeme-li toto stanovisko, narazime na piekazku v podob& odveéké mnoho-
vyznamnosti jazyka. ProtoZe vyznam slova nelze fixovat natolik pfesné, aby bylo
mozno vyloucit jakékoli nedorozumeéni, nemiiZzeme si nikdy byt matematicky jisti,
Ze formalni systém spravné vyjadfuje nase matematické myslenky.

Pfijméme vSak druhé stanovisko. Formalni systém sam o sob& muzZeme pokladat
za nanejvys jednoduchou matematickou strukturu. Jeji objekty (znaky systému) jsou
spjaty s jinymi, ¢asto velmi sloZitymi matematickymi strukturami. Formalizovat Ize
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takto uvnitf matematiky samé a formalizovani se pak stava mocnym matematickym
nastrojem. NemuZeme si samoziejmé byt jisti, Ze formalni systém predstavuje beze
zbytku n&jakou oblast matematického mysleni. Objev novych metod nas miiZe v kte-
rémkoli okamziku donutit formalni systém rozsifit.

FORM: Tato situace je znama jiZ n€kolik let. Godelova véta o netiplnosti ukaza-
la, Ze jakykoli bezesporny systém, ktery formalizuje teorii pfirozenych &isel, miZe byt
doplnén riznymi zptlisoby, aniz pfestane byt bezespornym.

INT: Rozdil je v tom, Ze intuicionismus se rozviji nezavisle na formalizovani,
které miiZe jen nasledovat matematické konstrukece.

KLAS: Nejvice mne piekvapuje to, Ze vy oba jako byste vychazeli z niéeho. Zda
se mi, Ze stavite vzdu$né zamky. Odkud vite, Ze jsou vaSe uvahy spravné, nemate-li
po ruce neomylné kritérium logiky? V¢era jsem mluvil se Signem, ktery je jeSté vét§im
relativistou, neZ kterykoli z vas. Vykrucuje se tak Sikovné&, Ze na né&j neplati Zadny
argument a sdm nedochazi k zddnému pevnému zavéru. Obavam se, Ze je to osud
kazdého, kdo odmita opirat se o logiku, tj. o zdravy rozum.

SIGN: Vy o vlku a vlk za humny. Nepomlouvali jste mne tu?

KLAS: Zminil jsem se o nasi vCerej§i diskusi. Dnes bojuji se dvéma dalsimi pro-
klatymi relativisty.

SIGN: Rad bych pomohl, ale nejdfive si poslechnu, co fikaji vasi oponenti.
Dovolte, abych vas sezndmil se svym pfitelem Pragmem. Velmi rad se této diskuse
zucastni.

FORM: Jak se dafi? Vy jste také filosofem védy?

PRAGM: Nenavidim metafyziku.

INT: V tom ptipad€ pékné& vitam, kolego!

FORM: Nechtél bych hajit svou pozici ted, kdy se nase disputace tyka hlavné
intuicionismu a kdy se da tak snadno zamotat. Obavam se vsak, Ze se mylite co se
tyCe intuicionistické logiky. Ve skuteCnosti je jiz formalizovana a mnoho autorii pfed-
loZilo v této oblasti cenné prace. Intuicionisté si zfejmé ceni logiky vice, nez si myslite,
i kdyz jejich logika se li§i od té, na kterou jste si zvykli.

INT: Je mi lito, Ze vas zklamu. Logika neni pidou, na které pevné stojim. A jak
by také mohla byt? Ona sama by potfebovala fundovani, které by obsahovalo mno-
hem zamotané&j§i a méné jasné principy, neZ jak je tomu u samé matematiky. Matema-
ticka konstrukce musi byt pro rozum tak bezprostfedni a jeji vysledek musi byt tak
jasny, aby nebylo tfeba Zadného fundovani. Mizeme dobie pochopit, zda je ta ¢i ona
tvaha spravna, aniZ pouzijeme logiky. Staci jasny, védecky $koleny rozum. A pfrece
je pravda, Ze se vyvinula intuicionisticka logika. Abychom mohli ukazat, v em je jeji vy-
znam, dovolte mi, abych uvedl jeden priklad: Necht 4 znamena vlastnost pfirozeného
Cisla byt nasobkem Cisla 8, B vlastnost byt nasobkem ¢isla 4 a C vlastnost byt nasobkem
Cisla 2. 8a mtZeme napsat jako 4.2a. Diky této matematické konstrukci P vidime, Ze
vlastnost A ma za nésledek vlastnost B neboli 4 = B. Podobn€ konstrukce Q uka-
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zuje, Ze B = C. Superponujeme-li P a Q, dostaneme 8a = 2. (2. a), coZ dokazuje
A = C. To lze prenést na obecné vlastnosti 4, B, C. Jestlize konstrukce P ukazuje,
7e A = B, a konstrukce Q ukazuje, Ze B = C, pak superpozice konstrukci P a Q vede
k 4 = C. Dostali jsme logickou poucku. Postup, kterym byla odvozena, ukazuje, Ze
se svou podstatou nelisi od matematickych poucek; je pouze obecngjsi v témzZ smyslu
jako napft. tvrzeni, Ze s€itani celych &isel je komutativni‘“ ma obecnéjsi charakter nez
tvrzeni, Ze ,,2 + 3 = 3 + 2. TotéZ plati pro kazdou logickou poucku: ona neni
ni¢im jinym neZ nejobecnéjsi matematickou pouckou. Jinak feceno, logika je ¢asti
matematiky a nemiiZe slouzit k jejimu fundovani. Takova alespoii je koncepce logiky,
k niz jsem dospél pfirozenou cestou. Je mozné a Zadouci rozvijet jiné formy logiky
pro jiné ucely.

Praveé ta matematicka logika, kterou jsem ted popsal, byla formalizovana. Ukazalo
se, Ze vznikly formalni systém ma specifické vlastnosti, velmi zajimavé v porovnani
s vlastnostmi jinych systémil formalni logiky. Tato skuteCnost vedla k vyzkumiim,
o nichZ se zminil pan Form. Ale af jsou jakkoli zajimavé, jejich sepéti s intuicionistic-
kou matematikou je velmi slabé.

LET: Ja si myslim, Ze v§echno to jsou pomyslné a uméle vytvofené potiZze. Mate-
matika je naprosto jednoducha zaleZitost. Definuji urcité znaky a stanovim pravidla
pro jejich kombinovani — to je vSe.

FORM: Potom viak potiebujete néjaké formy usuzovani, abyste dokazal, ze
vas formalni systém je bezesporny.

LET: A proc€ bych to mél dokazovat? Nezapominejte, Ze nase formalni systémy
Jjsou urceny pro aplikace a Ze jsou celkem vzato uziteCné. Tento fakt by se dal tézko
vysvétlit, kdyby v nich byl odvoditelny kazdy vyrok. Proto jsme prakticky jisti, Ze si
neodporuji, coZ je pro nasi pracidostacujici. JAnesouhlasim s intuicionistickym tvrze-
nim, Ze matematika néjakym zplisobem souvisi s nekoneCnem. Mohu napsat znak,
tfeba a, a nazvat jej mohutnosti mnoziny pfirozenych ¢isel. Pak mohu stanovit pravidla
pro manipulaci s timto znakem v souladu s pravidly, kterych pouZiva,pro tento pojem
pan Klas. Pfitom pracuji zcela v oblasti koneéna. Objevi-li se pojem nekonecna, Gvahy
se zatemnuji a zamotavaji. Proto se mi zdaji vSechna tvrzeni intuicionistd o nekone¢-
nu velmi neurita a je dokonce pochybné, zda ma takovy symbol jako 1010"
né&jaky smysl a neni-li jen znakem na papife, s nimZ pracujeme podle znamych pravidel.

INT: Vag krajni finitismus ovSem poskytuje maximalni zaruku pred nebezpedim
nepochopeni, avSak podle naSeho nazoru ma za nasledek takovou negaci chapani,
kterou Ize jen stézi pfijmout. JiZ déti v obecné Skole chapou, co jsou pfirozena Cisla
a akceptuji skuteénost, Ze posloupnost pfirozenych Cisel miize byt libovolné prodlou-
Zena.

LET: Dé&tem prosté¢ toto chapani vautili.

INT: To neni argument, protoZe jakékoli sdéleni prostfednictvim jazyka lze
interpretovat jako vnucovani. I Euklides, kdyz ve 20. poucce IX. knihy dokazoval, Ze
mnoZina prvocisel je nekone¢na, védél, o Cem hovofi. Elementarni pojem pfirozeného
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Cisla, zndmy kazdé myslici bytosti, je zakladnim pojmem v intuicionistické matema-
tice. My nepronlaSujeme, Ze je definovany a piesny v absolutnim smyslu — to by bylo
neuskutecnitelné. Tvrdime vsak, Ze je dostate¢né jasny, aby na ném bylo mozno vybu-
dovat matematiku.

LET: Mohu namitnout, Ze nepfedpokladate pfili§ malo, jak mysli pan Klas,
nybrZ prili§ mnoho. Vychazite ze zndmych principt, které bez zdivodnéni povazujete
za intuitivn€ jasné a zaroveii zamitate jiné formy soudd, aniz uvadite divody pro
tuto diskriminaci. Na ptiklad vétsing lidi je princip tertium non datur pfi nejmensim
stejné zfejmy jako princip Gplné matematické indukce. Pro¢ zamitate prvni a akcep-
tujete druhy? Takova neodlivodnéna volba druhého z uvedenych principti dava va-
Semu systému naprosto dogmaticky charakter.

INT: Intuicionistickd tvrzeni musi ovSem pfipadat jako dogmata tém, ktefi je
chapou jako tvrzeni o faktech. Maji vSak jiny smysl. Intuicionistickd matematika
spocdiva, jak jsem jiz vysvétloval panu Klasovi, v myslenkovych konstrukcich: mate-
maticka véta vyjadiuje Cisté empirickou skuteCnost, a to uspesnost urcité konstrukce.
Zapis, tvrzeni ,,2 + 2 = 3 + 1°° je nutno chépat jako zkratku pro vyrok: ,,proved]
jsem konstrukce, oznacené ,,2 + 2 a ,,3 + 1%, a zjistil jsem, Ze vedou k témuz vy-
sledku‘. Ted mi feknéte, kde je zde dogmaticky prvek! Neni v mySlenkové konstrukei,
coz vyplyva z jejiho charakteru jako ¢innosti, tim méné pak v tvrzenich o piivodu
konstrukci, ponévadz tyto konstrukce vyjadiuji Cisté empirické vysledky.

LET: Ale vzdyt vy tvrdite, Ze tyto myslenkové konstrukce vedou k jakémusi
druhu pravdy, Ze to neni jen jakysi solitaire*), nybrz Ze musi byt v jistém smyslu pro
lidstvo uZiteéné. Jinak byste jednali nespravné a pohnévali si tim ostatni lidi. Pravé
v tomto poZadavku vidim dogmaticky prvek. Matematicka intuice vas vede k objek-
tivnim a vé¢nym pravdam; v tomto sméru je vas nazor rnejen dogmaticky, ale dokonce
teleologicky.

INT: Moje matematické mysleni je pfedevS§im soucasti mého individualniho
intelektuélniho Zivota a je omezeno mym vlastnim rozumem jako vSechny moje mys-
lenky viibec. My jsme, obecné feceno, presvédeni, Ze mysleni ostatnich lidi je analo-
gické naSemu vlastnimu mysleni a Ze nam mohou rozumét, kdyZ vyjadiujeme své
myslenky slovy. Zaroven vSak vime, Ze si nikdy nemiiZeme byt naprosto jisti, Ze nam
porozuméli uplné spravné. V tomto ohledu se matematika v podstaté nelisi od ostat-
nich pfedmétd. PovaZujete-li matematiku za dogmatickou z této priciny, musite po-
kladat za dogmatickou jakoukoli lidskou tvahu. Pro matematické mysleni je charak-
teristické, Ze nevyjadfuje pravdu o vnéjsim svété, nybrz Ze je spjato vyhradné s myslen-
kovymi konstrukcemi. Musime vymezit hranici mezi prostou matematickou praxi
a jejim hodnocenim. K vypracovavani matematickych teorii neni potiebi Zadnych
filosofickych premis, avSak hodnota, kterou pfipisujeme této ¢innosti, zavisi na nasich
filosofickych nazorech.

*) Také ,,patience‘* — karetni hra pro jednoho hrace. P. p.
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SIGN: Mate zastaralé nazory na jazyk. Nestaly charakter, ktery jste popsal, maji
prvobytné jazyky, pfiCemz b&Zny hovorovy jazyk denniho Zivota patii v podstaté
jesté k témuZ typu, avSak s pocatkem védeckého mysleni zacina i formalizovani ja-
zyka. Semiotikové tento proces v poslednich desetiletich studovali. Neni jesté ukon-
&en, protoZe neustale vznikaji stale pfesnéjsi jazyky.

INT: Je-li formalizovani jazyka opravdu cestou, kterou se véda ubira, pak
intuicionistickd matematika k védé v tomto smyslu nepatii. Je to spise pfirozena ¢in-
nost ¢lovéka, ktera oviem miiZe byt sama o sobé zkoumana védeckymi metodami.
Byla takovymi metodami skutecné zkoumana, a to metodou formalizovani intuicio-
nistickych tivah a metodou semiotiky. Je vSak zfejmé, Ze ani toto zkoumani, ani
jeho vysledky nepatfi k intuicionistické matematice. Je jasné, Ze védecké zkouméani
intuicionistické matematiky nepfinese nikdy jeji pfesny a uplny popis, prave tak, jako
je nedosazitelna uplna teorie jinych jevl. Af jsou tato metairtuicionistickd zkoumani
jakkoli zajimava a uZite€n4, nelze je zafadit do intuicionistické matematiky samé.
Tyto poznamky se samoziejmé netykaji formalizovani uvnit¥ matematiky samé, coz
jsem popsal jiz dfive.

PRAGM: Dovolte mi, abych zdiiraznil to, co nyni fekl pan Sign. Véda se dostava
dopfedu pomoci formalizovani jazyka. PouZiva této metody, protoZe je to metoda
efektivni. Zejména se ukazalo, Ze moderni, zcela formalizované jazyky jsou nejuZzi-
te¢ngjsi. Idealem moderniho védce je vytvofit zasobu formalnich systémi, z nichz
by si mohl vybrat pro libovolnou teorii systém, ktery by spravné zobrazil vysledky
pokusu. Formalni systémy je nutno hodnotit podle kritéria uZite¢nosti, nikoli podle
neurcitého a libovolného vykladu, ktery se preferuje z dogmatickych a metafyzickych
dtvodu.

INT: Mné se také zda, Ze je naprosto spravedlivé hodnotit matematicky systém
podle jeho uziteCnosti. Pfipoustim, Ze z tohoto hlediska mél intuicionismus dosud
malo $anci na uspéch. Bylo by predCasné zdiraziiovat necetné a nevyrazné znamky
toho, Ze muze piinést néjaky uzitek ve fyzice. Podle mého nazoru ma spise nadé&ji, Ze
pfinese uZitek ve filosofii, historii a v socialnich védach. Z intuicionistického hlediska
je matematika skuteéné zkoumanim jistych funkci lidského rozumu, a jako takova je
témto védam blizka. Je vSak uziteCnost jedinym méfitkem hodnoty? MiiZeme uvést
oblasti lidské &innosti, které Zadnym zpisobem v&dé neslouzi, a pfece nejsou bez
uZzitku. Je to tfeba uméni, sport, zabava. Prohlasujeme, Ze intuicionismus ma hodnotu
téhoz druhu, kterou lze téZko pfedem popsat, ale kterou zcela jasné pocitujeme, kdyz
se jim zabyvame. Vite, jak je pro filosofy obtiZzné definovat pojem hodnoty v uméni,
avsak kazdy vzdé€lany ¢lovék tuto hodnotu citi. Analogické je to i pro hodnotu intui-
cionistické matematiky.

FORM: Pro vétSinu matematiki tuto hodnotu osudnym zplisobem narusuje
skuteénost, Ze ni¢ite nejcennéjsi matematické vysledky. Moderni zaklady matematiky
by mély zachranit co nejvice téchto jejich vysledkii. Lze toho dosahnout i konstruk-
tivnimi metodami, protoZe jsou moZné definice konstruktivnosti odliSné od definice,
kterou haji intuicionisté. VZdyt ani nevelka skupina dnes$nich intuicionist neni jednot-
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na v nazoru na definici konstruktivnosti. Nejvyraznéjsim ptikladem je Griss, ktery
zavrhl pojem negace, ktery jini intuicionisté pokladaji za zcela jasny. Z druhé strany
se zda pravdépodobné, Ze pon€kud liberalnéjsi koncepce konstruktivnosti by mohla

7 Nr

zachranit duleZité ¢asti klasické matematiky.

INT: Protoze intuicionisté hovofi neformalizovanym jazykem, lze ofekavat, Ze
u nich dojde k mensim odliSnostem v nazorech. I kdyZ se tyto odliSnosti projevily
formou ostfejsi, neZ jsme mohli pfedvidat, nijak nas nelekaji, protoZze se dotykaji
druhofadych otazek, a nikoli zékladnich ideji, kde jsme nazorové jednotni. Proto
je nanejvys nepravdépodobné, Ze by $irsi koncepce konstruktivnosti mohla nalézt
podporu intuicionistii. Co se tyce ,,vivisekce* na matematice, z niZ mne obvifiujete,
je to nutno pfijimat jako nevyhnutelny nésledek naSich vychozich hledisek. Lze se
na ni také divat jako na odstrafiovani nezdravych vytvord, krasnych co do formy, ale
v podstaté prazdnych. V kazdém ptipad¢€ je vSak Casteéné kompenzovana ptivabem
jemnéjsiho rozliSovani a dimyslnymi metodami, jimiZ intuicionisté matematiku obo-
hatili.

KON (komentaf): Mné& se zda, Ze pan Int pon&kud nedocefiuje sviij intuicionis-
mus. Pfedevs§im, coz pak je mozné takto odd€lovat ,,humanitni védy od véd ,,pfi-
rodnich‘? CoZpak &lovék se svymi myslenkovymi konstrukcemi neni sou€asti pfi-
rody? Vzdyt myslenkové konstrukce, takové jako napf. konstruovani stale vétSich
pfirozenych &isel, jsou obvykle jen abstrakce konstrukci materialnich, realizovanych
v redlném svét, ktery nas obklopuje. Materiadlnimi vzory takovych konstrukci jsou
napf. stavby vétsich a vétsich domd, stale slozit&jSich strojii ap. Na druhé strané vsak
mohou myslenkové konstrukce slouzit ¢asto jako projekty konstrukci materialnich.
Nejslozitéjsi algoritmy se vypracovavaji nejprve jako myslenkové konstrukce a pak
se v nasem kybernetickém v€ku vtéluji do prace matematickych strojl, které se
v mnoha smérech podobaji lidskému mozku. Proto zkoumani myslenkovych kon-
strukci viibec neni zaleZitosti, ktera zajima jen humanitni védy.

Chtél bych jesté fici, Ze nepatfim k té ,,vétS§iné matematik, o které hovofil pan
Form, a pro niZ je hodnota intuicionistické matematiky ,,osudnym zptisobem* (jak
stra§né!) narusovana tou skuteCnosti, Ze intuicionismus ni¢i ,,nejcennéjsi‘‘ matema-
tické vysledky, které nutno ,,zachraifovat®. Co zachrafiovat a2 pro¢ zachraiovat?
Jakymsi ,,nejcenné&j§im*‘ vysledkiim hrozi nebezpeéi. Co nevidét se ukéze, Ze jsou
zbaveny obsahu a Ze vSechny pokusy o jejich rozumny vyklad jsou odsouzeny k ne-
zdaru. Co je v nich potom cenného a ,,Zivotné dulezZitého*? A uplné divna se mi zda
myslenka pana Forma o ,,pon&kud liberalngjsi koncepci konstruktivnosti*, specialné
vymyslené na jejich zdchranu. Ostatné at si tuto koncepci vymysli. Od toho je pfece
Form.

FORM: Nase disputace dostala podobu diskuse o hodnotach. Z vasich slov do-
chazim k zavéru, Ze jste ochoten pfiznat hodnotu jinych koncepci matematiky, ale
trvate na tom, Ze i vaSe koncepce ma svou hodnotu. Neni to tak?

INT: Skute¢né, jedinym pozitivnim tvrzenim o zakladech matematiky, proti
n&muz vystupuji, je tvrzeni, Ze klasickd matematika ma jasny smysl. Musim se pfiznat,
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Ze tomu nerozumim. Ale i ti, ktefi tvrdi, Ze to chapou, by se méli snaZit pochopit i nase
hledisko a zhodnotit nasi praci.

LET: To, Ze si klasickd matematika nemiZe €init narok na uplnou jasnost, do-
kazuji paradoxy.

FORM: Zajisté, je to tak. Ale intuicionisticka kritika zachazi mnohem déle, nez
je nutné k tomu, abychom se vyhnuli paradoxtim. Pan Int je dokonce ani neuvedl
jako argument na podporu své koncepce. Pro ného je bezespornost nepochybné jen
Zadoucim vedlej$im produktem intuicionismu.

SIGN: Pane Inte, vy popisujete svou €innost jako myslenkové konstrukce. Ale
myslenkové procesy 1ze pozorovat pouze prostiednictvim d&ju, k nimz vedou. Ve va-
Sem piipadé€ prostfednictvim slov, ktera fikate, a vzorci, které piSete. Neznamena to
snad, Ze jedinym zpilisobem, jak studovat intuicionismus, je studovat formalni systém,
ktery buduje?

INT: Kdyz se divim tam na ten strom, jsem piesvédCen, Ze vidim strom, a je
zapotiebi nemalého tréninku, abych nahradil toto pfesvédceni poznatkem, Ze ve sku-
teCnosti vnikaji do mého oka paprsky svétla, coZ vede k vytvofeni obrazu stromu.
Pravé tak, kdy se na vas ted obracim, jsem presvédcen, Ze vam vykladam své nazory,
ale vy, jak vidim, mne poucujete, Ze ve skutecnosti zptisobuji kmitani vzduchu, které
vas nuti provadét jisté ukony, napt. vyvoldvat jiné kmitani. V obou pfipadech je prvni
nézor prirozeny, druhy teoretickou konstrukci. P¥ilis§ ¢asto se zapomina, Ze pravdivost
takovych konstrukci zavisi na souasném stavu védy, a Ze slova ,,ve skuteCnosti* je
tfeba prelozit jako ,,v souladu se soucasnymi nazory védci‘‘. Proto se radéji drzim
toho nazoru, Ze popisuji-li intuicionistickou matematiku, sd€luji urcité myslenky
svym posluchaciim. Tato slova nelze chapat ve smyslu néakého filosofického systému,
nybrz ve smyslu denniho Zivota.

SIGN: V tom piipadé€ by byl intuicionismus jako forma souéinnosti mezi lidmi
jevem socialnim a jeho zkoumani by patfilo historii civilizace.

INT: Jeho zkoumani, nikoli vSak jeho praxe. V tom souhlasim s panem Prag-
mem: primum vivere, deinde philosophari, a chcete-li, miZeme to druhé prenechat
jinym. At se zajimaji, jak jsem vytvarel tyto myslenkové konstrukce a jak je lze inter-
pretovat v néjaké filosofii. Pfi jejich tvofeni mne uspokojuje pfesvédceni, Ze budou
pfinosem lidskému mysleni.

PRAGM: To je béZna chyba filosoft — hovofit o vécech, které znaji jen nedoko-
nale — a my jsme Casto hned ochotni na tuto diskusni platformu pfistoupit. Nemohl
by nam pan Int ukazat néjaké vzory intuicionistickych uvah, abychom mohli tento
pfedmét lépe posoudit?

INT: OvSem. Jsem pfipraven. A jsem dokonce piesvédéen, Ze né€kolik lekci po-
vede k lepSimu pochopeni intuicionismu neZ dlouha diskuse. Prosim, aby ti, ktefi se
o mij vyklad zajimaji, §li se mnou do mé poslucharny.

Prelozili Alena Kotldrovd a Josef Veselka
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