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VYUKA MATEMATICKE ANALYZY NA MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTE KU

JarosLAv LUKES, Praha

V tomto kratkém ¢lanku bych chtél zajemce seznamit se stylem prace vyuky mate-
matické analyzy pro obor matematika v prvnich dvou letech studia na MFF KU po
zkuSenostech ziskanych dokoncenim téchto dvou dvouleti a navazat tak na &lanek [1].

Ve Skolnim roce 1968—69 byla na MFF KU zapocata vyuka podle novych, pod-
statn€ upravenych studijnich plani, podle nichZ byli posluchagi jiz od 1. roéniku roz-
déleni do tii oborli — matematika, fyzika a ugitelské studium. Potfeby soudasného
bouflivého rozvoje matematiky spolu s jejimi aplikacemi na nejrizn&jsi védni obory
si v uCebnich planech vynutily nejen podstatné rozsifeni probirané latky zejména
z matematické analyzy, nybrz i vytyCeni kvalitativné nového zplsobu zvladnutni
latky. V komisi pro vypracovani sylabu pfednis$ky z matematické analyzy spolu
s jejim predsedou prof. V. JARNIKEM pracovali RNDr. I. CERNY, CSc., RNDr. J. Ko-
PACEK, CSc., RNDr. J. Lukges, CSc., RNDr. B. NovAk, CSc. Komise kladla dtiraz
nejen na ziskani zbéhlosti v technické ¢asti, nybrz hlavn& na osvojeni teoretickych
¢asti aktivnim zpUsobem, sméfujici k samostatnému feSeni leh&ich problému, samo-
statné schopnosti studovat z Casopisecké literatury a k cvifeni schopnosti srozumi-
telné€ a logicky spravné své poznatky v pisemné i ustni formé reprodukovat. Tomuto
cili byl podfizen cely cyklus pfednasek i cvieni, pfifemZ tydenni poéty hodin byly
upraveny takto:

1. semestr 2. semestr 3. semestr 4. semestr

matematicka analyza — prednaska 6 4 4 4
matematick4 analyza — cviceni 4 4 2 4
metrické prostory — prednaska 0 2 \2 0
metrické prostory — cviGeni 0 0 2 0
matematické praktikum 0 0 0 3
celkem 10 10 10 11

Podrobny sylabus prednasky je obsazen ve skriptech [2] a [3]. Uvedme pouze, Ze
kromé ,,klasickych** partii matematické analyzy pfednaSka napf. zahrnovala také
hlubsi studium teorie realnych funkci (existence i konstrukce spojité funkce bez de-
rivace, derivovana &isla, asymptotické chovani funkci aj.), problematiku séitacich
metod, moderngji pojatou teorii funkci vice proménnych (véta o implicitnich funkcich
dokazovana pomoci Banachovy véty, elementarni teorie variet), teorii integralu
(Riemanntiv, Newtontlv, Stieltjestiv, Danielltiv, Lebesgueiiv), abstraktni teorii miry,
teorii absolutn& spojitych funkci, studium Fourierovych fad i ivod do teorie plosného
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integralu. V pfednasce z metrickych prostora se posluchaci dozvédéli také o vystavbe
realnych Cisel (ziplnénim), o aplikacich Baireovy véty o kategoriich, o prostoru spo-
jitych funkei na kompaktu aj.

V piednaskach jsme se snazili studentiim ukazat, Ze matematicka analyza neni
jesté ani dnes né&jakou uzavienou a kompaktni teorii, Ze vznikla formulovanim a feSe-
nim jistych problémi, ucili jsme nase posluchace tyto problémy hledat, formulovat
a fesit, snazili jsme se vysvétlovat a objasiiovat, proc jisté pojmy definujeme prave tak,
upozoriovali jsme na jednotlivé souvislosti a metody vystavby riznych teorii. Chtél
bych to nyni ilustrovat na nékterych prikladech vybranych namatkou.

(a) Hned v uvodu pfednasky se definuje pojem spojitosti funkce v bodé:
,,Funkce f je spojitd v bod& x,, jestlize (zapsano pomoci kvantifikatori)

Ve>0 36> 0 Vx(xe(xo— 8, xo+ 0)=|f(x) — f(x0)] < &)

Otazka, ktera je nasnadé a kterou jsme poloZili, znéla: ,,Co kdyZ v definici spoji-
tosti funkce pfehodime prvni dva kvantifikatory a definujeme ,,spojitost‘ funkce f
v bodé€ x, vyrokem

36>0 Ve>0 Vx(xe(xo— 8,x0 + )= |f(x) — f(x0)| < &).

Ma tato definice smysl? A jak vypadaji funkce, které jsou ,,spojité* v bodé podle
této druhé definice? Posluchacéi méli za tkol si tento problém doma promyslet a na
cviGenich pak o ném diskutovali. (Odpovéd je, doufam, zfejméa. Funkce f je
,»Spojita‘‘ v bodé x,, pedle druhé definice, praveé kdyz je v jistém okoli tohoto bodu
konstantni; definice ma tedy smysl, ale neni pfili§ ,,uiiteéné“.)

(b) V prvnim semestru se posluchaci seznamili s vétou, Ze ,,spojita funkce na uzavie-
ném intervalu nabyva na ném svého maxima‘‘. Na cviéenich se pak probirala
otazka, zda i nespojité funkce musi (anebo mohou) nabyvat maxima, zda uzavie-
nost intervalu je v uvedené vété podstatna; charakterizovala se mnoZina bodi,
v nichZ spojita funkce miZe nabyvat ostrého maxima (miiZe byt tato mnoZina
nekonecna? musi byt uzavfené?) atd.

(c) Déle se v pfednasce probirala véta, podle které ,,mnoZina hromadnych hodnot
posloupnosti redlaych &isel je vZdy uzaviena®. A opét na cviéenich se diskuto-
vala otazka, zda tato charakteristika je uplnd. Jinymi slovy, zda kazd4 uzaviend
mnoZina na realné ose je mnozZinou hromadnych hodnot jisté posloupnosti.

Na cvicenich bylo dost ¢asu viechny otazky vzdy podrobné a diikladn& prozkou-
mat, pfiéemZ duiraz jsme kladli na to, aby studenti si je doma mohli peélivé rozmyslet.
Postupem Casu, kdy si posluchadi zvykali na tento novy styl prace a kdy jiZ ¢asto sami
pfichazeli s rGznymi ,,problémy*, pro jejichZ feSeni Casto museli sdhnout i do ¢aso-
pisecké literatury (jak se ukézala prosp&nost znalosti cizich svétovych jazyki!), jsme
kladli a fesili ¢im dal tim t€Z§i problémy. Uvedme jesté n€které.

(d) Je znamo, Ze redlna konvexni funkce na intervalu I ma v tomto intervalu s vy-
jimkou snad pouze spoetné mnoziny vSude vlastni derivaci. KdyZ jsme pozdgji
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probirali teorii funkci vice proménnych a definovali pojem konvexity, zkoumali
jsme analogickou otdzku — charakterizovat mnoZinu bodt, kde konvexni funkce
nema totalni diferencial. CasteSnou odpovéd na tento problém lze mnalézt
v [2], str. 128 —129. ReSeni tam obsaZené pochazi pfitom od samotnych studentii.

(¢) V matematickém praktiku jsme b&hem 4. semestru zobecfiovali téZ pojem spojitosti

funkce a definovali jsme tzv. symetrickou spojitost (funkce f je symetricky spojita

v bodé& x,, jestlize lim (f(xo + 1) — f(xo — h)) = 0; funkce f je symetricky spo-
h-0

jita v otevieném intervalu, jestliZe je symetricky spojita v kazdém jeho bodg)itzv.
symetrickou derivaci. A v této souvislosti se vynofila cela fada otazek. Od pro-
blémt jednoduchych (jak je to se symetrickou spojitosti sloZené funkce, plati
Rolleova véta pro symetrickou spojitost? je kazda symetricky spojitd funkce
darbouxovska?) jsme dospéli az k problémiim, na néz jsme té€Zko sami hledali
odpovéd (je napf. kazda symetricky spojita funkce méfitelna? je borelovska? Ize
charakterisovat jednoduse mnoZinu bodi spojitosti symetricky spojité funkce?).

JiZ od prvniho ro¢niku byly na cvienich zafazovany jednotlivé referdty podle
uvazeni prednasejiciho a vedoucich cvi€eni, v nichZ $lo pfedev§im o zvladnuti men-
§iho useku doplitujiciho latku, ktery byl zadan v bodech s naznaky dikazii. Ukolem
posluchace pak bylo béhem cviceni (asi tak v 15—30 minutich) svym kolegim onen
kratky celek vyloZit. Ve ¢tvrtém semestru pak bylo zafazeno tfihodinové praktikum,
v némz se v referatech probiraly obsahiejsi a obtiznéjsi celky zadané obdobnym zpii-
sobem (vzdy skupiné posluchacl) a navic se vyZadovalo samostatné feSeni leh¢ich
i téZSich problému. Jako témata na praktika jsme zaradili aplikace metod matema-
tické analyzy na jiné pfibuzné obory (napft. teorii ¢isel ¢i harmonické funkce), zobec-
fiovani pojml zndmych z pfednasek (napt. konvexni funkce vice promaénnych), té-
mata rozSifujici znalosti pfednasek (baireovska klasifikace funkci), témata ukazujici
na rizné zajimavosti matematické analyzy (existence a konstrukce n€kterych funkci
,,patologickych‘ vlastnosti) ¢i témata, kde se definuji nové pojmy a zkoumaji jejich
vlastnosti (napf. symetricka spojitost a derivace). O fadé téchto témat se 1ze docCist
v [2], 3]

Na zadatku &tvrtého semestru bylo téZ jednotlivym posluchadim zadidno téma
rocnikové prdce s podrobnéjsi osnovou a nékterymi problémy. Je samoziejmé, Ze
stupefi obtiZnosti a podrobnost navodu se volily podle irovné jednotlivych studenti.
Ukolem pak bylo podrobné pisemné zpracovani a hlavni diiraz byl poloZen na piesny
i spravny pisemny projev. Ukazalo se, Ze pravé samostatnost zpracovani, hledani
vlastnich originalnich piikladii i metod, jakoZ i novych problémi, byly hnaci silou
v praci posluchaca a ti vétSinou nebrali roénikové prace jako ,,domaci ukoly*, ale
jako vlastni tvofivou praci. A vysledky byly velice pékné. Na jedné strané slabsi po-
sluchaci ziskavali potfebnou sebedivéru, na druhé strané fada praci méla takovou
uroveii, Ze byly pfijaty do tisku v matematickych Casopisech nasSich i zahrani¢nich.
Uvedme nékteré z téchto praci. Posluchaci P. KALASKovI se podafilo znaéné obecnym
zpisobem zkonstruovat funkci spojitou na realné ose, kterd ma v kazdém bod¢ horni
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symetrickou derivaci + 00, dolni —o0. Jeho postup je pfitom jednodussi nez mezitim
publikovana konstrukce polského matematika Filipczaka. Poslucha¢ J. PACHL do-
kazal velmi elementarnim a konstruktivnim zptsobem zobecnéni znamé Radon-
Nikodymovy véty pro jisté aditivni mnoZinové funkce. V této souvislosti se zmifime
také c praci poslucha¢e M. ZAHRADNIKA, ktery zobecnil Ralph de Marrovy vysledky
o pevném bodu lipschitzovskych zobrazeni, a o praci posluchaée (dokonce 1. ro¢niku)
R. SVARCE, ktery se zabyval otazkou, zda soudet spojité a darbouxovské funkce musi
byt darbouxovské funkce (je totiZ zndmo, Ze soucet dvou spojitych funkci je spojita,
a tedy darbouxovska funkce, zatimco soucet dvou darbouxovskych funkci nemusi
JjiZz byt darbouxovska funkce). Z vysledkd posledni doby se jeSt€ zmifime o praci po-
sluchade T. MASKA, ktery studoval vétu o vazanych extrémech v linearnich topologic-
kych prostorech, dale o praci posluchace P. HOLICKEHO, ktery vylepsil Cederovy vy-
sledky o diferencovatelnych cestach, o praci posluchace P. HEiDY, ktery studoval
darbouxovské funkce ve vicerozmérnych prostorech, o praci posluchace J. JANDY
o existenci FeSeni diferencialnich rovnic a o praci posluchace J. MACESKY, ktery stu-
doval systémy riemannovskych funkci v obecnych Rieszovych prostorech.

Pro lepsi studenty byly kromé toho organizovany vybérové seminare a prednasky,
zabyvajici se rliznou problematikou a poskytujici posluchac¢im dalsi pfilezitost hlub-
Siho studia matematické analyzy. O nich se Ize docist jiZ ve zminéném ¢lanku [1].

Rekli jsme na zagatku, Ze matematick4 analyza neni uzavienym celkem. Lii se vSak
od ostatnich obort a disciplin zejména tim, Ze nefeSené problémy jsou mnohem t&Zsi
a slozit&jsi a jejich feseni vyZaduje novy, originalni pristup. ZkuSenosti z poslednich
let na nasi fakulté ukazuji, Ze zejména mladi zajemci, ktefi se nezaleknou systematické
prace, mohou vyznamnou mérou pfispét k dal§imu rozvoji matematické analyzy fese-
nim dulezitych otazek, které odolavaly usili i vyznamnych sv€tovych matematiki.

Zaverem lze Fici, Ze nasi snahou bylo, aby poslucha¢i MFF KU se uméli brzo pfti-
zpusobit rychlému rozvoji matematickych disciplin, aby si zvykli seriézné a poctivé
pracovat, aby se neudili latce zcela bezmyslenkovité, ale naopak s hlub$im porozume-
nim, aby se sami naucili hledat a formulovat (a pozdé&ji téZ fesit) rizné problémy, aby
dovedli pracovat s literaturou, aby uméli nastudované znalosti reprodukovat a pte-
davat dals$im (af jiz v ustni &i pisemné formé€), zkratka, aby se naucili délat matematiku.
A to byl naro¢ny a namahavy ukol jak pro studenty, tak i pro kolektiv pracovnikl
(P. Aksamir, S. Fucik, J. LUkss, J. MiLota, I. NETUKA, B. NOVAK, D. PREISS,
V. S¥astNOVA, J. VESELY), ktery vyuku matematické analyzy vedl. Nelze ¥ici, jaky
bude vysledek tohoto usili, to ukaze teprve ¢as a posoudi jini. V kazdém ptipad€ to
vSak byly roky tvrdé a poctivé prace vsech.
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