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3. Véas si klast otazky. Odpovédi viak nehledat pomoci sloZitych vypoéti, nybrz spise

hledat zjednodusujici model, ktery vystihne podstatu véci.

Pfeji mladym adeptim fyziky, aby tohoto nadvodu poufili, pokud se spokoji s tim,
e jeden milién americkych dolari je ¢ekd takika aZ na konci védecké kariéry.

P¥i psani tohoto &lanku jsem mél informace z [5] a [6] a materidlu zapujéenych
M. Glogarovou.
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Kvantova teorie a operace spojeni
v teorii svazu

James H. Grath

JAMEs H. MCGRATH u¢i filozofii na Centrdlni Michigenské univerzité. Vedle zdkladd fyziky
a formdlni logiky zahrnuji jeho védecké z3jmy etiku a vojensky profesionalismus.

Kvantova teorie pred nds stavi jeden dramaticky problém. Jejim piedpovédim nelze
nic vytknout, ale jakykoli pokus vysvétlit kvantové jevy se pfi¢i zdravému rozumu.
Pokud je kvantova teorie spravna, néco, co povaZujeme za nesmysl, musi byt pravda,;
a teorie ndm napovida, co ze zdravého rozumu hodit pfes palubu. Timto problémem
se zabyvali néktefi z nejvétsich mysliteld naseho stoleti.

V roce 1933 byl John von Neumann, tehdy tficetilety, nejmlad$im ¢lenem nové
zalogeného Ustavu pro pokroéild studia. Rok pred tim poskytla kniha Mathemati-
sche Grundlagen der Quantenmechanik uzitim vlastnosti Hilbertova prostoru rigordz-
ni axiomatizaci intuitivnich metod pouzivanych do té doby v nové kvantové teorii.

JAMEsS H. MCGRATH: Quantum Theory and the Lattice Join. The Mathematical Intelli-
gencer Vol. 13., No. 3, 1991. Ptelozil PAVEL JIRACEK.
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V roce 1933 ukonéil také studium na Harvardu Garrett Birkhoff, syn George Davida
Birkhoffa, a zalal pracovat v oblasti abstraktni algebry a teorie svazi. Spoluprace
téchto dvou vedla pak v roce 1936 k napsani ¢éldnku Logika kvantové mechaniky, ktery
inicioval ¥adu vyzkumnych programi v oblasti nyni nazyvané kvantova logika.

Znamy svaz vlastnosti, ktery je dédictvim po Georgeovi Booleovi a ktery ndm ka3-
dodenné dobfe slou#i, je nutno podle Birkhoffa a von Neumanna diky kvantové teorii
nahradit novym kvantovym svazem vlastnosti, odraZejicim strukturu Hilbertova pro-
storu. V tomto ¢lanku se pokusim podat neformaélni vysvétleni tohoto navrhu; v zavéru
pak uvadim pfislusnou literaturu, mij ¢lanek (9) podrobné zpracovava tuto proble-
matiku.

Moi#na, %e je na misté malé varovani. Hodnota tohoto pfispévku pro matematika
muZe spotivat v tom, %e oceni diimyslnou strategii, s jakou Birkhoff a von Neumann
vyutivaji fyzikdlnich nebo filozofickych nuanci b&#nych matematickych pojmui. Mate-
matika sama je pomérné p¥imo¢&ara, avdak tyto nuance jsou obtiZnéji uchopitelné.

Rozluiténi jedné hddanky

Zde je mala hidanka pro &tenadie. Vezméte troje obyéejné polaroidni sluneéni bryle.
Dejte nejprve dvoje bryle za sebe. Divejte se témito brylemi u otevieného okna a ota-
¢ejte jednémi z nich. Svétlo se ¢asteéné tlumi, a kdyZ jsou skla orientovana navzajem
kolmo, viibec nepropoust&ji svétlo. Dale umistéte tfeti bryle pfed nebo za pivodni
zkiiZenou dvojici. Otatejte jimi. Nic se nezméni, stile Z4dné svétlo neprochdzi. Vlozte
ted tfeti bryle diagonalné mezi prvni dvoje. Nyni uréitd &dst svétla prochazi. Tato
zdhada je vyobrazena na obr. 1. Sprymat varuje farmare, kte¥i maji dvojité oplocené
pozemky, aby nep¥iddvali tieti plot. Riskovali by tak vpad rizné havéti!

/L

Obr.1. Hidanka s polaroidem. Dva polaroi-
dy nepropoustéji 2ddné svétlo. Pridame-li tteti,
svétlo zatne prochizet. Pro¢? Vysvétleni pti-
nesly pionyrské price Birkhoffa v teorii svazi
a von Neumanna v teorii Hilbertovych prosto-
ri.

Od potatku 19. stoleti, s pracemi Younga a Fresnela, zalali fyzikové povaZovat
polarizaci za vlastnost svételnych vin. Pfikladem mechanické pfi¢né viny je vibrujici
provaz. Pfedstavme si provaz vlnici se podél osy z, mize tedy kmitat v libovolném
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sméru v roviné zy. O svételné vIn& sifici se ve sméru osy z a kmitajici podél osy
y (podél osy z) fikdme, Ze je vertikalné (horizontdln&) polarizovana. Klasicka fyzika
rozvinula model polarizovaného svétla, ktery vychazel z popisu kmitajictho provazu.

Polaroidni latky byly objeveny v roce 1929 Edwinem Landem. Z pohledu klasické
fyziky se o polariodech ptedpokladalo, e maji vyznaény smér — osu propustnosti.
Hledélo se na né jako na filtry, které propoustéji veskeré svétlo polarizované rovnobézné
s osou propustnosti a absorbuji svétlo polarizované kolmo. Vzhledem ke svételné viné
reprezentované kmitajicim provazem se takovyto polaroid chova jako plot z laték.

Podle tohoto klasického modelu dvoje zkFiZené polaroidni bryle blokuji veskeré svét-
lo, protoze jejich osy propustnosti jsou k sob& kolmé. Pokud je prvni osa vertikalni,
propousti vertikdlni, ale nikoli horizontdlni svétlo. Osa druhych bryli pak musi byt
horizontalni. Na tyto druhé bryle nedopad4 #adné horizontélni svétlo, a proto takto
uspofddany pér nic nepropusti.

Pro¢ viak tfi polaroidy svétlo propoustéji? Aby zodpovédéla tuto otazku, dovolava-
la se klasicka fyzika Maxwellovy elektromagnetické teorie, kde je pfiénd svételnd vina
reprezentovana vektorem elektrické intenzity E. Mno#ina vektori E tvo¥i linedrni vek-
torovy prostor s ortonormdlni bdzi. Vysvétleni vyuZivd vektori této béze: libovolny
vektor E miize byt rozlozen do dvou vzéjemné& kolmych slozek. Vertikdlng polarizo-
vané svétlo propusténé prvnim polaroidem miZe byt rozloZeno do 45° sloZky, kterou
nazveme diagondln{ svétlo, a 135° slozky, kterou nazveme p#i¢né svétlo. Takto rozlo-
feny paprsek dopada pak na druhy, diagonalni polaroid. Zde diagonalni svétlo projde
a pfitné svétlo je absorbovano. Diagonalni svétlo propusténé druhym polaroidem mife
byt rozloZeno do horizontalni a vertikalni slozky. Ve tfetim, tj. horizontilnim polaroi-
du, je vertikdlni slofka absorbovéna, ale horizontdlni projde. VInova teorie 19. stoleti
tedy vysvétluje nasi hadanku. T¥i polaroidy délaji to, co dva nedovedou: propoustéji
svétlo.

Z4dné jednoduché kvantové vysvétleni tohoto paradoxu, na kterém by se fyzikové
shodli, viak neexistuje. Autorem jednoho z nich je matematik a fyzik z Cambridge,
lauredt Nobelovy ceny z roku 1933, P. A. M. Dirac. V prvni kapitole své knihy Principy
kvantové mechaniky povaZuje Dirac polarizaci za vlastnost fotond. Zmitiuje se o ,ex-
perimentu, v ném# se dopadajici svazek sklddd pouze z jednoho fotonu“ a povaZuje
jej za ,velmi obecny pfipad neplatnosti klasické mechaniky vin“. Zejména: ,Fotony
pozorujeme pouze jako &astice.“ Bez vln se nase klasické vysvétleni zhrouti a zbyva
otdzka, ,jak lze tyto vysledky vysv&tlit pomoci fotonti?“ Pokud neexistuji Zddné viny,
éemu pfislusi vlastnost polarizace? Podle Diracova kvantového modelu ,,musime po-
larizaci pfipsat samotnému fotonu“. Pokud je viak polarizace vlastnosti fotoni, musi
to byt zvlastni druh vlastnosti, ktery bude vykazovat jisté ,anomalni chovani“.

Modely a stavové prostory
V roce 1936, kdy vy3el Birkhoffiv a von Neumanniv ¢lanek, napsal Erwin
Schrodinger, kterému byla udélena Nobelova cena v roce 1933 spoleéné s Diracem,

stat Soudasnd situace v kvantové mechanice. Schrodinger ptipravil pidu pro Birkhoffa
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a von Neumanna tim, #e poukazal na rozdil mezi vysvétlenim né&jakého jevu a pfed-
povédi novych jevu. Jak v klasické, tak v kvantové fyzice existuji dva zpusoby, jak
reprezentovat ,,pfirodni objekt“. Pokud je i¢elem néco objasnit (jak tomu bylo v pted-
chazejicim odstavci),

.. .definujeme né&jakou reprezentaci p¥irodnich objekti zaloZenou na experimental-
nich datech. Abychom ukézali, e tim nemyslime, Ze pfesné takto funguji véci v re-
alném sv&t&, nazyvame tuto myslenkovou vypomoc obraz neboli model.

Pokud je tiZ¢elem piedpovidat jevy, pouZivaji fyzikové stavovy prostor. Nejprve ide-
alizuji ,pfirodni objekt“ jako fyzikalni systém, ktery miZe byt plné charakterizovin
svym okamZitym stavem. Potom pfidruZi tento stav k né&jakému bodu ve stavovém
prostoru teorie. Birkhoff a von Neumann vysvétluji, jak takovyto proces funguje:

...bod stavového prostoru sdruieny s fyzikdlnim systémem v &ase tp spolu s pie-
depsanym matematickym ,zdkonem pohybu“ uréuji jiny bod stavového prostoru
v libovolném pozdé&jsim &ase ¢t. Tento pfedpoklad evidentné vyjadfuje princip ma-
tematické ptidinnosti.

Jednoduchym klasickym fyzikdlnim systémem je délova koule. Jeji okamZity stav je
uréen Sestici redlnych &isel, ktera obvyklym zpisobem reprezentuji hybnost a polohu.
" Tento stav je sdrufen s bodem v $estirozmérném euklidovském prostoru a matematic-
kym zédkonem pohybu miZe byt 2. Newtontv zdkon. Foton je kvantovy systém. Jeho
okamiZity stav je zcela uréen energii, smérem pohybu a polarizaci. Tento kvantovy
stav je sdruZen s bodem v Hilbertové prostoru, cof je stavovy prostor kvantové teorie.
Pohybovym zakonem miize byt Schrédingerova rovnice.

Schrodinger déle formuloval problém tykajici se kazdého kvantového systému. Fy-
zik zkonstruuje néjaky model tak, %e postuluje mnoZinu vlastnosti, o kterych pfed-
poklida, %e jsou vlastni pfirodnimu objektu. PotiZe vznikaji, kdyZ je tato mno#ina
postulovanych vlastnosti srovndna s mno#inou méfenych vlastnosti, které poskytuje
kvantova laboratof. (Pro laboratorni piedpovédi existuje pfedpis nazyvany Bornovo
pravidlo, pomoci kterého lze ziskat pfi daném méfeni ze stavového prostoru pouze
pravdépodobnost nékteré z vlastnosti systému. MnoZina méfenych vlastnosti je mensi
neZ mnozina postulovanych vlastnosti daného modelu. Schrodingerem p¥edloZeny pro-
blém je podminkou konzistence. Ty vlastnosti, které jsou postulovany navic a které
davaji kvantovému modelu jeho schopnost vysvétlovat, nesmi byt v rozporu s ,,Zadnym
kvantové teoretickym tvrzenim®.

Nyni uZ je pfipravena pida pro Birkhoffa a von Neumanna, aby navrhli model,
vysvétlujici tyto kvantové hlavolamy. Jejich model se vyhyba neobvyklému ,anomal-
nimu chovani“, které pifedpoklddal Dirac. Dotyka se vSak Schrodingerova problému
konzistence a pfili§ potladuje nas§ zdravy rozum. Jeho ospravedlnéni je vysledkem vy-
zkumii, které provedli Birkhoff v oblasti teorie svazi a von Neumann v oblasti teorie
Hilbertovych porstoru.
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Birkhoffovy svazy

Brzy pak v kratké historii teorie svazii zdiraziioval Birkhoff nutnost dvojiho roz-
liSovani svazli. Akoli je v matematické praxi obvyklé nezabyvat se takovymto rozli-
Sovanim, zde poskytuje rozhodujici perspektivu, mame-li ocenit Birkhofftiv-von Neu-
manniv program.

V ¢&lénku Co je to svaz? napsaném v roce 1943 pro The American Mathematical
Monthly se Birkhoff pokusil ,,vytvofit obecnou teorii svazi obsahujici mnoho special-
nich pfipadi“. Ptiklady takovychto specidlnich pfipadi zahrnuji ,,redlna &isla, neza-
porna celd &isla a podmnoiny libovolné t¥idy“. Obecna teorie svazii ma podle autora
vyhody ,jednoty a hospodarnosti“ pouze proto, Ze je odlisna od jakéhokoli specidlniho
ptipadu; je charakterizovana pouze ,uréitymi spoleénymi formalnimi vlastnostmi“.

Abychom stanovili prvni rozliSeni, miieme Fici, Ze obecna teorie svazi se zabyva
tftidami izomorfnich svazii (nebo soubory takovychto t¥id), z nich kaidd obsahuje
rizné specialni pfipady (t¥idy jednoho souboru se liéi pouze svym stupném). Pracovat
v obecné teorii svazii znamena pro matematika zaméfit se na néjakou t¥idu, kterd mize
byt plné definovdna svou strukturou nebo svymi ,formdlnimi vlastnostmi“. Avsak
pfi studiu né&jakého specidlniho pfipadu jde matematikovi o (i) strukturu jeho t¥idy
izomorfie, (ii) jeho konkrétni mnofinu prvki a (iii) operatory definované na té&chto
prvcich.

V prehledném &lanku Svazy v ufité matematice, pfedloZeném Americké matematické
spole¢nosti v roce 1961, zdiraznil Birkhoff druhé rozliSeni. To ¢ini rozdil mezi special-
nimi pfipady: nékteré pat¥i do ,¢éisté matematiky“, zatimco jiné lze nalézt v ,u#ité
matematice* (a matematické fyzice). Piiklady posledné zmiiiovaného jsou ,Reynold-
sovy operatory a ergodicka teorie, které maji specidlni fyzikalni vyuZiti v turbulenci
tekutin a stochastickych procesech“. Specidlni p¥iklady z ¢isté matematiky zahrnuji
ty, které byly citoviny v roce 1943. Druhé rozliSovani je oviem relativni z hlediska
dhlu pohledu. Matematik mize studovat specialni pfipad jako ¢&isty pfipad bez ohledu
na jeho aplikace, zatimco tenty specidlni pfipad by mohl pouZit nebo aplikovat fyzik.
MiiZe se oviem stat, ¢ matematik pohli#i na specidlni p¥ipad jako na definovany na
Jjedné mnof#iné, zatimco fyzik jej vidi definovany na jiné mno#iné.

Pfipomeiime, %e svaz je &asteéné uspofddand mnoZina, na které jsou pro kazdé dva
jeji prvky definovany operace spojeni a priseku. Nechf S oznaéuje mnoZinu s prvky
A, B, ... aznak £ jeji &dstetné uspofddani (reflexivni, antisymetricka, tranzitivni
relace na S). Kaidy koneény svaz obsahuje dva specidlni prvky 0 a I. Pro kaidé A
plati0 S AS T

Spojeni neboli nejmensi horni mez prvki A a B (C = AV B) je horni mez A (A £
£ C) a horni mez B (B £ C) a splituje podminku minimality, tj. C < D, kde D je
libovolna jina horni mez A a B. Prisek neboli nejvétsi dolni mez (A) je operace dudlni
ke spojeni.

Svaz se nazyva komplementdrni, pokud kaidy prvek A m4d alespori jeden doplnék
A~, kde A~ se nazyvd dopinék tehdy, kdyz AN A~ =0a AV A~ = I. Svaz se
nazyva ortokomplementdrnim, pokud existuje zobrazeni A — A~ takové, fe (A™)™ =
= A a A £ B jeekvivalentni B~ 2 A~. Budeme uvaZovat obecny ortokomplementarni

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 37 (1992), &. 6 315



8vaz

L=(55,V,A7).

Déle budeme uvaZovat nékolik specifickych ptikladi, které by Birkhoff nazval ,,apli-
kované specizilni piipady“ svazu L. Pouze nékteré z nich budou spliiovat distributivni
zakon pro vSechny své prvky. Takovéto distributivni ortokomplementa.rm svazy se na-
zyvaji Booleovy svazy nebo Booleovy algebry.

Birkhoff a von Neumann piedloZili dva navrhy. Jejich klasicky navrh uZiva tfi Boo-
leovy aplikované speciélni ptipady svazu L. Jejich kvantovy ndvrh vychazi z argumnetu
rozpracovaného von Neumannem a uZiva t¥i nebooleovské aplikované specidlni piipady
svazu L.

Birkhoffav — von Neumanniv klasicky ndvrh

Birkhoff poznamenava, #e nejstarsi ¢asti teorie svazi je Booleova algebra. Ve svych
Zdkonech mysleni z roku 1854 komentuje George Boole svuj prvni zdkon: zy = yz.
» Lyto symboly jsou komutativni jako symboly Algebry“. A ,pokud z znamenad ,bilé
véci‘ a y jovce, nech! potom zy znamena ,bild ovee'“. Tyto poznamky evokuji dnesni
pojem Booleovy algebry (neboli distributivniho ortokomplementarniho svazu) vlast-
nosti nebo atributu objektu.

Navic k témto vlastnostem, jako je ,byt bily* a byt ovce' vidy existuje tieti vlast-
nost, kterou bychom mohli nazvat byt bily NEBO byt ovce' (,NEBO* spojuje vlast-
nosti tak jako ,nebo‘ spojuje vyroky). Z pohledu Birkhoffa soubor takovychto béznych
vlastnosti je pfikladem svazu. Abychom definovali svaz, musime proto specifikovat: (i)
Jeho mnotinu. S? je mnoZina nasich bé¥nych klasickych vlastnosti. Prvky S* budou
oznateny X, Y, Z, ... (ii) Jeho operatory. Napiiklad NEBO je operdtor definovany na
prvcich SP. (iii) Jeho &isté formalni svazové vlastnosti. NEBO ma formalni vlastnosti
distributivni operace spojeni v ortokomplementarnim svazu. Dudlni operaci k NEBO
je A. Obecny operdtor dopliiku k dané vlastnosti je NE. Nas$ prvni pfiklad Booleova
svazu je svaz klasickych vlastnosti:

CPL=(S",< A,NEBO,NE).

Vychodiskem klasického navrhu je kritické hledisko spoéivajici v tom, 2¢ CPL po-
stihuje strukturu svéta, ktery pozorujeme. Kdyby byl svét stvofen jinak, Boole by ndm
mo#nd odkazal jinou strukturu a tu bychom dnes nazyvali Booleova algebra. Tento
thel pohledu je moZny proto, %e respektujeme Birkhoffovo rozlisovani: CPL je ap-
likovany specialni pf¥ipad a ne pouze distributivni ortokomplementarni svaz (pojem
obecné teorie svazii) nebo prosté mnozina podmnozin (&isty specialni pfipad).

Birkhoff a von Neumann déle tvrdi, Ze ponévadZ nidhodou Zijeme ve svété repre-
zentovaném booleovskym svazem CPL, uZivime slova ,a“, ,nebo“ a ,ne“ typicky
booleovskym zpiisobem. Jako spojky pravdivostnich funkci ve vyrokovém poétu mo-
hou byt tato slova povaZovdna za svazové operatory definované na oblasti vyroku &i
tvrzeni o kaidodennich klasickych vlastnostech. Necht S° s prvky x, y, 2, ... oznaduje

316 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, rotnik 87 (1992), &. 6



mnotZinu téchto béznych tvrzeni. V takovémto svazu ,,nebo“ je operatorem na vyrocich
a ma formalni vlastnosti operace spojeni v distributivnim ortokomplementarnim sva-
zu. nas znamy vyrokovy poéet je proto druhy booleovsky aplikovany specna.lm ptipad,
svaz klasické logiky:
CLL = (S’S, <, a, nebo, ne).

Kritické hledisko zde spotiva v tom, ¢ CLL funguje — zachovavé pravdivostni hod-
notu — pouze proto, fe ho uZivame ve svété vlastnosti reprezentované svazem CPL.

Obratime-li nyni pozornost na klasickou fyziku, ptislusny stavovy prostor, ktery
poskytuje piesné ptedpovédi v ramci klasické fyziky, je n-rozmérny euklidovsky pro-
stor. MnoZina prvki klasického stavového prostoru nechf je oznatena SE. Jeji prvky
jsou X, Y, Z, ... a &astetné uspofddani je inkluze mno#in. Operatory jsou prinik,
sjednoceni a dopln&k mno#in.

Maéme tedy svaz klasického stavového prostoru

CSL = (SE,5,n,U,').

Birkhoff a von Neumann zdiraziuji,
%e matematik &asto studuje pouze &is-
t& formalni euklidovsky prostor, ale to
neznamena, %e studuje stavovy prostor.
Euklidovsky prostor se stal stavovym
prostorem proto, e mohl byt ,spojen
s realitou“. Abstraktni prostor byl ,spo-
jen s realitou“, jak Birkhoff a von Neu-
mann zduraziiuji, pouze proto, e mo-
hl byt ddn do ,vzdjemné jednoznainé
korespondence“ s ,prostorem pozorova-
ni“. Prostor pozorovini se definuje ja-
ko mno#ina viech mo#nych naméfenych
a ptedpovédénych vysledki nebo vlast-
nosti pro dany fyzikdlni systém. Pro
nas jednoéasticovy systém je to mnoZina
viech moZnych Sestic uréujicich polohy
a hybnosti. Diivod, pro¢ tato korespon-
dence je moind, je ten, %e ,zachovidva
inkluzi mezi podmnozinami stavového prostoru a podmnoZinami prostoru pozorova-
ni“. Idea je takovd, %e stavovy prostor je vhodny pouze proto, Ze m4 stejnou svazovou
strukturu jako klasicky prostor pozorovani. Aviak svaz prostoru pozorovani je pra-
vé& ten privilegovany podsvaz svazu CPL, na ktery klasicka fyzika spoléha. Kritické
hledisko spotiva tentokrdt v tom, Ze stavovy prostor je vhodny pouze proto, Ze nds
svét je ndhodou reprezentovan svazem CPL. Mohli bychom fici, e bé¥nad booleovskd
vyrokova logika, jakoZ i booleovsky klasicky stavovy prostor se ukdzaly byt uZite¢-
né z toho diivodu, %e nd3 svét je booleovsky. Obr.2 zndzoriiuje klasickou polovinu
Birkhoffova-von Neumannova navrhu.
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BIRKHOFFUV-VON NEUMANNUV KLASICKY NAVRH

CSL
Svaz stavového prostoru
x
S CIPLt ti &7 xux
vaz vlastn
o=t XxXnx'
X
X NEBO NE X % CLL
X ANEX Svaz vyroki
X
x NEBO NE x
x A NE x

Obr. 2. Booleovsky svaz vlastnosti reprezentuje svét, ktery pozorujeme. Nase vyrokova logika
a stavovy prostor klasické fyziky ,,funguji“ v nafem svété pouze proto, fe maji tutés strukturu
booleovského svazu jako svaz vlastnosti. X oznaéuje néjakou vlastnost jako ,byt bilj nebo
sihel polarizace viny*, x oznatuje vyrok jako napt. ,Toto je bilé nebo ,Vina m4 iihel polarizace
© a X oznaluje né&jaky prvek prostoru stavii. Druhy fidek reprezentuje trividlni vlastnost,
kterou maji viechny objekty, tautologii a cely prostor. Na poslednim #idku je svazovy doplnek
druhého fidku: absurdni vlastnost, spor a imaginirni prvek.

Von Neumanniiv argument

Po uvedeni své prvni prace o Hilbertové prostoru v roce 1927 zaméfil von Neu-
mann pozornost na takové specifické problémy, jako jsou zaklady kvantové statistiky
a kvantové termodynamiky, problém méfeni v kvantové teorii a moZnost uZiti tzv.
skrytych parametri s cilem obnoveni ,kauzality® v teorii. Tato prace vedla k jeho
knize Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik v roce 1932, kde byla teorie
axiomatizovana. Axiémy obsahovaly piedpoklady, Ze prvky stavového prostoru, které
reprezentuji stavy kvantového fyzikdlniho systému, jsou body Hilbertova prostoru a Ze
méfitelné veli¢iny systému jsou reprezentovany hermitovskymi (obecné neohrani¢eny-
mi) operatory, husté definovanymi v tomto prostoru. (Pro nase ¢ely ndm staéi, kdyz
Hilbertiv prostor bude pouze koneénérozmérny, s dimenzi vétsi nebo rovnou 3. I tento
Hilbertuv prostor je fyzikilné dostateéné bohaty, aby reprezentoval ty kvantové stavy,
které zpusobuji problém interpretace teorie.)

V Sestistrankové kapitole Projekce jako vijroky je uveden genidlni argument vedouci
ke smélému zavéru, ktery bude o &tyFi roky pozdéji tvofit zaklad von Neumannovy
spolupréce s Birkhoffem. Argument je rozvinut ve tfech krocich. Von Neumann zaéina
tim, e nés upozoriiuje na dva ,pojmy, které jsou dilezitymi objekty fyziky“. Prvni
jsou ,vlastnosti stavi fyzikilniho systému“. Pfikladem takové vlastnosti je, jak jsme
vidéli, ,,Ze jisté veli¢iné je pfifazena uréita hodnota“, napi. ,,%e polarizacim je pfifazen
iihel ©¢. Vidéli jsme, Ze v klasické fyzice tyto vlastnosti vytvareji klasicky prostor
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pozorovani, podsvaz svazu CPL, jeho# vlastnosti jsme oznaéili X, Y, Z, ... Von Neu-
mann se nyni zaméfuje na odpovidajici mnoZinu vlastnosti, které povaiuje za dilefité
v kvantové fyzice. Budeme oznagovat tyto kvantové vlastnosti jako M, N, O, ... .

Drubym dilefitym pojmem je dvouhodnotové méfeni: ,Ka¥dé vlastnosti miZeme
pfifadit méfeni, které rozliduje mezi pfitomnosti a absenci dané vlastnosti.“ Tato mé-
feni ,,ddvaji pouze hodnoty 0 a 1¢. Daji 1, kdy# systém ma jistou vlastnost a jinak daji
0. Tyto dva pojmy jsou pfibuzné: vlastnosti jsou ,,charakterizovany stejnym chovanim*
jako jejich méfeni. Také mohou ,nabyvat pouze hodnot 0 a 1“.

Prvni krok argumentu identifikuje mnoZinu dvouhodnotovych kvantovych vlastnosti
a odpovidajici mnoZinu dvouhodnotovych kvantovych méfeni. Druhy krok nyni sta-
novi, Ze obé tyto mnoZiny existuje n&kolik vyznamnych vzédjemné jednoznaénych ko-
respondenci. Prvni z téchto korespondenci je uzdkonéna jednim z von Neumannovych
axiémi zminénych vyse: Fyzikalni veli¢iny systému odpovidaji mnoZiné hermitovskych
operatori definovanych v Hilbertové prostoru. Protofe obé mnoZiny z prvniho kroku
jsou dvouhodnotové, odpovidaji obé podmnoziné hermitovskych operdtoru, které jsou
idempotentni (E = E?). Kazdy takovy idempotentni operator je ortogonalni projektor
v Hilbertové prostoru, ka#da projekce odpovidd podprostoru sestdvajicimu z jeho obo-
ru hodnot. Druhy krok klade obé tyto mnoziny vlastnosti a méfeni z prvniho kroku do
jednozna&nych korespondenci s mnoZinami idempotentnich hermitovskych operétori,
projekci a uzavienych podprostori Hilbertova prostoru.

V tfetim a rozhodujicim kroku von Neumann navrhuje, Ze z (jistych) vlastnosti M,
N miZeme vytvofit dalsi vlastnosti M a N a ;M nebo N, které jsou , charakteristické
pro kvantovou mechaniku“. Upfesnéme nasi notaci. Klasicky jsme z X, Y vytvofili
vlastnost X NEBO Y. Nyni ze dvou soutasné méfitelnych kvantovych vlastnosti M,
N vytvotime kvantovou vlastnost M  NEBO N. Von Neumann explicitné ¥ika, jak to
udélat. Rozéifime korespondence ustanovené v druhém kroku: vlastnosti M (NEBO N
odpovida , (idempotentni hermitovsky) operator E+ F — EF“, cot je rovnéi projektor
na Hilbertové prostoru. Navic, pokraéuje von Neumann, dalsi kvantové vlastnosti, kte-
ré zde budeme oznaéovat M A N a ¢ NE M jsou tvofeny podobnymi korespondencemi.
vysledek tohoto procesu je, uzavira von Neumann, Ze

...vztah mezi vlastnostmi fyzikilniho systému na jedné strané a projekcemi na
druhé strané umoziiuje zavést jisty ... kalkulus ..., ktery je charakteristicky pro
kvantovou mechaniku.

O &tyfi roky pozdéji, s pouZitim podprostort misto projekei, zaéne Birkhoffova a von
Neumannova spoluprice podobnym a stejné odvainym tvrzenim:

N4 hlavni zévér, zaloZeny na pfijatelnych heuristickych argumentech, je ten, Ze je
rozumné oéekavat moZnost nalezeni kalkulu ..., ktery je formaln& nerozliitelny
od kalkulu linedrnich podprostorii vzhledem k operacim mnoZinového ndsobend,
linedrni sumy a ortogondiniho doplitku — a podoba se bé#nému kalkulu s opera-
cemi a, nebo a ne.
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Birkhoffiiv-von Neumanniv kvantovy ndvrh

Von Neumann pochopil, Ze posun od klasického Euklidova stavového prostoru ke
kvantovému Hilbertovu stavovému prostoru ma dva dramatické disledky. Za prvé,
podprostory Hilbertova prostoru odpovidaji kvantovym vlastnostem a méfenim. A da-
le, tyto podprostory maji sviyj vlastni ,kalkulus“. Birkhoffiiv pfispévek byl ten, Ze
identifikoval tento , kvantovy kalkulus“ jako nebooleovsky svaz. Tato spoluprice nyni
ukazuje, Ze abstraktni Hilbertiv prostor je ,spojen s realitou“ a ddvd presné pied-
povédi pouze proto, Ze nebooleovsky svaz jeho podprostori odpovida nebooleovskym
svaziim kvantovych vlastnosti a vyroku.

OdvéZnost tohoto navrhu vyjde najevo, kdy# si pfipomeneme, ¥e euklidovsky pro-
stor je ,,spojen s realitou® z toho divodu, Ze booleovsky svaz jeho podmno#in odpovida
booleovskému svazu podmnozin klasického prostoru pozorovani. Hlavni idea kvantové
poloviny tohoto navrhu spoédivd v tom, Ze posun od klasickych podmno#in ke kvanto-
vym podprostorim nutné vyZaduje, aby booleovsky stavovy prostor, svaz vlastnosti
a svaz vyroki klasické poloviny ndvrhu byly nahrazeny svymi nebooleovskymi protéj-
gky. Stru¢né feteno, Booleliv svaz vlastnosti a bé#nd vyrokova logika jsou piekdZkou
v nasi nadéji na rozlusténi kvantovych hidanek.

Ovsem aby toto vdechno dovedli Birkhoff a von Neumann do konce, museli zcela
postavit na hlavu vztahy mezi klasickymi svazy. Z klasického hlediska je zakladem svaz
vlastnosti. A ponévad se nachazime ve svété booleovskych vlastnosti, pouzivime boo-
leovsky stavovy prostor a vyrokovou logiku. Avsak vysledkem problému interpretace
kvantové teorie je, e nevime, jakym druhem vlastnosti se vyznatuje kvantovy svét.
Birkhoffova a von Neumannova odpovéd je zalit s nebooleovskym svazem stavové-
ho prostoru a potom pouzit jejich ,,pfijatelnych heuristickych argumenti“ a vyvodit
z nich, %e svazy kvantovych vlastnosti a vyroki by mohly byt také nebooleovské.
Obr. 3 ukazuje strategii Birkhoffova-von Neumannova kvantového navrhu s pouZitim
notace, ktera ma zdiiraznit, %e tyto nové svazy jsou kvantové nebooleovské proté&jsky
tfi klasickych booleovskych svazi. :

Fundamentilnim svazem je nyni svaz kvantového stavového prostoru. (Uzaviené
linedrn{) podprostory Hilbertova prostoru tvo¥i nebooleovsky svaz. Necht S4 oznaduje
mnoZinu podprostori s prvky M, N, O, ... Svazovy prisek je prunik podprostori
a spojeni M V N je uzavér linearniho obalu. Svazovy doplnék je ortogonalni doplnék
podprostoru. Dostavame tak svaz kvantového stavového prostoru:

QSL = (SH¥,5,n,v, 1).

Podle Birkhoffa a von Neumanna pfesné pfedpovédi sdruzené s QSL naznaduji,
%e svaz kvantovych vlastnosti ma stejnou svazovou strukturu jako QSL. Necht SP
oznauje mnoZinu kvantovych vlastnosti s prvky M, N, O, ... Operator spojeni de-
finovany na téchto vlastnostech je , NEBO. Pfidanim priseku a dopliiku dostavame
svaz kvantovych vlastnosti:

QPL = (S?,<,,A,(NEBO, NE).
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BIRKHOFFUV-VON NEUMANNUV KVANTOVY NAVRH

QPL
Svaz viastnosti
M
QsL M (NEBO ,NE M
Svaz stavového prostoru
M M,ANEM
MvVM: % QLL
MAM: vaz vyroku
m

m gnebo ;ne m
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Obr. 3. Fundamentiln{ svaz je nebooleovsky svaz podprostoré Hilbertova prostoru, kvantovy
prostor stavil. ,Pfijatelné heuristické argumenty“ navrhujf, Ze vlastnosti jako ,ihel polariza-
ce fotonu ©° a vyroky vztahujicf se k témto vlastnostem majf strukturu, ,kterd je formdlné
nerozlisitelnd od“ tohoto svazu podprostorii. Kvantové vlastnosti a vyroky se sklddaji neboo-
leovskym zpiisobem, ,ktery je charakteristicky pro kvantovou mechaniku®, a proto vysvétlujf
zdhady kvantové teorie.

Birkhoff a von Neumann dale navrhuji, #¢ bud QSL, nebo QPL, nebo oba dva tyto
svazy vyZaduji revizi nasi klasické vyrokové logiky. Ve svazu klasické logiky ,nebo‘ byl
operator definovany na klasickych vyrocich. Vysledné kvantové logické spojky by byly
typicky neklasické. Kdybychom napiiklad vytvofili kvantové vyroky typu ,m qnebo n'
nepfislusela by jim ¥4dna pravdivostni funkce. Navic kvantové logika sama nemiiZe
byt dvouhodnotova. Svaz odraZejici navrhovanou kvantovou revizi klasické vyrokové
logiky je svaz kvantové logiky:

QLL = (SS, S$iq8 qnebo,qne> .

Na obr.2 a 3 jsou zndzornény tautologie a spor v klasické i kvantové logice.

Cena za tento Birkhoffiv-von Neumanniiv navrh je ta, fe atkoli vlastnosti svazu
QPL jsou oby&ejné (na rozdil od Diracovych pitedstav), kombinuji se mezi sebou ne-
obvyklymi zpiisoby (na rozdil od Booleovych algeber). ,Spliiuji zdkony* svazu QSL.
naptiklad kvantova vlastnost M ( NEBO N ma formalni vlastnosti podprostoru M V
V N podobné jako klasickd vlastnost X NEBO Y ma strukturdlni rysy podmnoZiny
X UY. Nézornéji, kvantovéa vlastnost vytvofend pomoci  NEBO je zobrazena algeb-
raickou sumou v rdmci modelu podprostori v R?, zatimco klasickou vlastnost NEBO
pfedstavuje sjednoceni ve Vennové diagramu.

Obhajci takovychto modelid kvantovych vlastnosti se pokusili vyuZit vlastnosti vy-
tvofenych pomoci  NEBO k vysvétleni principu superpozice, myslenky, kterd leZi
v srdci kvantové teorie. Tato idea vyZaduje podle Diraca existenci ,vlastnosti, které
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jsou v né&jakém vdgnim smyslu indeterministické“. Schrédinger tvrdi néco podobného:
»Kvantovd mechanika m4 a pouzivd W-funkci (reprezentaci systému ve stavovém pro-
storu), aby zndzornila rozmazdni viech proménnych prdvé tak jasné a spolehlivé, jako
klasicky model poufivd ostrijch numerickgjch hodnot“. (Zdiraznéno v obou originalech!)

Schrodinger vytvofil jiny neklasicky model, kdy# dodal, Ze ¥-funkce umoziiovala zce-
la intuitivni a vyhovujici pfedstavy, ,napfiklad ,oblak zdporné elektfiny‘ kolem jadra“.
A uriité stale umoziuje. Uvodni uéebnice chemie dnes pisi: ,, V souladu s ¥-funkeci si
muZeme pfedstavit elektron jako oblak naboje rozptyleny kolem jidra“. Nebo dokonce
jesté nazornéji: , Elektrony jsou povaZovany za sféricky symetrickou skvrnu zdporné-
ho nédboje, ktera obklopuje jadro“. Diagram na obr.4 je typicky. Autofi takovychto
modelu se sna#i pouZit rozmazané oblaky k rozlusténi kvantovych hadanek.

Elektron je n&kde v této
nezfeteln& ohranitené

oblasti prostoru: pouze

nemuzeme fici kde.

i - Obr.4. Rozmazany neboli rozptyleny
model vodikového atomu, ¢asto pouzi-
vany v u¢ebnicich chemie, je konzistent-
ni s kvantovou teorii, pokud u obrizku
neni chybny popis.

Jsou ale rozmazané vlastnosti konzistentni?

Vyznamného pokroku v této otazce bylo dosaZeno uZitim ruznych verzi teorému Ko-
chena a Speckera, ktery klade specifické podminky konzistence na rozmazané modely.
Definujme QSL-strukturu jako svaz podprostoru Hilbertova prostoru dimenze alespoii
3. L(2) necht je booleovsky svaz definovany na mnozZiné 0, 1. Teorém pak ukazuje
QSL-strukturu L, kterd odpovid4 fyzikdlnim pozorovatelnym, ale kterd nepfipousti
#4dny homomorfismus na L(2). Kazdy homomorfismus svazi musi podle definice za-
chovavat A a V. Zobrazeni h svazu L na L(2), které zachovava A (a v disledku toho
také <), musi proto narusovat vztah

h(M V N) = h(M)V h(N)

pro n&jakd M, N € L.

Tento teorém je v rozporu s vyse uvedenym t¥etim krokem von Neumannova argu-
mentu, ktery pfedpoklida, Ze dvouhodnotovd méfeni nebo vlastnosti maji strukturu
linearniho podprostoru. Na podobnou nekonzistenci narazime v klasické fyzice, kdyz
zkouméme model provazu, ktery muze byt rozlozen do svych ortogonalnich kompo-
nent. Z teorému plyne, %e pokud jsou kvantové vlastnosti rozmazdiny a méfeni davaji
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ur¢ité hodnoty, 24dné méfeni nemiiZe tyto vlastnosti odhalit! (To je verze proslulé-
ho Schrédingerova paradoxu s kotkou). Koneéné, teorém rovné# ukazuje, Ze model
uZivany chemiky je nekonzistentni, pokud se k nému neopatrné p¥ida text (jako na
obr. 4) ,elektron je pravdépodobné nékde v této oblasti“, atkoli ,,zté%i miZeme Fici,
kde ptesn&“. Rozmazany model miiZe byt uziteény. Musime ale dbat Diracova varova-
ni, Ze takovyto model ,nemize byt zaloZen na klasickych pfedstavach“. Vezméme tedy
na védomi, Ze pokud ma elektron né&jakou polohu, neexistuje 7adna poloha, kterou by
mohl mit. »

Niels Bohr fikdval, Ze kazdy, kdo neni $okovan kvantovou teorii, ji nerozumi. Zde jsem
se pokusil nabidnout jeden takovy Sokujici pfib&h. Pokud jeho Zanrem je matematické
drama, pak hlavnim protagonistou je svazové spojeni. Vsichni jste vitani pFipojit se
arozhodnout, zda dramatické udalosti nejsou jen tragickou konfrontaci, ve které skvély
teorém o svazovém homomorfismu dovruje pomstu na tomto pyS$ném protagonistovi
a niéi jeho roli.

Podékovdni: Je mi potésenim pbdékovat Kenu Smithovi, Basu van Fraassenovi, Mary
Wardropové a Lindé Wesselsové za komentdf k mym predchozim rukopisim.
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O studiu, fyzice a pochopitelnosti svéta —
rozhovor s Jifim Bi¢akem

Prof. RNDr. Jit{ Biédk, DrSc., je teoretickjm fyzikem zabgjvajicim se pievdiné te-
orif relativity a gravitace, relativistickou astrofyzikou a kosmologii. Na matematicko-
fyzikdin{ fakulté je vedoucim katedry teoretické fyziky a pro studenty mj. vede hezkou
predndsku prdvé z relativistické fyziky. V lednu 1992 oslavil své padesdtiny.

Predklidime étendtim mirné pozménénou a autorizovanou verzi rozhovoru, ktery
s nim pro fakulinf studenisky asopis ,Obrdzky Zlutych ré#“ uskuteénil student Radek
Vystavél.

Jak a kdy jste se rozhodl délat teoretickou fyziku? Nemél jste nékdy chut délat néco
jiného?

Mél jsem chuf délat nejriznéjsi véci. Ve 2. t¥idé na obecné skole jsem nadsSené dé&-
lal vypisky z Brehmova Zivota 2vifat, sbiral a kreslil obrazky zvifat a chtél se stat
cestovatelem. Mam schoviny seznamy ruznych ostrovii a poloostrovii, které jsem si
zapisoval a o nich# dnes viibec nevim, Ze jsou a kde jsou. Potom, zfejmé& vlivem litera-
tury (napf. A. Cronina, P. Kruifa atd.), moZn4 i vlivem rodi¢i, jsem jest& na zatitku
gymnazia chtél délat medicinu. Ndhodou jsem se viak setkal s ¢lovékem, ktery piekla-
dal odbornou literaturu, a ten mé pfesvédéoval, e medicina je sice krasna véc, Ze ji
&lovék chce v mladi jisté délat z téch nejuslechtilejich pohnutek, ale Ze je vidy néco
skryto pod praktickou medicinou, a to je medicina védecka a jesté hloubé&ji biochemie.
TakZe jsem piesel od mediciny k biochemii. Ale ta potiebuje chemii, a pod ni jesté
hloubgji jde fyzika. Za mych gymnazidlnich let tu byl systém tzv. lidovych univerzit
— piednéasky odborniku i s demonstracemi pokusu na fakultdch. Pamatuji, jak jsem
v 10. t¥idé (dnes 2. roénik gymnazia) chodil na matematiku na Karlov, na centimetro-
vé viny a na elementérni &4stice na jadernou fakultu do Bfehové ulice a na chemii na
Albertov. Snad &tyfi veéery tydné jsem travil mimo domov na prednaskich. Pofddné

324 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 37 (1992), &. 6
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