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O slozitosti

Pavel Pudldk, Praha

Tento ¢ldnek vychdzi z mé édsti spoleéné pfedndsky s Jaroslavem Mordvkem, kterd se
konala v kvétnu r. 1985 na jedné ze schiizek praZské matematické obce. Chtél bych jej
vénovat pamdtce Jaroslava Mordvka, ktery byl jednim z pronich matematikii v Cesko-
slovensku, ktery se teorii sloZitosti zabyval.

1. Co je to sloZitost a proc se ji zabyvame?

Pojem slozZitosti, kterym se budeme v tomto &lanku zabyvat, je blizky jeho vyznamu
v b€Zném jazyce. Dalo by se fici, Ze zkoumdme matematizace tohoto pojmu. Na rozdil
od né€kterych jinych pojmi, které byly matematizovdny, neexistuje jen jeden matematicky
pojem sloZitosti, ale celd fada moznych definic vystihujicich riizné aspekty. Intuitivni
pojem sloZitosti je svdzdn s pfedstavou mnoZstvi informace obsaZené v daném jevu.
Neni vSak ziejmé, jakym zpisobem by se méla informace s jevem nebo objektem spojo-
vat. Riizné zplsoby spojovdni ddvaji riizné miry sloZitosti, tim je ddna nejednoznaénost
tohoto pojmu.

Se slovem ,,sloZitost* se v b&ézném Zivoté setkdvame &asto. Rikdme détem, e je néco
pfili§ sloZité na to, aby to pochopily, fikdme, Ze mezindrodni situace je sloZitd, netispéchy
ospravedliiujeme sloZitosti vnéj§ich podminek apod. Naopak jednoduchost je obvykle
positivni rys: libi se ndm symetrickd uspofdddni — protoZe jsou jednodussi, fikdme, Ze
krdsa teorie tkvi v jeji jednoduchosti a Ze genidlni myslenky jsou vZdy jednoduché apod.
Postihnout viechny tyto situace jist€ neni mozZné, zejména také proto, Ze je v nich lidsky
faktor. Mnohem Iépe se studuje otdzka, co je sloZité pro poc€itat? Zkoumadni sloZitosti
vypoltli na pocitacich bylo prdvé hlavnim nematematickym faktorem vzniku teorie
sloZitosti. To v8ak neznamend, Ze teorie sloZitosti se zabyvd jenom sloZitosti v souvislosti
s potitadi. Rada zkoumanych t¥id sloZitosti nemd s poéitali nic spole¢ného a ity
typy sloZitosti, které souvisi s redlnymi vypocty, jsou jen urcitym p¥ibliZzenim ke skutec-
nosti.

Otdzky tykajici se prostfedki (strojového &asu, velikosti paméti apod.) nutnych k Fese-
ni uloh, stru¢né Feeno optimalizace zpracovani informace, jsou jisté pfevazujici motivaci
pro zkoumadni sloZitosti. Aktudlnost takového vyzkumu v soucasné dobé je jist€ nepo-
piratelnd. AvSak cilem tohoto ¢ldnku neni zdlivodiiovat vyznam teorie sloZitosti na
zakladé jeji potencidlni aplikovatelnosti. Myslim, Ze p¥itaZlivost teorie sloZitosti prameni
z toho Ze je to matematickd disciplina, kde hlavni otdzky maji kofeny v redlném svété,
nicméné maji svij matematicky pivab. Teorie sloZitosti je i novy pohled na tradi¢ni
oblasti matematiky: nesta¢i ndim pouhd existence, ale zkoumdme miry, podle nichZ lze
urdit, jak dobfe lze danou véc vycislit, zkonstruovat, definovat atd.
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Nemad smysl se v krdtkém ¢ldnku pokouSet o souhrnny pohled. Misto toho se spise
zamé&fim na pfiklady; myslim tim nejen pfiklady tloh, jejichZ sloZitost chceme uréit,
ale také priklady pouZivanych pojmi a zkoumanych problémi. VSechno bude velice
elementdrni, protoZe chci, aby Cldnek byl pfistupny co nejvétSimu okruhu &tendiu.
Podrobn&jsi informace je moZno ziskat napf. z prehledu S. Cooka [1], jehoZ pteklad ne-
ddvno vysel v tomto Easopise.

Prvni z prikladi je spide historka. Jak uvddi Pratt [12], za&dtkem tohoto stoleti F. Cole
,,stravil 3 roky ned&li‘“ na to, aby dokdzal, Ze &islo 267 — 1 je sloZené a vyvrdtil tim dvésté
let starou Mersenovu domnénku. Nalezeny diikaz je rovnost 267 — 1 = 193707721 x
x 761838257287, kterou si kaZzdy miZe sdm ovéfit. V§imnéme si na tomto pfikladé
nékolika véci. Pro urleni, zda néjaké &islo je prvocislo, mdme jednoduchy algoritmus:
vyzkouset viechny potencidlni dé€litele. Je to tedy uloha z klasického hlediska rozhod-
nutelnd. Avsak pro &islo 267 — 1 tento algoritmus nemtiZeme pouZit, protoZe i vykonny
potita& by potieboval ptili§ mnoho &asu na provedeni viech 267 — 3 d&leni*). Toto &islo
neni pfili§ veliké, md 21 cifer v desitkové soustavé a n€které jeho vlastnosti Ize ne pFili§
pracné ovéfovat. Mdme-li napfiklad néjakého jeho délitele, mliZzeme provést déleni
a presvédcit se, Ze to je opravdu délitel. Je tedy pfirozené ptdt se, které vlastnosti takto
velkych &isel jesté jsire schopni rozhodovat a jak je to konkrétné s prvodiselnosti a hledd-
nim dé&liteld. Je tfeba fici, Ze pro jednotlivd Cisla miZeme vyuZit n€jaké jejich specidlni
vlastnosti, zde chceme mit algoritmus pouZitelny pro kazdé takto velké Cislo.

Poznamenejme mimochodem, Ze pro rozhodovéni o tom, zda dané ¢islo je prvoéislo,
jsou uZ dnes zndmy pomérné dobré algoritmy. SloZzitéjsi je hleddni vlastnich déliteld
sloZenych &isel, nebot pro tuto Glohu takové algoritmy nemédme.

Otdzky tykajici se délitelt pfirozenych Cisel, a¢ na prvni pohled vypadaji velice teoretic-
ky, maji pozoruhodné potencidlni pouZiti. Jde o tzv. vefejné k ddovaci kli¢e. Pfedstavme si,
Ze A chce dostdvat od B kddované zprdvy, ale nemd mozZnost poslat B kédovaci kli€ tak,
aby se ho nepfitel nemohl zmocnit. A4 tedy potietuje kédovaci kli€ a k nému dekédovaci
kli¢, a to takové, aby znalost kddovaciho klice neumoZiiovala snadno odvodit dekddo-
vaci kli¢. (Dekédovaci kli¢ samoziejm& A neposle B.) Systém, ktery navrhli Rievst, .
Shamir a Adleman vypadd takto: A zvoli dvé dostateéné velkd prvodisla p, g a spocitd
N=p.q,®N)=(p—1).(q — 1) azvolis,t, dvojici inverznich prvki modulo ®(N).
Jako kdédovaci kli¢ 4 sdéli B ¢isla N a s. Bkdduje €islo a < N tak, Ze uréi b = a* mod N.
Pro dekédovani zprdvy A spo&itd b* modulo N. ProtoZe

st = 1 mod ®(N)

il

a podle Eulerovy véty
x®®™ = 1mod N,
mdme

V=agt=al*"®® =gmodN.

Pro umociiovdni a urCovdni inverzniho prvku modulo dané &islo zndme jednoduché
algoritmy. (Pro ureni inverzniho prvku je to zndmy Eukliddv algoritmus.) Nutnym

*) Prirychlosti jedno déleni za jednu mikrosekundu pfes 4 milidony let; samoziejmé, Ze sta&i zkouset
jen délitele < ./ (267 — 1), na to by bylo zapotiebi pfi stejné rychlosti asi 4,5 dne.
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pfedpokladem pro to, aby nebylo moZno zjistit dekdédovaci kli¢, tj. ¢t na zdklad€ znalosti
N a s, je nemoZnost nalezeni délitele N. Jakmile je totiZ zndmo Feknéme p, potom uz
snadno ur&ime postupné g, ®(N) a . Zd4d se, Ze hledat délitele pro dostatedn& velkd N
je skutecné obtizné, ale ani tento nutny pfedpoklad neni dokdzany.

Uvedeny pfiklad patii spiSe k okrajovym aplikacim. Vé&t§ina tiloh, se kterymi se v teorii
sloZitosti setkdvdme a které maji potencidlné praktické uplatnéni, je z oblasti kom-
binatorické optimalizace. Jde o tulohy pldnovédni &innosti, rozmisténi objektd apod.,
viz ptiklad v ¢dsti o problému P = NP ?

Schematicky miZzeme studované situace nejCastéji popsat jako urceni sloZitosti néja-
kych funkci. Tento popis zahrnuje v sobé i pfipad, kdy zkoumdme sloZitost mnoZin,
protoZe mnozina je v podstaté totéz jako funkce s dvouhodnotovym oborem. Abychom
terminologicky odli§ili ty funkce, jejichZ sloZitost zkoumédme, od jinych funkci, budeme
je nazyvat #ilohami. Ulohy, které jsou dvouhodnotové funkce, se nazyvaji rozhodovaci
ulohy. Napf. uvedend tloha, urdit zda dané &islo je prvocislo, je rozhodovaci tiloha.
Dva typické obory této ulohy jsou vSechna 2lcifernd &isla a vSechna pfirozend &isla.
Zkoumadni uloh, které nejsou rozhodovaci, se dd obvykle pfevést na zkoumdni rozhodo-
vacich uloh. Napf. ulohu o urceni nejmensiho vlastniho dé€litele n miZeme nahradit
ulohou o rozhodnuti o tom, zda n md vlastniho délitele men$iho neZ dané m. V dalSim
se proto omezime vyhradné na rozhodovaci tlohy.

Aby nadhozené otdzky ziskaly matematicky charakter, musime definovat sloZitost,
presnéji feCeno miry sloZitosti, a tomu se nyni budeme vénovat.

2. Kombinaé&ni sloZitost booleovskych funkci

Jednou ze zdkladnich mér sloZitosti je tzv. kombinacni sloZitost booleovskych funkeci.
Pro ilustraci popiSeme tento pojem podrobné&ji a ukdZeme také, ¢im je motivovdn.

Nejdfive co je to booleovskd funkce? Booleovskd funkce dimenze n je funkce s n argu-
menty f(xy, ..., x,), pfiemZ argumenty stejné jako funk¢ni hodnoty nabyvaji pouze
hodnot 0 a 1, krétce tedy je to funkce f: {0, 1}" — {0, 1}. Pro¢ zkoumdme prdvé takové
funkce? Praktické diivody jsou nasnad@: pfi fyzikdIni realizaci 0 a 1 odpovidaji pfitom-
nosti a nepfitomnosti elektrického napéti, atd. Z teoretického hlediska f je prosté funkce
z kone¢né mnoZiny do {0, 1}, pfi¢emZ na definiénim oboru mdme strukturu Booleovy
algebry. Struktura Booleovy algebry md fadu vlastnoti, ale zejména umoZiiuje efektivni

m

kodovani jinych struktur. Naptiklad je-li n tvaru ( ), muZeme zvolit vzdjemné jedno-

2
zna&né piifazeni mezi proménnymi x,, ..., x, a hranami e, ..., e, Gplného grafu na
m-bodové mnoZiné. Potom vektor nul a jedni¢ek (ay, ..., a,) odpovidd grafu G na m-bo-

dové mnoZing, kde e; je hrana G, prdvé kdyZ a; = 1. V tomto pfiklad€ miZzeme defini¢ni
obor f ztotoZnit s mnoZinou viech grafii na m-bodové mnoziné a o f mluvit jako o vlast-
nosti graft.

Je zde ovSem dal3i diivod pro volbu definiéniho oboru tvaru {0, 1}". Jde o to, Ze {0, 13"
je sice z klasického hlediska konednd mnoZina, ale uZ pfi pomérné malych n nesmirné
velkd. S tim jsme se setkali v nasem ivodnim ptikladu, ktery s pouZitim dvojkové sou-
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stavy miZeme formulovat jako zkoumdni tooleovské funkce dimenze 67. Jednotlivé
vstupy (posloupnosti délky 67) se daji snadno realizovat, ale celd funkce, napf. jeji ta-
bulka, je nerealizovatelnd. To je prdvé situace, kterd je z hlediska teorie sloZitosti
nejzajimavéjsi.

Podivejme se nyni na definici kombina¢ni sloZitosti. Necht B je koneénd mnoZina boo-
leovskych funkci; pro jednoduchost uvaZujme mnoZinu vSech bindrnich booleovskych
funkciB = {f | /:{0,1}?> - {0, 1}}. B budeme nazyvat bdzi a jeji prvky spojkami. Prvky B
jsou naptiklad konjunkce a disjunkce, oznafovaré obvykle A a v. Skldddnim funkci

Xy X2 Xg A Xy Xp \4 X2

Obr. 1.

-0 = O
_——O O
- o O O
—— - O

z B miZeme vytvofit libovolnou booleovskou funkci (Fikdme, Ze B je tuplnd béze).
Funkece je tak slozitd, zhruba feceno, jak je obtiZzné ji vyjadrit skldddnim funkci z béze.
Pro piesnéjsi definici musime popsat zpisob, jak se funkce vytvéfi skldddnim. Pro
matematiky je nejpfirozenéjsi uvaZovat funkéni schéma. Funkéni schéma je posloupnost
rovnic tvaru

i = 91(“1’ Ul)
(1) :

Ve = gk(uka Uk) s
kde g;,...g,€e Baprokazdéi=1,...,kje
U, 0;€{Xqy ooy Xy Viovoos Viea) -

(Ti, kteti vice inklinuji k informatice, ddvaji pfednost ndzvu linedrni program.) Délka
nebo sloZitost schématu je pocet rovnic, tj. k. Funkce, kterou schéma urcuje, je dana y,;
dostaneme ji explicitng, provedeme-li postupné v§echna dosazeni naznacend ve schématu.
ProtoZe vyslednd formule miiZe byt dost velkd, je vyhodné€jsi pro dany vstupni vektor
a {0, 1}" provdd&t vypodet pfimo s nulami a jedni¢kami. Potom sta¢i provést jen
k operaci, které jsou skuteéné elementdrni. Kombinacni sloZitost néjaké booleovské
funkce f je nejmensi k takové, Ze f 1ze definovat schématem délky k.

Abychom ukdzali, Ze¢ kombinaéni sloZitost vyjadfuje néco skuten& podstatného,
uvaZujme, jak viibec muZe né&jaké zafizeni pro vypocet booleovské funkce vypadat.
Ptijméme predpoklad, Ze zafizeni je sestaveno z kone¢né mnoha elementt tak, Ze

(1) je nejvyse s stavill, ve kterych se jednotlivé elementy mohou vyskytovat,

(2) zatizeni pracuje v diskrétnich Casovych okamZicich a stav elementu v Case ¢t + 1
zavisi jen na stavu elemetnt v Case t, se kterymi je spojen;

(3) kazdy element je spojen s nejvySe d dalsimi elementy (a struktura propojeni se
neméni);
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Y1 =xlvx2
Y2 =y1V x3

Y3 =Y2V x4
Ya =X A X3
Vs =Y1 A X3

Y6 =Y2 A X4
Y1 =Yz A x5
Yg = Y4V s
Y9 =YgV YVs
Yio=DYo V y7

Yio=S(xg; .. X5)=1e> x4+ ... + X5 =2

Obr. 2. Obr. 3. Booleovsky obvod pro schéma z obr. 2.

(4) ve vychozim okamZiku jsou urené elementy nastaveny podle vstupniho vektoru,
vystupni hodnota je urena stavem daliiho uréeného elementu (tyto stavy se musi
li8it od stavu elementu, s nimz zafizeni zaéinzi).

Necht né&jaké takové zafizeni poditd booleovskou funkci f, necht C je podet elementii to-
hoto zafizeni a T'je podet asovych okamZikii nutnych pro vypocet f. UkdZeme, Ze kom-
bina¢ni sloZitost f se dd4 odhadnout pomoci veli€in C a T. Abychom tvahu je§t& vice
zjednodusili, pfedpoklddejme, Ze s = d = 2 a Ze stav elementu v &ase t + 1 zdvisi jen
na stavu jeho sousedil v &ase ¢, ale ne na jeho stavu v ase t. Potom dostaneme, Ze kom-
bina¢ni sloZitost funkce f je mensi nebo rovna C.T. K tomu sta¢i najit jedno funkéni
schéma pro f, které md pocet rovnic <C. T. Schéma definujeme takto: Pro kaZzdou
dvojici (e, t), kde e je element zafizeni, ¢ &asovy okamzik, 1 < t < T, zvolime jednu pro-
ménnou y. Prom&nné uspofdddme do posloupnosti tak, aby pro kaZzdé y odpovidajici
(e, 7) a y’ odpovidajici (¢’, '), y bylo pfed y’, pokud ¢ < ¢'. Rovnice ve schématu budou
popisovat zdvislost stavu elementu na pfedchdzejicim stavu elementtlt s nim spojenych.
ProtoZe s = 2, mliZeme stavy oznaovat nulou a jedni¢kou; zdvislost bude tedy urena
booleovskou funkci. ProtoZe d = 2, bude tato funkce bindrni. Je to tedy funkéni schéma
v souladu s nas8i definici.

V obecném pfipadé, kdy elementy maji vice stavii, jsou spojeny s vice dal§imi elementy
a stav elementu zdvisf i na jeho pfedchozim stavu, lze sestrojit schéma s délkou «. C. T,
kde konstantu o 1ze odhadnout pomoci s a d. Pfedpoklady o za¥izeni, které jsme nahote
uvaZovali, byly velice obecné. To znamend, Ze pokud se podaii ziskat dostatené velké
odhady pro kombina¢ni sloZitost n&jaké funkce, md to urcitou absolutni platnost.
Snadno se dd ukdzat, Ze v&tSina booleovskych funkci dimenze n md kombina¢ni sloZitost
blizkou 2"[n. (Tento diikaz je viak nekonstruktivni, neddvd ndm Zddnou konkrétni
funkci s touto sloiitosti.) Funkce 2"/n nabyvd také ,,astronomické‘‘ hodnoty uZ pro
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mald n. Je tu tedy potencidlni moZnost ukdzat veliky dolni odhad na C. T pro funkce
s malym podtem argumentl a tim i jejich fyzikdlni nerealizovatelnost.

Kombinaéni sloZitost se dd definovat také pomoci tzv. booleovskych obvodu. Z teore-
tického hlediska je rozdil mezi obvody a schématy zcela nepodstatny. Booleovsky obvod
se z funk&niho schématu (1) sestroji takto: Na mnoZin& {xy, ..., X, Vi, ..., i} defi-
nujeme orientovany graf tak, e z — ¢t prdv&, kdyZ t = y; a (z = u; nebo z = v;) pro
néjaké i < k. K vrcholim y;, i = 1, ..., k pfipiSeme spojky g;- Nyni je asi jasné, pro¢
pouZivdme termin obvod. Booleovsky obvod je ndvod, jak realizovat funkci elektro-
nickymi prvky. Booleovsky obvod je v8ak dosti nerealisticky model skute¢ného obvodu,
zejména pokud jde o vysoce integrované obvody. Zanedbdvd fadu hledisek, kterd je
nutno pii konstrukci skute€nych obvodi brdt v tivahu. Jsou to napf. rozmisténi prvki
na plose (popf. v prostoru), prostor zaujimany vodi¢i, &as nutny pro pfedéni signdlu
po vodici, synchronizace elementll a dal$i. Samozfejmé, Ze modely, které berou zietel
na tato hlediska, byly uz také studovédny.

Kombinacni sloZitost je jedna z mnoha druhi sloZitostnich mér. Pro jiné miry mtizeme
odvodit podobné vztahy a je moZno je také pouZit k ditkazu toho, Ze uréité funkce se
nedaji realizovat. Pro¢ tedy studujeme kombinacni sloZitost a ne jiné miry, které jsou
bliZze k realité? Abychom na to odpovédéli, musime se zamyslet nad tim, co je na$im
cilem. Pokud je cilem praktickd otdzka: odhadnout polet prvkil konstruovaného
pocitate, musime nutné volit realistiCt€j§i model. Pokud naSim cilem je teoretiCtéjsi
otdzka: oddélit funkce, které ze zdsadnich diivodi nelze pocitat od téch, které by se daly
potencidlné poditat pti zdokonaleni technologie pocitac, potom neni vhodné pouZivat
pfili§ specidlni model. Model, ktery zahrnuje mnoho detaili, generuje také mnoho
nedilezitych otdzek, jez nds odvddéji od podstaty véci. Odhady ziskané pro takové
modely ztrdceji vyznam, jakmile se zmé&ni technologie. P¥i teoretickém piistupu jde
o to stanovit urditou hranici mezi tim, co je sloZité a co je jednoduché. Je-li tato hranice
vhodné zvolena, je rozliSeni na jednoduché a sloZité do zna¢né miry invariantni vzhledem
k volbé modeli. To je daldi diivod, pro€ ddvdme pfednost modelu jednodus§imu.

Je nutno pfiznat, Ze teorie sloZitosti zatim nevyfesila své zdkladni problémy. Kon-
krétné v pripadé kombinaéni sloZitosti situace vypadd takto: O uréitych booleovskych
funkcich se domnivdme, Ze jsou sloZité. Abychom to dokdzali, potfebujeme najit velké
dolni odhady na jejich sloZitost, napf. dolni odhady v&tsi ¥ddové neZ n* pro ka7dé k,
kde n je podet argumentil funkce. Av§ak fddové nejvétsi zndmy dolni odhad pro jakou-
koli konkrétni funkci je jenom 3n — o(n). Jsou sice zndmy exponencidlni dolni odhady
kombinadni sloZitosti pro rozhodnutelnost nékterych logickych teorii, ale to jsou pii-
klady pon€kud umélé.

3. Turingovy stroje a dal$i modely vypoéta

Dalsi pfistup ke zkoumadni sloZitosti je zaloZen na pojmu Turingova stroje a jeho riiz-
nych modifikacich. O Turingovych strojich se zde musime zminit alespoii krdtce, protoze
maji pfinejmensim stejny vyznam jako booleovskd schémata a obvody.
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Na rozdil od ,,booleovské sloZitosti*‘, kterd zkoumrd konecné funkce, ,,turingovskd
sloZitost‘‘ zkoumd spocetné, otecné nckone¢né mnoZziny. Objekt, jehoZ sloZitost méfime,
je zde jazyk nad konecnou abecedou. Jazyk nad abecedou A je litovolnd podmnoZina
mnoZiny A* vSech koneénych posloupnosti prvkl z A. Prvky mnoZiny A* se nazyvaji
slova v abecedé A. Misto podmnoZin A* bychom mohli brdt funkce F : A* —{0, 1},
avSak z tradi¢nich dlivodi, asi proto, Ze terminologie pochdzi z matematické lingvistiky,
uvaujeme obvykle spise podmnoZiny. Viimnéme si, 7e 4 = A° U A* U A% U..., tedy
F=Fy,UF UF,u.., kde F;: A" > {0, 1}. Specidlng, je-li 4 ={0,1}, miZeme F
chdpat jako posloupnost booleovskych funkci. To naznauje, Ze je urlitd souvislost
mezi turingovskou a booleovskou sloZitosti. Abychom nezabihali pfili§ do detaila,
nebudeme tuto dileZitou souvislost podrobnéji rozvddét.

Pivodni definice Turingova stroje vychdzi z pfedstavy mechanického zafizeni. Toto
zafizeni md pdsku rozdélenou na policka a automat, ktery pdsku ovlddd. Automat je
vybaven hlavou, kterou &te symbol napsany na jednim poli€ku a pomoci které muze
symbol na tomto poli¢ku prepsat na jiny. Kromé toho automat miZe v jednom kroku
vypo¢tu posunout pdsku o jedno policko doprava nebo doleva. Zatimco automat je
koneény — md kone¢né mnoho moZnych stavil, pdska je nekonefnd na ob& strany.
Nakonec jesté predpokldddme, Ze automat md dva vyznacené stavy — pocdteéni a kon-
covy. Turingovym strojem rozumime celé¢ zafizeni, tj. véetné pdsky.

Necht je ddno slovo v abecedé, jejiZ symboly je Turingtiv stroj schopen &ist. Potom
miZeme slovo napsat na pdsku, ostatni poliCka ponechat prdzdnd, nastavit pdsku tak,
aby hlava byla na prvnim pismenu slova, ddt automat do pocdtecniho stavu a spustit.
Prvni véc, kterd nds tude zajimat je, zda se automat viibec dostane do koncového stavu.
JestliZe ano, potom fekneme, Ze stroj slovo pfijimd. Timto zplisobem stroj uréuje jazyk:
jazyk vsech slov v dané abecedg, kterd pfijimd. Aby stroj mohl ptijimat sloZité&jsi jazyky,
povolime mu, aby pfi vypoltu na pdsce pouZival vétsi abecedu, neZ je abeceda jazyka,
ktery md piijimat.

Je jisté fascinhjici, Ze takto primitivni zafizeni je schopno provddét libovolny algorit-
mus. (Jisty profesor dokonce nutil kazdého svého nového asistenta, aby vyrobil mecha-
nicky, pozdéji elektronicky model Turingova stroje. Vznikla tak zajimavd sbirka doku-
mentujici vyvoj technologie zpracovéni informace.) Dnes, kdy programovdni pomalu
patfi k zdkladnimu vzdg€ldni, bychom spiSe Turingiv stroj definovali jako jednoduchy
programovaci jazyk, napf. takto:

— P(i) je linedrni pole, v némZ je zapsdno zpracovivané slovo z A, pracovni abeceda je
B 2 A;
— i = 0 na zaCdtku programu,
— instrukce jsou prubézné &islovdny, pfipustné instrukce jsou:
ii=1i+1,
ii=1i-1,
P(i): = b, (pro viechna b € B),
if P(i) = b then go to N, (kde be B a N je &islo instrukce),
stop.
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Tento popis je o krok bliZe k pfesné matematické definici; neni téZké podat formdlni
definici i pro automatovou verzi, ale pro nafe ucely je to zbytecné.

Stejné jako v pfipad€ booleovskych obvodi, pfi definici Turingova stroje nejde o co
nejvérnéjsi popis toho, jak se daji mechanicky realizovat algoritmy. Cilem je zachytit
néjakym zpiisobem urcitou pfedstavu o zpracovéni informace. Tato pfedstava je zhruba
zaloZena na tom, Ze

(1) informaci zpracovdvdme pom.oci kone¢né struktury v kone¢n& mnoha diskrétnich
krocich;

(2) v kazdém kroku podle pfesn€ uréenéLo pfedpisu zm&nime strukturu lokdlng;

(3) velikost této lokdlni zmény je omezena konstantou — nezdvisi na velikosti vstup-
niho slova.

V ptipad& Turingova stroje je konetnou strukturou v (1) automat a &st pdsky, kterd
byla dosud pouZita, lokdlni zm&€nou v (2) a (3) je pfepsdni symtolu na pdsce, posuv
hlavy a zména stavu stroje.

Pro definice sloZitostnich mér je lepSi uvaZovat Turingovy stroje, které se zastavi pfi
préci na kazdém slové. Budeme tedy definici modifikovat tak, Ze stroj md dva koncové
stavy — pfijimajici a zamitajici, a je sestrojen tak, Ze se vZdy zastavi po kone¢ném poétu
kroki v jednom z té€chto stavii. V pfipad€ na§eho miniaturniho programovaciho jazyka
je potfeba instrukci stop nahradit dv€ma a za sprdvné povaZovat jen ty programy, které
nutné skonéi v jedné z nich. Modifikujeme také pfijimdni: stroj pfijme slovo, pokud se
zastavi v pfijimacim stavu. Vypocet na daném slovu md dvé€ zdkladni sloZitostni charak-
teristiky: pocet kroku stroje, neZ se zastavi, a po€et pouzitych poli¢ek na pdsce. Odtud
jsou odvozeny dv€ miry sloZitosti jazyka — ¢asovd a prostorovd. Definice je zde trochu
sloZit&js$i neZ u booleovskych funkci, protoZe nemiZeme definovat pfimo, Ze sloZitost
jazyka L je Cislo nebo funkce. Misto toho definujeme jen vztah, napf.: L Ize pocitat v Case
t(n) (kde ¢ je funkce na pfirozenych &islech), jestliZe existuje Turingiiv stroj, ktery pfijim
La pro kaZdé n a kazdé slovo w délky n se pfi zpracovéni slova w zastavi po nejvyse #(n)
krocich.

Samoziejmé, Ze se zkoumd fada modifikaci a pfibuznych modelii, které zachycuji
urcité aspekty vypoctu lépe neZz Turingovy stroje. V posledni dob& je velkd pozornost
vénovdna zejména modelim, které umoZiiuji studovat sloZitost paralelnich vypocti.
Paralelismus je v klasickém modelu Turingova stroje zcela potladen.

Pro dokresleni pestrosti studovanych modelll vypoétl a sloZitostnich mér je potieba
uvést jesté alespori jeden model, ktery nelze zafadit ani do turingovské ani do booleovské
sloZitosti. Zatneme s ulohou. Nechf je ddn vektor redlnych &isel (g, g, «. ., Tpy %yt y)-
Madme urdit, zda vSechna Cisla «y, ..., a, leZi v intervalu {ay, o, ,>. AniZ bychom dédle
upfesiiovali, jakym zpisobem se to md urcit, v&tSina lidi by asi navrhla provést 2n
srovndni oy S o;, o; = ®,44, i = 1,...,n. Pfipustime-li, Ze miZeme srovndvat «a
a a,,; s a; pak jist¢ bychom méli povolit srovndvat libovolnd dv& a;, a;. Potom ale
existuje kratsi zplisob, jak feSit dlohu:

(1) nejdtive srovndme ay s ay, a3 s a4 atd. aZ a,_; S &,, kde m = 2]n[2[ (tj. m je

nejv&t3i sudé &islo mensi nebo rovné n);
(2) mensi &islo v kazdé z t&chto m dvojic srovndme s oy, VEST S o, 443
(3) pokud je n liché (tj. m < n), srovndme je$t& a, s og a a4 ;.
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Timto zpisobem stagi na feSeni tlohy jen [$n] srovndni.*) Abychom dokdzali, Ze mensi
pocet srovndni nestaci (coi je pravda), museli bychom definovat model vypoétu. Nic-
méné otdzka nutného poctu srovndni je natolik intuitivné ndzornd, Ze se do této definice
zde nemusime poustét.

Podivejme se radéji na to, v Cem se tato sloZitost podstatné li§i od pfedchozich.
Zékladni odli¥nost je v tom, Ze povolujeme jedinou elementémi} operaci — srovndni
dvou Cisel, a tato operace je velice specidlni. V tomto modelu miiZeme fe§it jen nékteré
ulohy a pouZivat jen n€které algoritmy. Napfiklad kdybychom tutéZ tlohu fesili pomoci
Turingova stroje, napf. pro pfirozend Cisla zadand v desitkové soustavé, potom miizeme
uvaZovat algoritmy, které postupuji Uplné€ jinym zpisobem. Pfirozené by bylo tfeba
bledat mezi ay, ..., a, Cisla s nejdelsim a nejkratS§im zdpisem. Takovy postup se nedd
formulovat jen pomoci srovndni «; s ;. I pfes ur€itou omezenost md zkoumdni nutného
poétu srovndni a podobné tilohy své oprdvnéni. MiiZeme si pfestavit situaci, kdy vektor
(o%os ---» %,+1) ndm neni zaddn explicitn&, ale mdme moZnost provést sérii testi, které ndm
ur¢i, zda o; je < nebo = nebo >neZa;proi,j=0,...,n + 1. Jind moZnd interpretace je,
Ze hleddme algoritmy, které jsou pouZitelné na libovolné linedrné uspofddané mnoZiné.

Nakonec jesté uvedme geometrickou interpretaci této tulohy: uréete, zda vektor
(g - oc,,) lezi v krychli {ay, o, )" Mnohé dalsi zajimavé tlohy se daji interpretovat
jako ulohy o ndleZeni bodu do sjednoceni konvexnich polyedrickych mnoZin. Misto
pouhého srovndvdni dvou Cisel, coZ lze napsat jako ureni znaménka linedrni funkce
X — y pro a; a ;, je pfirozené uvaZzovat znaménka libovolnych linedrnich funkci. V této
oblasti byl Jaroslav Mordvek priikopnikem a dosdhl fady fundamentdlnich vysledki,
viz také jeho knihu [9].

4. Jak stanovit hranici mezi sloZitym a jednoduchym a t¥idy sloZitosti

Pro kombinadni sloZitost by bylo moZno stanovit jedno pfirozené €islo jako hranici
mezi jednoduchymi a sloZitymi booleovskymi funkcemi. Booleovské funkce, které by
meély kombinacni sloZitost mensi neZ toto Cislo, bychom prohldsili za jednoduché a ty,
které by mély sloZitost v€tsi za sloZité. Jak ale urcit toto Cislo? NemtiZeme vychdzet
z toho, ¢eho jsou schopny soucasné pocitace, nebot technologie se velice rychle méni.
Mohli bychom se pokusit o hleddni absolutnich fyzikdlnich mezi, ale ndzory na velikost
vesmiru, znalosti o elementdrnich ¢dsticich atd. se také méni. Misto toho se nabizi jiny
pfistup. Vétsina uloh, se kterymi se pfi vypoctech setkdvdme, md parametr, ktery muze-
me interpretovat jako velikost nebo dimenze vstupnich dat. Napfiklad v 1lohdch
o grafech — velikost nosné mnoZiny, pfi feSeni soustav rovnic — poc€et rovnic, pocet
proménnych apod. Jestlize takovou tlohu modelujeme pomoci booleovskych funkci,
znamend to obvykle, Ze nemdme jedinou funkci, ale néjakou posloupnost funkci
f1:{0, 13" »{0,1}, f,:{0,1}"> >{0,1}, ..., kde n; <n, < ... V tomto modelu je
pfirozené poloZit velikost vstupu rovnou piislusnému n;, tj. délce vstupniho vektoru.

*) ]x[ je oznageni pro celistvou &ast x, [x] oznaduje nejmensi celé &islo v&tsi nebo rovné x.
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SloZitost takovéto parametrické ulohy pak neni jedno ¢&islo, ale posloupnost pfirozenych
&isel &ili funkce na pfirozenych Cislech. Pokud studujeme turingovskou sloZitost, ne-
musime uvahy uvedené nahofe viibec provddét, protoZe turingovskd sloZitost se méti
funkcemi.

Otdzku hranice mezi sloZitym a jednoduchym tak pfevddime na otdzku klasifikace
funkci. Jednoduché bude odpovidat pomalu rostoucim funkcim, sloZité rychle rostoucim
funkcim. Védomé se tim vzdalujeme od plivodniho zdroje otdzky — pfi skutenych
vypodtech nds vZdy budou zajimat jen kone¢né pocdtecni useky té€chto funkci a ne jejich
asymptotické chovéni. Skytd ndm to ovSem vét§i moZnosti, protoZe mnoZina funkci md
bohatsi strukturu neZ samotnd pfirozend Cisla.

Ukonéeme tedy obecné livahy a podivejme se, jak se to napf. fesi v pfipadé Turingo-
vych stroji.. Postulujeme, Ze jazyk L je jednoduchy, pokud existuje polynom p(n),
takovy, Ze L1ze potitat v Case p(n), (j. existuje Turinglv stroj, ktery pfijim4 jazyk Lana
kaZdém vstupu délky n se zastavi po < p(n) krocich). Obvykld terminologie nepouZzivd
slova ,,jednoduchy‘ a ,,sloZity‘‘. Misto toho se uvedenou podminkou definuje tfida jazy-
ki P a fikdme, Ze L patfi, resp. nepatfi, do P; n&¢kdy téZ fikdme jenom, Ze L lze (nelze)
poditat v polynomidlnim ase.

Tato definice se v praxi aZ piekvapivé osvédCila. Pokud se o n€jaké konkrétni uloze
dokdzalo, Ze se dd poditat v polynomidlnim ¢ase, potom se také obvykle dfive nebo
pozdé&ji dokdzalo, Ze pfislu$ny polynom je kvadraticky nebo Ze lze tilohu FeSit je§té
rychleji. (Pfesn&ji fe€eno, to plati pro pon€kud siln&jsi verzi Turingovych stroji,
kterou zde nebudeme uvddét.) D4 se tedy Fici, Ze tlohy z praxe, o kterych bylo dokdzéno,
Ze jsou v P, se daji skuteCné prakticky feSit pro malé vstupni hodnoty.

Hlavni diivod, pro¢ se tento pojem tak rychle rozsifil, je v8ak jiny. Tf¥ida P ndm totiZ
umoZiiuje zbavit se zdvislosti na pojmech, které jsou aZ pfili§ konkrétni, jako je tieba
Turinglv stroj. Pfi prvnim setkdni s definici ¢asové sloZitosti pomoci Turingova stroje
nds moZnd trochu zarazilo, Ze jedna ze zdkladnich otdzek je zkoumdni poctu krokd,
které vykond tak zvld$tni zafizeni, jako je Turinglv stroj. KdyZ uZ tedy potitdme pocet
krokt, méli bychom vzit né&jaky ,,pfirozenéj§i‘‘ nebo ,,kanonictéjsi*‘ rojem algoritmu.
Byla navrZena fada alternativnich definic a téZko lze posoudit, zda né€které z nich jsou
z tohoto hlediska podstatné lep§i neZ Turingtlv stroj. DilleZité je, Ze vétSina téchto pojmit
je ekvivalentni Turingovu stroji v tom smyslu, Ze pfislu§né &asové sloZitosti se nelisi vice
neZ polynomidlné. V disledku toho miiZeme v definici ttidy P pouZit kterykoli z téchto
pojmi. Tim se stdvd mnohem vice opodstatnéné zkoumdni nejen tfidy P, ale viibec ¢aso-
vé turingovské sloZitosti. Ddle také miZeme v souvislosti s tfidou P mluvit o polynomidl-
nim poctu elementdrnich kroki, aniZ bychom p¥ili§ pedantné ovéfovali jejich elemen-
tdrnost. Misto elementdrnich kroki muZeme pouZivat i podprogramy pro tlohy, které
jsou Fesitelné v polynomidlnim &ase.

V mnoha piipadech lze feSitelnost ulohy v polynomidlnim ¢ase nahlédnout snadno
tim, Ze se spo€itd pocet krokil ve zndmém algoritmu pro tuto lohu. Vezméme napfiklad
ulohu: pro dand pfirozend ¢isla m a n urdit, zda m déli n. K dikazu polynomidlnosti
stadi vzit algoritmus pisemného dé&leni pfirozenych &isel. (Tento algoritmus je velice
jednoduchy v dvojkové soustavé.) Snadno se nahlédne, Ze pfi déleni dvou nanejvys
k cifernych &isel je potfeba napsat nanejvys const. k? cifer. Pti simulovédni tohoto algo-
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ritmu Turingovym strojem bychom potfebovali asi vice krokti, kvili pfenosu informace
mezi riznymi &dstmi pdsky, ale polynomidlnost by nebylo téZké dokdzat. V nékterych
ptipadech je cesta k diikazu fesitelnosti tilohy v polynomidlnim Case spletitéjsi. Pfikladem
takové tlohy je iloha linedrniho programovani. Resitelnost této tlohy v polynomidlnim
&ase byla dlouho otevienym problémem, viz [7].

Vratme se je§t€ na chvili k naSemu uvodnimu piikladu: urcit, zda dané &islo nje
prvodislo. Zde je diileZité stanovit, co je velikost vstupu pro dané n. Pokud bychom
definovali velikost vstupu pro nrovnou n, potom trividlni algoritmus zaloZeny na déleni n
viemi &isly mezi 2 a ]/n[ v&etn& by dokazoval, Ze tloha je feSitelnd v polynomidlnim
Case. Pfirozengjsi (a zajimavéjsi) je brdt jako velikost log n, protoZe s pouZitim napt.
dvojkové soustavy miizeme kédovat Cislo n posloupnosti (tj. slovem) z nul a jednitek
o délce fddove log n. Zcela formdIn€ by to znamenalo urcit sloZitost jazyka Lv abecedé
{0, 1}, kde w € Lprévg, kdyZ w je dvojkovym zdpisem prvoisla. Algoritmus, ktery pro-
bird &isla 2, ..., ]«/n[ neni v tomto pfipadé polynomidlni, ale je exponencidlni — pro
vstup délky k potfebuje vykonat 2*d&leni (navic jedno déleni neni elementdrni operaci).
Zda existuje algoritmus (Turingiiv stroj), ktery rozhodne v polynomidln€ mnoha krocich
(v zdvislosti na log n) zda n je prvotislo, je dosud nevyfeSeny problém. Rada vysledki
viak nasv&déuje tomu, Ze odpovéd na tuto otdzku bude kladnd. Napf. podle [4] k tomu
stadi, aby mezi kazdym dostatené velkym n a n + log *n existovalo prvoéislo.

Kromé P bylo definovdno jest€ mnoho dalsich t¥id sloZitosti. Zékladni problémy teorie
sloZitosti se daji formulovat jako rovnosti nebo inkluze uréitych tfid. O nejdiileZit&js§im
z téchto problémi se zminime ddle.

5. Problém P = NP?

Jak uZ jsme uvedli, nemdme zatim dostate¢né silné metody pro ditkazy dolnich odhadu
sloZitosti. Proto pro mnoho zajimavych i prakticky dulezitych viloh neni zndm jejich
statut z hlediska ndleZeni do P; aZ na vyjimky jsme totiZ zatim schopni pouze dokdzat,
Ze uloha patfi do P, ale nejsme s to dokdzat, Ze nepatii. Ukazuje se, Ze vét§ina takovych
uloh patfi do tfidy, kterd je urCitym zpisobem blizkd ke tfidé P. Opét zacneme s pii-
klady:

(1) Pro dané pfirozené &islo n urgete, zda n je sloZené &islo (tj. Ze neni prvogislo; z di-
vodi, které vyplynou ddle, formulujeme nd§ uvodni ptiklad timto zpisobem).

(2) Pro dany graf G a pfirozené &islo k urdete, zda G md kliku velikosti k (tj. existuje
podmnoZina vrcholi grafu mohutnosti k takovd, Ze kaZdé jeji dva body jsou spojeny
hranou v G).

(3) Pldnovdni pracovnich uikoni: je ddna kone¢nd mnoZina — pracovni ikony, kazdému
pracovnimu ikonu je pfifazen (a) interval na p¥irozenych &islech — terminy, ve kterych
je nutno tkon provést, (b) pfirozené &islo — délka pracovniho ukonu. Otdzka zni,
zda je moZno napldnovat pracovni ikony v souladu s terminy tak, aby se Zddné dva
neprekryvaly (tj. zda je miiZe vykonat jeden pracovnik).

To, co maji tyto tfi tlohy spole¢ného z hlediska teorie sloZitosti, je néco jako princip
Kolumbova vejce: je-1i feSeni pfedloZeno, je snadné se presvédcit, Ze to je sprdvné feseni.
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Ponékud pfesnéji, v pfipadé kladné odpovédi pro dany vstup je moZno predloZit néco
jako dukaz, pfiemzZ fakt, Ze je to dikaz pro dany vstup se dd ovéfit snadno; zejména
nesmi byt diikaz p¥ili§ dlouhy. Jakym zplsobem se tento ,,diikaz‘‘ ziskd, je nepodstatné.
V ptipadé zdporné odpovédi nepoZadujeme nic. V naSich pfikladech tyto ,,dikazy*
jsou: vlastni délitel Cisla n, k-bodova klika v grafu G, pldn ukont. Kdybychom vSak
priklad (2) modifikovali tak, Ze bychom poZadovali, aby k bylo klikové &islo grafu G,
tj. mohutnost nejvétsi kliky v G, pak bychom tuto vlastnost pravdépodobné ztratili.
Jedna maximdlni klika o velikosti k nedokazuje, Ze klikové &islo G neni vét§i nez k;
kdybychom napf. chtéli doplnit tento dikaz vSemi k + 1 indukovanymi podgrafy,
narazili bychom na problém, Ze je jich pfili§ mnoho.

Ulohy tohoto typu tvofi t¥idu NP. Problém je tedy, zda NP < P, coZ lze formulovat
také jako P = NP, nebot NP je definovano tak, Ze P < NP. Ndzev NP je zkratka od
,,nedeterministicky polynomidlni‘‘; ,,nedeterministicky‘‘ pochdzi od jistého zobecnéni
Turingovych stroji. T¥idu NP lze vSak definovat, aniZ bychom toto zobecnéni zavadéli.
Necht ]wl oznaduje délku slova w, necht wu oznacuje zfetézeni slov w a u. Potom NP
je tfida jazyki definovand podminkou: L € NP, jestliZe existuje jazyk L € P a polynom p
tak, Ze

L= {w|3u(|u| £ p(|w]) & wu e L)} .

Pro dané w je u spliiyjici hofej§i podminku to, éemu jsme neformdlné fikali dukaz.
Tedy pozadujeme, aby mnoZina dvojic vstup-ditkaz patfila do P. Podminka |u| =< p(lwl)
ndm zarucuje, Ze fakt, Ze u je dikaz pro w, se dd ovéfit v polynomidln€ mnoha krocich
v zdvislosti na délce w.

DileZitou podtfidu NP tvofi tzv. NP-tiplné tulohy. Jsou to ulohy, které jsou v uritém
NP-iplnd tuloha je v P. Metody dtikazu, Ze néjakd uloha je NP-iplnd, jsou zna¢n&
propracované. Garey a Johnson [3] uvddé&ji pfes 300 NP-uplnych tloh. Pro vétSinu
zndmych tloh z NP se dd4 dokdzat bud, Ze jsou v P, nebo Ze jsou NP-liplné. Z naSich
tfi pfikladi (2) a (3) jsou NP-uplné, (1) pat¥i zatim k vyjimkdm, ale pravdépodobn& patfi
do P. Vzhledem k tomu, Ze vétSina matematikli véfi, Ze P & NP, je dikaz NP-uplnosti
ndhraZzkou za dikaz sloZitosti tlohy.

Otdzka, zda P = NP patfi mezi nejdtleZitéjsi soucasné matematické problémy. Nékteti
matematici ho fadi dokonce pfed zndmou Riemannovu hypotézu. Samoziejmé mezi P =
= NP ? a Riemannovou hypotézou je velky rozdil. Teorie &isel je jedna z nejrozvinutéj-
Sich teorii, je tedy velice mdlo pravdépodobné, Ze by fefeni Riemannovy hypotézy bylo
jednoduché, coz o P = NP ? nelze s uritosti fici. Problém, zda P = NP, byl poprvé for-
mulovdn Cookem v roce 1971 [2]. Je to tedy pomérn& mlady problém, ale ptesto si uz
ziskal jméno. Je to asi tim, Ze se s nim setkdvd skoro kaZdy, kdo navrhuje efektivni
algoritmy, zejména se asto vyskytuje p¥i aplikaci kombinatorickych metod. P¥iklad (3)
je typickou ukdzkou optimalizaéni ulohy, jejiZ feSitelnost zdvisi na tom, zda P = NP.
S timto problémem se setkdvdme i v teoretickych oblastech — vlastn& skoro vidy,
kdyZ nds zajimd sloZitost zkoumanych pojmil; kromé teorie grafii a kombinatoriky je to
zejména logika a teorie Cisel.
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Zajimavd je souvislost problému P = NP? se starymi metodologickymi otdzkami
o vztahu konstrukce a existence v matematice. Jde o otdzky typu, zda jsou oprdvn&né
ryze existenéni dikazy, tj. dikazy, kterymi se existence matematického objektu dokdZe,
aniZ by tento objekt byl zkonstruovdn. V kone¢né kombinatorice je fada vét, kterd maji
takové dikazy, tfebaze konstrukce nejsou zndmy. Jsou to dliikazy zaloZené na poditdni
objektil. Existenci dokdZeme napf. tak, Ze ukdZeme, Ze objekti, které nemaji poZadova-
nou vlastnost, je méng, nez je pocet vSech objektti. Kdyby bylo P = NP, existovaly by
pro vétSinu téchto vét také prislusné konstrukce. V PMFA se touto tematikou zabyval
&ldnek J. Nesettila [10].

P = NP? je nejdilezité€j§im velkym problémem teorie sloZitosti, ne viak jedinym.
Dal3i zdkladni problémy se tykaji vztahu €asu k prostoru pro Turingovy stroje (pfipo-
mefime, Ze prostorem rozumime pocet policek pdsky pouZitych v pribéhu vypoctu,
odpovidd to tedy velikosti pam&ti poitade) a vztahu kombinaéni sloZitosti k nékterym
dal8im mirdm sloZitosti booleovskych funkci. Otevieny problém je také napf., zda NP
je uzavieno na dopliiky, tj. zda dopin€k jazyka z NP je také v NP.

6. Historie a perspektivy teorie sloZitosti

Teorie sloZitosti se zabyvd kvantitativnimi otdzkami vypo¢ta a konstrukci — kolik
kroki algoritmus potfebuje, jak musi byt velky obvod pro danou funkci apod. V historii
matematiky témto kvantitativnim otdzkdm pfedchdzely otdzky rdzu spiSe kvalitativni-
ho — zda se dd urditymi konstrukcemi dany objekt sestrojit, zda je moZno danou ulohu
Tesit uritymi pocetnimi metodami apod. Ditkazy nemoZnosti urcitych konstrukci a vy-
poétl patfi k nejslavngjdim vysledkim v matematice (napf. nemoZnost trisekce uhlu-
pravitkem a kruZitkem, nefesitelnost rovnic patého stupné radikdly). BliZe ke kvantita-
tivnimu pojeti jsou rtzné klasifikace zkoumanych objektil, se kterymi se setkdvdme
v matematice skoro vS8ude. V analyze tfidime funkce podle toho, zda jsou spojité, maji
spojitou n-tou derivaci atd. V topologii mdme mnoZiny oteviené, uzaviené, F,, G,
borelovské atd. Celé jedno odvétvi topologie, deskriptivni teorie mnoZin, se takovymi
klasifikacemi zabyvd. V nékterych pfipadech je souvislost s teorii sloZitosti tak t€snd,
Ze se dd vyuzit (viz [16]).

Jeden ze zdkladnich pojmu z teorie sloZitosti je pojem algoritmu. Intuitivni pojem
algoritmu je velice stary (ndzev ,,algoritmus* vznikl zkomolenim jména arabského ma-
tematika Al Chvdrizmiho z 9. stoleti). Formdlni definice byly poddny teprve ve tficdtych
letech nageho stoleti (Turing, Kleene, Church, Post). Pro teorii sloZitosti md nejv&tsi
vyznam Turingova formalizace tohoto pojmu, kterou jsme popsali v ¢dsti 4. UZ v této
dobé bylo zfejmé, Ze n€které algoritmy jsou prakticky neproveditelné jiZ pro malé vstupni
hodnoty, protoZe vyZaduji pfili§ velky polet kroki (napf. zndmd Ackermannova
funkce). V padesdtych letech se objevuji prace popisujici hierarchie rekursivnich (= algo-
ritmicky vy&islitelnych) funkci (Grzegorczyk). Hlavni rozmach nastdvd aZ v polovité Se-
desdtych let v souvislosti se studiem Casové a prostorové sloZitosti na Turingovych stro-
jich.

TémeF paraleln& se rozvijel vyzkum matematickych modelll z poldtku releovych
a pozdéji elektronickych obvodi. Dnes tyto modely nazyvdme tooleovskymi obvody.
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Prvni prdce Shannona byly publikovdny koncem t¥icdtych let. Shannona uZ od zacdtku
zajimala kvantitativni strdnka véci. Pozdé&ji se tento smér nejvice rozvijel v Moskve.
Vztah mezi booleovskou a turingovskou sloZitosti byl ziejmé& objeven teprve na pielomu
Sedesdtych a sedmdesdtych let.

Dalgim meznikem je ¢ldnek S. Cooka [2] z roku 1971, kde jsou definovédny tfidy P,
NP a pojem NP-tplnosti. Pojem NP-tplnosti byl pak modifikovdin R. Karpem [5]
do podoby, kterd se dnes pfevdZné pouZivd. Tento pojem umoZnil dokdzat ekvivalenci
fady problémt v konené kombinatorice a teorii grafti, které byly zkoumdny nezdvisle.
Tim se rozsifil okruh matematikil, ktefi se zajimaji o otdzky sloZitosti. Otdzka, zda
P = NP, se stala centrdlnim problémem teorie sloZitosti a ziskala respekt i mimo tento
obor.

Zavedeni sloZitostnich mér pozitivné stimulovalo navrhovdni novych algoritmi pro
konkrétni Glohy, nebof bylo moZné srovndvat efektivnost algoritmii. Ze dvou algoritmi
je lepsi ten, ktery vyZaduje mén& kroku (= &as), pfipadn& mensi pamét (= prostor).
Samoziejmé, Ze je to teoretické méfitko a pfi implementaci miiZe byt n€kdy vyhodnéjsi
algoritmus s hor§imi parametry. Ve vétSin€ pripadd vSak dalSi zdokonaleni algoritmt
nebo nutnost vySetfovat v€tsi vstupni data d4 za pravdu tomuto hledisku.

Navrhovdni algoritml, obvodil apod. pro konkrétni tlohy patfi spiSe k aplikacim.
Na rozdil od toho dikazy, Ze algoritmy s uritymi parametry neexistuji, jsou jist& vy-
sledky teoretické. MiiZeme to také vyjad¥it pomoci pojml horni odhady a dolni odhady.
Parametry konkrétniho algoritrru jsou hornim odhadem pro sloZitost ilohy. Diikaz
sloZitosti dané tilohy je ekvivalentni nalezeni dolnich odhadii pro parametry viech algo-
ritmi, které danou ilohu fe§i. Napfiklad pro diikaz P = NP by stacilo najit polynomidl-
ni algoritmus pro jednu NP-tiplnou ulohu, pfi¢emzZ by to mélo znacny prakticky dosah.
Abychom dokdzali, Ze P # NP, je potfeba najit vice neZ polynomidlni dolni odhad na
dasovou sloZitost né&jaké ulohy ze tfidy NP; prakticky vyznam by byl jen ten, Ze by se
potvrdilo to, ¢emu vétSina matematikil vefi.

vz

Diikazy dolnich odhadt patii k nejzajimavéjsi, ale také nejobtizn&jsi &dsti teorie slo-
Zitosti. Zd4d se, Ze misto p¥imého feSeni problémi, jako je P = NP7, je lepsi se zaméfit
na hleddni jakychkoli technik, které ddvaji dolni odhady sloZitosti. ProtoZe nds potom
nezajimd, pro jaké lilohy dostdvdme dolni odhady, je uspésnost néjaké metody dolnich
odhadli méfena jen velikosti dosaZeného dolniho odhadu. Je tedy moZno zaznamendvat
,,rekordy*‘ pro jednotlivé miry sloZitosti, popf. t¥idy uloh. Existence takového objektiv-
niho méfitka hodnoty dosaZenych vysledki je jist€ ku prospéchu véci.

Pro zajimavost uvddim tabulku rekordd pro jeden typ sloZitosti, kde byly v poslecni coté rekordy
pfekonédny n&kolikrét (jde o velikost obvodt s hloubkou k).

1981 Furst, Saxe, S]'pser C - n1°83(k-2)"

1983 Ajtai pclogn

1984 Yao _ P

1985 Hastad 9™ e.nt 10k = 1)
(Cks ---» ¢} jsou konstanty >0, log’ oznatuje i-krat iterovany logaritmus).

VétSinou pokrok nejde tak primocafe kupfedu, nicméné rekordy byly prekondny v posledni dobg
i v dalich oblastech.
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Pro dalsi vyvoj lze pfedpoklddat, Ze aplikovand &dst, tj. zejména horni odhady sloZi-
tosti konkrétnich uloh, se bude vyvijet podobnym zpiisobem jako dosud. Zajimavé&jsi je
budoucnost oblasti dolnich odhadi.. Zde je t&€Zké cokoli predpovédét. Je mozné, Ze
feSeni budou jednoduchd, ale je i moZzné, Ze bude potieba nejdfive vypracovat novy
apardt. Moznd, Ze bude stacit jeden ndpad a bude moZno vyiesit viechny problémy;
ale je také mozné, Ze bude potfeba pro kazdy problém néco jiného. Jsou i uvahy o neza-
vislosti nékterych tvrzeni teorie sloZitosti vzhlédem k pouZivanym formdlnim teoriim.
Ale i kdyby to byla pravda, v soucasné dobé nemdme v matematické logice potiebny
apardt pro dukaz takovych nezdvislosti.

Teorie sloZitosti je jeSt€ mladym oborem: neexistuji zde rozsdhlé monografie, hranice
oboru nejsou zcela vyjasné€ny, zdkladni problémy jsou dosud oteviené a jediny &ldnek
miiZe svym vyznamem znehodnotit zna¢nou &dst predchozich vysledkd. (Neni proto také
prekvapivé, Ze fada zdsadnich objevil byla v posledni dobé udinéna prdv€é mladymi
matematiky; napf. sovétsky matematik A. A. Razborov, ktery je v soucasné dobé
pouze védeckym aspirantem, byl v r. 1986 diky dvéma ¢ldnkim v tomto oboru pozvdn
na Mezindrodni matematicky kongres k pfedneseni referdtu.) Bude tedy jist& zajimavé
i nadédle sledovat vyvoj teorie sloZitosti.
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