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Fyzikalni met2olympiada

Uplynul ptili§ kratky ¢as od publikovani prvnich uloh fyzikalni metaolympiady
v Pokrocich, abychom mohli provadét hodnoceni. Pfesto vSak je patrné, Ze ne vSichni
Udastnici pochopili iel feSeni zafazenych uloh. Domnivime se, zejména pokud jde
o ulohy oznacené D, Ze hlavnim tikolem feSitele je zaméfit se na didaktickou stranku
problematiky, poukazat na uzlové body v procesu feSeni, stanovit podminky FeSitel-
nosti, miru zjednoduseni problémové situace a snaZit se o systematicky zapis procesu
feSeni. Uditelé by tedy méli byt Glohami vyprovokovani k bohatsi metodické &innosti.
Struéné feeno: hlavni neni tlohu vyfeSit, ale feSit ji. Chtéli bychom na stru¢ném
zapisu feSeni tlohy D 1 ukazat, jak by se dal na§ zamér realizovat.

Uloha: Stanovte podminky, za nich? dosahne koulaf hranice 20 m. Vime, Ze koule
opusti ruku sportovce ve vySce h = 2 m nad zemi. Problém ze skutenosti zjednoduste
potiebnym zpisobem.

Regeni:

Text tdlohy popisuje fyzikalni stranku jedné ze sportovnich &innosti — vrh kouli.
Popis pohybu télesa zamé&nime popisem pohybu hmotného stfedu koule, nebot jeji
primér lze zanedbat vzhledem k dal§im rozmérim. Budeme uvaZovat pohyb v homo-
gennim tihovém poli bez odporu vzduchu, ktery ma na tvar drahy a na dostfel nepatrny
vliv. Potom lze povaZovat tento pohyb koule za §ikmy vrh vzhiiru. Zavedeme oznadeni
podle obr. 1. V grafickém popisu situace vyzna&ime znakem [0; h] bod, v némZ koule
opusti ruku koulafe a misto dopadu koule bude [d; 0]. Potom plati pro libovolny
bod [x; y] drahy

(1) X = vt cos @

2 y=votsing —tgt* + h

Ze vztahu (1) je t = x[v cos @, coZ dosadime do (2):

(3) y=xtgo — gx*[2v* cos> ¢ + h.

Draha koule je tedy za uvedenych podminek &asti paraboly. K feSeni Glohy nelze pouZit
v&domosti zndmych Zakim o vrhu $ikmém vzhiiru z I. roéniku gymnasia (viz ugebnice
[1]). Jak je vidét z obr. 2, maximalniho dostfelu d,,,, dosdhneme pro mensi thel, neZ je
o' = 45°. Zdanlivy paradox, odporujici dosavadnim v&domostem Zaki, vysvétlime tim,
Ze misto, v némZ koule opousti ruku koulafe, a misto dopadu nejsou ve stejné vySkové
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trovni. Popis situace bliZe rozvadi ¢lanek [2] Tam se ukazuje, Ze feSeni ulohy o maxi-
malnim dostfelu je po matematické strance dosti naro&né. Proto budeme danou pro-
blematiku fesit jinak.

UvaZovanou &4st parabolické drahy miiZzeme realizovat timto zplisobem: Pfedstavme
si, Ze koule byla vrZena z uréitého mista na zemi jistou po&atecni rychlosti v, pod
jistym tihlem « tak, Ze v mist& [0; h], ze kterého vrhal sportovec kouli skute¢ng, méla
prave rychlost v. Pro jistou &tvefici veli€in h, d, |v|, ¢ existuje takova parabola pravé
jedna.

Pro riizné body [x; y] paraboly lze urgit tg ¢ = Ay|Ax. Funkce z = tg ¢(x) je podle
obr. 1 funkci klesajici; potom je tg ¢ < tga. Pfedpokladame-li, Ze jde o Sikmy vrh
vzhiiru, bude 0° < o < 90° a 0° < ¢ < 90°. Potom plati ¢ < a.

UvaZme pfedpoklad, 7e maximélni dost¥el nastavé pro thel ¢ < o = 45°. Budeme-li
znét v,, zjistime i v a @.

K feSeni Gilohy zavedeme novou soustavu soufadnic (x’, ¥') podle obr. 3. Potom
plati pro kazdy bod paraboly

4) x' = vyt cos o
(%) y = votsina — 4 gt?.
. Obr.l. y Obr. 3.
Vv
imblf ¥
A
I'h
I
o« [,
m d [d,0Ix’ 0 [d,0] X
y Obr. 2.
y Obr. 4.
W'=45° p=38°
h
o =45° d
x X
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Maximalni vzdélenost vrhu je dana podminkou y’ = 0, tedy
(6) votsine — 4 gt2 =0,

Odtud kofen t; = 0 nevyhovuje podminkim ulohy, t, = 2v, sin «/g. Vzdalenost
m + d se urci

2upsina 3 sin 2o
g g

(7) m + d = vy cos
Podle podminky v textu tlohy lze usoudit, Ze pro x' = m plati y’ = h. Abychom se
vyhnuli derivovani, uZijeme tohoto postupu:

2 sin 2«
®) m = DosinZe
g

d.

Z rovnice (4) lze urgit &as Tpro x' = m:

m

) T= .
Vg COS o

ZapiSeme dal§i podminku: v éase Tje y = h, takzZe

h =v,Tsina — }gT?,
2
m
=mtgo — Tg__ .
205 cos? a
Do tohoto vyrazu dosadime za m z rovnice (8) a po algebraickych tpravach ziskame
vztah

2
(10) to = gd :
(d sin 2a — 2k cos? a)

Tim je tiloha vyfeSena obecn&; miZeme volit kterykoli z parametrii d, « za podminky,
Ze vyraz pod odmocnitkem bude nezdporny a pfitom v, = 0. Déle postupujeme takto:

Zda se byt logické, Ze ma-li vzdalenost d pfedstavovat ,,maximalni sportovni vykon‘
koulafe, volime optimélni drahu koule pro « = 45°. Proto

gd* < . . gd?
vy = — a se znaénou piesnosti v = [——.
(d —h) d+h

ProtoZe d = 20 m, h = 2 m, budou &iselné vysledky pro dané hodnoty (rozmérovou
zkousku neni potfeba provadét pisemng): v3 = 218 m? s™2; tedy v, = 14,8 m s~ ! podle
vztahu (10). Dale v, = v, cosa = 10,5ms™ 1.

Podle vztahu (8) je m = 2,2 m. Podle (9) je T = m[v, = 0,21s.

Uréime jest& slozku v, v bod& [m; h]: v, = vysina — gT = 8,4 ms~'. Velikost
rychlosti v bod& [m; h] |v[ = /(02 +v}) = 134ms™".
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Uhel ¢ stanovime ze vztahu tg @ =v,:v, = 0,8, tedy o = 38°40".

Uvazime-li podminky dané v tloze i zjednoduSujici pfedpoklady uvedené v ramci
fyzikalni analyzy tilohy, dosahne sportovec hranice 20 m v pfipadé, Ze koule opusti jeho
ruku ve vySce h = 2m nad zemi rychlosti v = 13,4 ms~! pod thlem ¢ = 38°40’
k horizontu. Obecny vypo&et po&atedni rychlosti v vrhu koule vychézi ze vztahu (10),
takZe v zavisi jak na po&ateéni vy3ce koule nad zemi, tak na vzdalenosti, jiZ se ma
dosahnout.

Diskuse feSeni: V prib&hu feSeni jsme udinili n€které pfedpoklady, jeZ podstatné
ovlivnily nejen zpisob matematického zpracovani, ale i fyzikalni opravnénost feSeni
daného vztahem (10). Obr. 4 ukazuje, Ze existuje vice neZ jedna parabola, ktera prochézi
body [0; k], [d; 0]; ke kazdé parabole pfislusi jina po¢ateéni rychlost vy, tihel a a odpo-
vidajici vzdalenost m. Pfi feSeni jsme déle pfedpokladali, Ze je-li vyraz (m + d) maxi-
mélni, bude téZ dostfel d maximalni. To v3ak plati jen pro & —0, (neboli pro m — 0.,),
tj. feSeni je pfipustné pouze pro h < d. Lze také ukazat, Ze pro h = d neexistuje zadna
parabola takova, aby uhel o = 45°, Proto je uvedené feSeni pouze pfiblizné; piesnost
vysledku pro h < d vSak postacuje.

K dosaZeni pfesn&jsiho feSeni se vratme k obr. 1 a vztahtim (1) a (2). Plati

(1) X = vt Cos @
2) y=otsing —3gt® +h.

Z pocate€nich podminek plyne: t = 0, pak x = 0, y = h, dile pro x = d je v = 0.
Ze vztahu (1) dosadime za &as t do (2) a dostaneme

2

gx
3 y=xt — — + h.
) it 20% cos? ¢
Pro misto dopadujey = 0, x = d:
gd?
0=dtgep — ———— + h.
8@ 20v% cos? ¢

Existuje tedy pfi danych hodnotach d, h jednoznaény vztah mezi v a ¢. Cilem feSeni

vvvvv

= Imv?, v tom pfipad& se koulaf ,,namaha‘‘ co nejméné a koule dopadne pravé do
vzdalenosti d od n&ho. Odtud

2
(1) v? = &d :
_ 2(h + dtg @) cos® ¢
2
(12) b= \/ L
2(h + dtg ¢) cos® ¢

Lze psat
v=C[(h + dtg ¢)cos® ¢]~ 12,
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kde C = ,/gd?|2. Hled4me minimélni hodnotu v a k ni odpovidajici Ghel ¢:

;E = — 3 C[(h + dtgp)cos? ]3>,
¢

.[2cos<p(— sin @) (h + d tg @) + cos? ¢ r12 ]
cos? ¢

Podminka pro existenci extrému je dv/de = 0, tedy

(13) d — hsin2¢ — dsin2ptgep =0
a odtud

(14) tg2¢ = d/h.

Tedy

(15) Pmin = Y arctgd/h.

Ditikaz, Ze pro ¢ dané vztahem (15) nastavd minimum, provedeme pomoci druhé
derivace d?v[dg?.

Ddle plati
— h + J/(h? + d?)
16 tg = H
(16) ¢ y
1

17 cos? = ——
(17) = e

2
(18) cos? ¢ = d

2k — 2h /(W + d%) + 24
Po dosazeni ze vztahii (16) a (18) do vztahu (12) vychézi po Gipravé

(19) Vmin = /8 [V(H? + d%) — h].
a po dalsi upravé

_ gd*
) e = \/ l:d\/(l + h?d?) + h]'

Obecné je tedy odpovéd na problém tlohy déna vztahy (15) a (20). Kontrolu vysledkd
provedeme limitnimi pf¥ipady. Pro h — 0, plati

lim tg 2¢ = lim é= + o0.
h=0.4 h-0, h

Potom 2¢ = n[2, ¢ = 45°.

Soudasné pro h — 0, je

im 6, = lim J[(#* + &%) = ] V& = (84).
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Pro parabolu s thlem vrhu « = 45° a délkou dostfelu d plati x,,, = v*[g = d,
tedy v = \/(gd), tj. lim vy, = v. Vztah v, =./[gd?/(d + h)] je platny pro h < d,
h—04

takZe dfivéjsi feSeni s ivahou, Ze parabola pro po&ateéni tihel vrhu a = 45° je energeticky
nejvyhodnéj§i, pfedstavuje pouze pfibliZeni skuteénému vysledku.

Pro dané hodnoty h = 2m, d = 20 m je tg2¢ = 10; ¢ = 42°10’. Minimalni po&a-
te¢ni rychlost, kterou je tfeba kouli pod timto ihlem hodit, aby dopadla pravé do vzda-
lenosti dy, je Umin = 13,3ms™1,

Poznimka: Obvykle se dosaZeni dvacetimetrové hranice oznaduje v obecném jazyce
jako ,,sportovni vykon*, ackoliv jde o jistou vzdalenost. Pro uvedeni koule z klidu do
pohybu s rychlosti v za Cas At je potfeba vykonat ur&itou praci a lze odhadnout vykon
sportovce. Pfedpoklddejme, Ze se koule pohybovala v ruce sprotovce rovnomérné
zrychlend se zrychlenim a = v/At, tj. koulaF uvadi kouli do pohybu konstantni silou
F = ma = mv[At. Drahu koule v ruce sportovce zvolime s = 2 m, proto vykon

p=4_5
At At

Na druhé strané lze vykon stanovit z velikosti kinetické energie
p="
At’

kde W, = $mv? je kinetick4 energie koule v okamziku, kdy opousti ruku sportovce.
Srovnanim obou vztahli pro vykon lze stanovit odhadem dobu pohybu koule v ruce
sportovce At = 2s[v, kde za s dosadime velikost drahy pohybu koule v ruce sportovce.
Tedy vykon

Rozmérova zkouska:
3.-3
[P] = kgm's™" _ kgm?s™3 = W.
m

Pro dané hodnoty m = 7,25kg, s =2m, v = 133ms ! je P =22.10° W.
Vykon sportovce je asi 2,2 kW.

Didaktické zAvéry

Ulohu je mozno fesit n&olika zptsoby, jeZ z4visi na stupni zjednoduseni problémové
situace. Zvolenému zplsobu feSeni odpovid4 i mira pfesnosti vysledku.

a) Na zéklad€ analyzy podle obr. 2 je moZno usoudit, Z¢ koule musi opustit ruku
koulafe pod thlem ¢ < 45°. Jestlize Zdk pochopi tuto skutednost, dostiva se nad
ramec poznatkd o Sikmém vrhu, pfedepsanych osnovami fyziky na gymnasiu.
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b) Realizace vrhu koule z fiktivniho bodu na povrchu zemé je dalSim pfiblizenim k vy-
feseni problému. Ukazuje se, Ze 1ze Ulohu FeSit prosttedky stiedoskolské matematiky.
Predpoklad a = 45° je v8ak nespravny a feSeni plati pouze pro h < d.

c) Uplné feeni vyZaduje znalost matematické analyzy; pfesto i zde bylo nutno uginit
fadu zjednodusujicich pfedpokladii. Toto FeSeni je vhodné pro Zaky vysSich ro¢nikt

gymnasia.

Poznamka: ReSeni uloh se sportovnmi naméty je vhodnou motivaci pro uvedeni
i pom&rn& naro¢nych fyzikalnich problémovych situaci do vyucovani fyzice, popf.
i do prace zakt mimo $kolu. Proto je tfeba uvitat napt. prace [3].

Literatura:
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jubilea
Zpravy

K PATDESIATINAM
PROFESORA JANA JAKUBIKA

Dna 8. oktdbra 1973 oslavil svoje pitdesiate
narodeniny jeden z najvyznamnejSich sloven-
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skych matematikov, profesor RNDr. Jan Jaku-
bik, DrSc. Roky, ktoré zostavaju za nim, st vy-
plnené tvorivou pracou — vedeckou, pedagogic-
kou i organiza¢nou. Po absolvovani Prirodove-
deckej fakulty Univerzity Komenského zaginal
profesor Jakubik ako asistent na Slovenskej
vysokej $kole technickej v Bratislave. Ked sa
v pitdesiatych rokoch znovu zakladalo v Kosi-
ciach vysoké technické $kolstvo, prisiel do Kosic
ako jeden z prvych ucitelov a po€as dvadsiatich
rokov doterajSej existencie Vysokej Skoly tech-
nickej venoval jej vystavbe a rozvoju nemalo
svojich sil a schopnosti. Na tejto $kole posobi
vo funkcii profesora doteraz.

Taziskom vedeckej prace profesora Jakubika
je abstraktna algebra. Venuje sa predovietkym
algebraickym Struktaram s usporiadanim. Vy-
sledky, ktoré v tejto oblasti dosiahol, su pred-
metom zdujmu poprednych matematikov celého
sveta. Profesor Jakubik netvori izolovane; na-
opak, je v stadlom styku s nasimi i zahrani¢nymi
matematikmi pracujucimi v rovnakom alebo
v pribuznych oboroch. Jeho prace su casto
rieSeniami aktudlnych problémov, ktoré su
v popredi zdujmu vyskumnych pracovnikov;
prave preto maju Siroky ohlas v matematickej
verejnosti.

Okrem vedeckej prace si hlboké uznanie
zasluzi vedecko-organiza¢nd &innost profesora
Jakubika. Vyvija ju vo vedeckych kolégidch
matematiky SAV a CSAYV, posobi tiez v re-
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