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Ovaly v projektivnych rovinach
Vaclav Medek, Bratislava

1. Uvod

Projektivna geometria je jednou z klasickych geometrickych disciplin. Poznatky z tejto
oblasti sa hromadili v priebehu mnohych staro¢i. Prvii ucelent teériu publikoval fran-
clizsky matematik V. PONCELET (1788 — 1867) v knihe Traité des propriétés projectives
des figures (1822). V 19. storo&i sa projektivna geometria, najmé zdsluhou francizskych
a nemeckych geometrov, prudko rozvijala. Aj nasi geometri koncom 19. a na zagiatku
20. storoCia sa intenzivne venovali projektivnej geometrii a prispeli mnohymi poznat-
kami do tejto tedrie (E WEYR, J. SoBOTKA, C. JAROLIMEK,-B. PROCHAZKA, B. BYD-
ZovskY, F. KADERAVEK a mnohi ini). O stave tedrie na zadiatku 20. storo&ia sa mozno
poutit z obsiahlej monografie J. VOITECH: Geometrie projektivni (1932).

Obdobie okolo prvej svetovej vojny znamenalo prakticky zaviSenie klasickej projek-
tivnej geometrie (t. j. projektivnej geometrie budovanej nad telesami redlnych a kom-
plexnych &isiel). Ale uZz predtym sa ukazuji priznaky (najmi u anglickych a americkych
geometrov) renesancie projektivnej geometrie v tom zmysle, Ze sa za&inaju Studovat
omnoho vSeobecnejSie Struktiry. Tato modernd projektivna geometria sa rozvijala
v obdobi medzi svetovymi vojnami a najma po druhej svetovej vojne, ked sa objavil
cely rad fundamentédlnych viet. Objavili sa tizke stvislosti s modernymi algebraickymi
Strukturami, ¢o podstatne ovplyvnilo dalsi rozvoj tedrie. Zaujem sa sustredil najmi
na Studium projektivnych rovin a dnes uZ existuje mnoho ucebnic a monografii o pro-
jektivnych rovindch (jednou z prvych je G. PICKERT: Projektive Ebenen (1955) a nateraz
najobsiahlejSou monografiou o konecénych projektivnych rovinach je P. DEMBOWSKI:
Finite Geometries (1958)).

2. Projektivne roviny

PretoZe projektivna geometria priestorov rozmeru vicSiecho ako 2 sa v podstate
nevelmi 1i3i od klasickej projektivnej geometrie (pozri napr. [1]), uvediem len niektoré
zakladné pojmy a poznatky z tedrie projektivnych rovin.

Projektivna rovina (v dalSom budeme hovorif nieckedy struéne aj len o rovine) sa
definuje axiomaticky tak, aby axiomy vyjadrovali tie najvSeobecnejSie vlastnosti roviny.
Preto projektivnu rovinu definujeme ako neprdzdnu mnozinu bodov s istymi podmnoZi-
nami, ktoré nazyvame priamkami, a s relaciou incidencie bodov a priamok, pri€om
platia tieto tri axiomy:

P 1. KaZdé dva rézne body su incidentné prdve s jednou priamkou;

P 2. kaZdé dve rézne priamky si incidentné prdve s jednym bodom;

P 3. existuju také §tyri body, z ktorych Ziadne tri nie su incidentné s jednou priam-
kou.
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Namiesto re€enia ,,bod incidentny s priamkou,, hovorime tieZ ,,bod leZi na priamke*,
,,priamka prechadza bodom* a pod.

Uvedené tri axiomy si natolko vSeobecné, Ze len na ich podklade moZno odvodit
iba mdlo vlastnosti projektivnej roviny. Jedna z najdolezitejSich vlastnosti, ktordi mozno
odvodit na podklade axiém P 1.—P 3. je t4, Ze vietky priamky jednej projektivnej
roviny maju ,,rovnaky podet bodov, alebo presnejsie: dve priamky a, a’ jednej pro-
jektivnej roviny ako mnoZiny bodov su ekvivalentné. Dokaz tohoto tvrdenia je velmi
jednoduchy (obr. 1.). Mimo priamok a, a’ si zvolime bod O (d4 sa dokézat, Ze taky bod
vzdy existuje) a spojnica bodu O s bodom A € a nech pretne priamku a’ v bode A4’
Tym sme nasli bijekciu mnoZiny vSetkych bodov priamky a na mnoZinu vSetkych bodov
priamky a’.

V suvislosti s tymto poznatkom sa vynaraju najma tieto dve otazky: 1. i existuji
projektivne roviny s Tubovolnou mohutnostou mnoZiny bodov na priamke a 2. & dve
roviny s tou istou mohutnostou mnoZiny bodov na priamke su uZ izomorfné (t. j.
&i existuje takd bijekcia bodov jednej roviny na druhu rovinu, Ze priamky sa zobrazia
opét do priamok).

Odpoved na prvu otdzku nie je Gplne zndma. V pripade kone&nych rovin (t. j. takych,
ktoré obsahuji kone&ny podet bodov) hovorime, Ze rovina ma rad n, ak kazda jej priam-
ka obsahuje prave n + 1 bodov. Je zname, Ze existuji roviny radu n = p% kde p > 1
je prvocislo a q je prirodzené &islo. Roviny iného radu sa doteraz nepodarilo skonstruo-
vat a vznika preto domnienka, Ze roviny iného rddu ani neexistuju. Najlepsi vysledok
o existencii roviny rddu n predstavuje Bruck-Ryserova veta (1949): Ak n = 1, 2 (mod 4)
a ak sa ned4 pisat n = a® + b2, kde a, b su prirodzené &isla, potom neexistuje rovina
radu n. Podla tejto vety neexistuji roviny s radmi 6, 14, 21, atd. Existuju roviny radu 2,
3,4,5,7, 8,9, atd; nevie sa ni€ o existencii rovin radu 10, 12, 15, atd. Nekoneéné roviny
existuju pre vietky mohutnosti bodov na priamke.

Pokial ide o druhu otdzku, vie sa, Ze roviny radu 2, 3, 4, 5, 7, 8 st svojim radom
jednoznadne urené (aZ na izomorfizmus). St v§ak zndme viaceré navzdjom neizomorfné
roviny radu 9. VSeobecnejSie plati: Existuju aspoil dve neizomorfné roviny rddu p?,
kdeg > 1ap > 2([2]).

Mnoho 1silia sa venovalo §tidiu kolinedcii, t. j. automorfizmov projektivnych rovin.
V projektivnej rovine nemusia existovat ani tie najjednoduchsie kolinedcie — perspek-
tivne kolineacie. Perspektivna kolineacia je taka kolineacia, ktora ponechava invariant-
nymi vietky body jednej priamky o (os kolineécie). Potom sa d4 dokézaf, Ze existuje
taky bod S (stred koline4cie), e kazdd priamka nim prechddzajiica je invariantna.
Prislu$nd situdcia je zndzornend na obr. 2. Nech obrazom bodu A4 je bod A’; potom
obraz bodu B leZi na priamke SB a priamky AB, A'B’ sa musia pretinat na osi 0. Obraz
bodu C mdzeme teraz ndjst alebo pomocou bodov A, A" alebo pomocou bodov B, B'.
Ak kolineacia existuje, musime v obidvoch pripadoch dostat ten isty bod C'.

Z obr. 2. je bezprostredne vidiet, Ze existencia perspektivnej kolinedcie stivisi s De-
sarguesovou vetou: Ak spojnice odpovedajucich vrcholov dvoch trojuholnikov A ABC,
A A'B'C’ prechiddzaju jednym bodom, potom prieseCniky odpovedajicich stran leZia
na jednej priamke.

Desarguesova veta sa uvadza ako dalSia axioma P 4. projektivnych rovin a je ekvi-
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valentn4 s existenciou vietkych perspektivnych kolinedcii v tej rovine. Dalej je ekvi-
valentnd s tym, Ze t rovina je izomorfna s rovinou nad telesom T. Teles4 sti zndme alge-
braické Struktury. Vytvorime kartezidnsky su€in T x T x T a na fiom reldciu ekvi-
valencie ~ takto: (a, b, ¢) ~ (a’, b, ¢’) <> @’ = ak, b’ = bk, ¢’ = ck, kde k # 0
(prvok (0, 0, 0) vyluujeme zo svojich tvah). Potom body roviny s triedy ekvivalencie
[m, n, p] pri reldcii ~ a priamky si mnoZiny vietkych takych bodov [x, y, z], Ze
o prvkoch x, y, z plati ax + by + cz = 0, kde aspoii jeden z prvkov a, b, ¢ je rézny
od nuly.

Obr. 3.

Ako dalSia axioma P 5. sa zavadza tzv. Pappova veta: Nech a, a’ si dve rézne priamky
v rovine a nech rézne body A, B, C leZia na priamke a a rézne body A’, B', C' leZia
na priamke a'; potom body P = AB' n A'B, Q = AC' n A’'C a R = BC' n B'C lefia
na jednej priamke. Axioma P 5. je ekvivalentnd s tym, Ze rovina je izomorfna s rovinou
nad komutativnym telesom T. Axioma P 4. je teda dosledkom axiémy P 5. Pre koneéné
projektivne roviny su axiémy P 4. a P 5. ekvivalentné. Existuju vSak také nekone¢né
desarguesovské roviny, v ktorych neplati axioma P 5. (napr. rovina nad telesom kvater-
niénov). Roviny vyhovujiice axiéme P5. nazyvame pappovskymi. Redlna, resp. kom-
plexn4 projektivna rovina (t. j. rovina nad telesom redlnych, resp. komplexnych &isiel)
st najznamejie priklady pappovskych rovin.
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Priklad nedesarguesovskej roviny je Moultonova rovina (obr. 3.): V roziirenej Eukli-
dovej rovine ponechame vSetky body, zavedieme pravouhli sdradnicovu sistavu,
a priamky Moultonovej roviny budi mnoZiny bodov {[x, y] : x = k,aleboy = mx + k,
kde m = 0} a {[x,y]:y = mx + k,ak x 2 0, y = m[2x + k, ak x < 0, kde m < 0}
Spojnice odpovedajucich vrcholov trojuholnikov A ABC, A\ A’'B’C’ prechddzaji jednym
bodom, ale priamky, na ktorych leZia ich odpovedajice strany, sa nepretinaji na jednej
priamke.

3. k-obliky

k-oblik v projektivnej rovine je mnozina obsahujica prave k bodov, z ktorych Ziadne
tri neleZia na jednej priamke. Najjednoduchsie k-obluky st 3-obluky a 4-obliky ($tvor-
rohy), ktoré existuji v kazdej projektivnej rovine.

Jednym zo zakladnych problémov v tedrii k-oblukov je problém uplnych k-oblikov.
Uplny k-obluk je taky k-obluk, ktory nie je &asfou Ziadneho h-oblika, kde h > k,
&iZe nie je moZné dodat k tomu k-obluku Ziadny dal¥i bod tak, aby vznikol (k + 1)-oblik.
Ide v podstate o to, néjst nejaké vzfahy medzi rdidom roviny a &islom k. Tymto problé-
mom sa hodne zaoberala talianska $kola (pozri [1]).

KedZe priamka moéZe mat s k-oblikom spolo¢né najviac dva rézne body, moze byt
priamka alebo se€nicou k-obluka (ak ma s nim spolo&né prave dva rdzne body), alebo
doty&nicou (ak mé s nim spolo&ny prave jeden bod) alebo vonkajiou priamkou (ak
s nim nem4 Ziadny spologny bod). KedZe kazdym bodom v rovine radu n prechidza
prave n + 1 réznych priamok, kaZzdym bodom k-oblika prechadza prive n — k + 2
doty¢nic.

Z vlastnosti projektivnej roviny vyplyva, Ze &islo k sa mdZe najviac rovnat Cislu
n + 2. Skutoéne, ak A je Tubovolny bod k-oblika, prechidza nim n + 1 rdznych pria-
mok a na kaZdej z nich moZe leZat eSte najviac jeden bod k-oblika. Tieto (n + 2)-obluky
existuju len v rovinach parneho radu a nemaju Ziadne doty¢nice.

V rovine neparneho radu plati: k < n 4+ 1. Skutocne, keby k = n + 2, zvolime
TubovoIny bod O neleZiaci na k-obliku a zostrojime vSetky seCnice k-oblika prechadza-
jice bodom 0. Na tychto seéniciach leZi parny pocet bodov a kedZe n + 2 je neparne
dislo, existuje aspoii jeden taky bod M k-oblika, ktory neleZi na Ziadnej se¢nici bodom
0; potom by ale priamka OM bola doty&nicou (n + 2)-obliika, &o nie je moZné.

4. Ovaly

Oval v koneénej rovine radu n je (n + 1)-oblik. Oval ma v kaZdom svojom bode
prave jednu dotyénicu. Na podklade tejto vlastnosti sa definuje oval aj v nekoneénych
rovinach. VSeobecne je teda oval takd mnoZina bodov, Ze Ziadne tri z nich neleZia
na jednej priamke a v kazdom bode ma préave jednu dotyénicu.

V rovine neparneho rddu prechadzaji bodom mimo ovalu prave dve, alebo Ziadna
dotyénica ([3]). Potom méZeme body roviny vzhladom na ovél rozdelif na tri mnoZiny:
1. vonkajsie body, ktorymi prechiddzajui dve rézne doty&nice ovélu, 2. body ovélu a 3.
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vnutorné body, ktorymi neprechadza Ziadna dotyénica ovalu. Jednoduchymi kombi-
natorickymi ivahami sa m6Zeme presveddit o tom, Ze v rovine neparneho radu n existuje
vzhladom na oval @ in(n + 1) vonkajSich bodov a 4n(n — 1) vnitornych bodov.
Vonkajsia priamka obsahuje 4(n + 1) vonkajsich aj vnutornych bodov. Se&nica obsa-
huje 4(n — 1) vonkajsich aj vnutornych bodov. ([4]).

V rovinédch parneho radu je situdcia odli$na. Nech s je se¢nica ovalu @ v rovine parneho
radu a nech pretina oval @ v bodoch A4, B. Okrem bodov A4, B leZi na seénici s eSte n — 1
bodov a taktieZ na ovali okrem bodov A, B existuje eSte n — 1 bodov. KaZdym bodom
M e s musi prechadzat asporti jedna dotyCnica ovalu 0, pretoZe vSetky seCnice ovalu 0
bodom M odCerpaji z neho parny pocet bodov a oval obsahuje n + 1, teda neparny
pocet bodov. Potom ale musi kaZzdym bodom se¢nice s prechadzat (okrem bodov A4, B)
prave jedna doty¢nica ovalu @. Nech sa teraz dve rézne doty&nice ovalu pretni v bode O;
potom bodom O nemdzZe prechddzat Ziadna seCnica, a teda bodom O prechddzaji
vietky doty&nice ovalu @. Bod O sa nazyva jadrom ovalu @ a spolu s nim tvori (n +2)-
-obluk v tej rovine.

Utvary tizko sivisiace s ovalmi st kuZeloseky. Zrejme kaZda kuZelosetka v relnej
projektivnej rovine je ovalom. Naopak to vSak neplati. Napr. v rozSirenej Euklidovej
rovine utvar skladajuci sa z polkruZnice a polelipsy (obr. 4.) je ovdlom, ale nie je kuZelo-
seCkou. KuZeloseCku mozZno definovat aj vo vSeobecnejSich rovinach, ako je redlna
projektivna rovina. V pappovskych rovindich moZno pouZit na definiciu kuZelosecky
tzv. projektivne zvazky priamok.

Obr. 4. /\ Obr. 5.

Projektivne zvazky priamok mozno definovat vo vS§eobecnych projektivnych rovinach.
Najprv definujeme perspektivitu medzi dvoma zviazkami priamok takto (obr. 5.):
Nech 04, 0, st stredy danych zviazkov priamok a nech p je priamka, ktord neprechadza
Ziadnym z bodov Oy, O,; potom obraz priamky a, prechddzajicej bodom O, je priamka
a, prechadzajiica bodom O, a pretinajuca priamku a; v bode na priamke p. Ak tento
postup zopakujeme koneCny pocet krat, dostaneme zobrazenie zvizku so stredom O,
na zvazok so stredom O,, ktorému hovorime projektivita. Da sa dokdzat, Ze v pappov-
skych rovinach je projektivita uréend troma réznymi priamkami a ich r6znymi obrazmi.
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Ak su stredy zvidzkov rézne, je mozné prislusni projektivitu zloZit vZdy z dvoch per-
spektivit.

Ak mame také dva projektivne zvazky priamok v pappovskej rovine, potom priesec-
niky priamok jedného zvdzku s ich obrazmi v druhom zviazku tvoria kuZelosecku.
To je Steinerova definicia kuZelosecky, ktord je vZidy ovalom. Takym istym sp6sobom
mozno definovat kuZeloseCku aj vo vSeobecnych rovindch, napr. v desarguesovskych
(pozri [5]), alebo inych (pozri [6]). Oviem takto definované kuZelosetky v tychto vieo-
becnejsich rovinach uz nemusia byt ovalmi. O koneénych rovinach plati Segreho veta
([7]): Kazdy ovél v kone&nej desarguesovskej rovine neparneho radu je kuZelosecka.

V rovinach parneho radu nie je kazdy oval kuZeloseCkou. Nech O je kuZelosecka
v rovine parneho radu n > 7; potom v3etky jej doty&nice prechadzaju jadrom O a body
kuZeloseCky O spolu s jadrom O tvoria (n + 2)-oblik. Ak z tohoto (n + 2)-oblika
vynechame jeden bod A4 rézny od bodu O, dostaneme oval @’. Ovaly @ a 0’ maji potom
spoloénych viac ako 5 bodov a oval ¢’ nembZe byt kuZeloseSkou, pretoZe 5 bodmi
prechadza jedind kuZeloseCka, v tomto pripade kuZelosecka 0.

Vseobecne o poéte spoloénych bodov dvoch ovélov v koneénej rovine neparneho radu
plati: Ak n > 5 a ak majui dva ovaly spoloénych viac ako polovicu svojich bodov,
potom su totozné ([3]). V rovinach parneho rddu mdzu mat dva rézne ovély spolo&nych
aj n bodov (napr. ovaly 0 a 0’ z predchadzajuiceho prikladu maji spolo¢nych n bodov).

S tymito Givahami stivisi takyto problém: VSeobecne nie je mozné zvolit v rovine radu n
hocijaky k-oblik " (k > (n + 1)[2) ako &ast ovalu. Ako treba zvolif k-obluk ", aby
bol ¢astou ovalu a ako sa daju skonStruovat jeho dalSie body?

Zaujimavé su niektoré vztahy medzi vlastnostami ovalu a Struktirou prislu$nej roviny.
Napriklad oval sa nazyva perspektivny, ak ku kazdému bodu S neleZiacemu na ovali ¢
existuje takd perspektivna kolinedcia so stredom S, ktord ponechava oval @ invariantny.
Potom plati: Ak v desarguesovskej rovine existuje perspektivny oval, tak rovina je
pappovské ([8]). Predpoklady tejto vety st velmi silné; pravdepodobne by sa dali
zoslabit v tom zmysle, Ze by sa nepoZadovala existencia vSetkych perspektivnych
kolinedcii, ale len niektorych.

Podobny vzfah dostdvame pre tzv. pascalovské ovaly; oval sa nazyva pascalovsky,
ak kazda 6-tica 4, B, C, D, E, F jeho bodov je pascalovska, t. j. plati, Ze body P =
= AB n DE, Q = BC n EF a R = CD n AF leZia na jednej priamke (ak st niektoré
dva susedné body totoZné, je ich spojnicou doty&nica ovélu v tom bode, obr. 6.). Ak
v projektivnej rovine existuje pascalovsky ovél, potom rovina je pappovska a oval
je kuzelosecka ([9], [10]). Predpoklady tejto vety by bolo mozné pravdepodobne tieZ
oslabit.

O prvu klasifikdciu ovalov sa pokusil OsTRoM ([11]), ale jeho klasifikdcia je netplna.
Uplnu klasifikdciu ovdlov popisuje BuekenHOUT ([12]).

Buekenhout vychadza z inej definicie ovalu. Predstavme si oval @ a bod I mimo neho
(obr. 7.); zobrazenie # ovalu 0 na seba mdZeme skonStruovat takto: obraz bodu 4 € @
je druhy priese¢nik priamky IA4 s ovalom, ak priamka I A4 je se¢nicou; ak je priamka IA
dotyénicou, je bod A invariantnym bodom zobrazenia £. Je vidiet, Ze zobrazenie S
je involuciou. Tieto zobrazenia berie Buekenhout za zdklad pri definicii ovalu, pricom
ho definuje samostatne bez ohladu na to, ¢i leZi v nejakej projektivnej rovine: Ovél
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je mnoZina bodov spolu so stistavou involticii, ktoré spiiiaju tieto podmienky: 1. ka?da
involtcia je involutérna, 2. pre kazdé dve dvojice bodov (4, 4,), (By, B,), kde 4, + B;
(i, J =1, 2) existuje prave jedna involucia, ktord vymietia A; s B, a 4, s B,, 3. existuju
aspoti tri body. Oval, tak ako sme ho definovali predtym, nazyva projektivhym ovalom.
Zrejme kazdy projektivny oval je ovdlom. Opak nemusi platif a vznika otdzka vnori-
telnosti ovalu do projektivnej roviny. Jedna podmienka vnoriteInosti je tito ([13]):
Nech 4, # st dve rdzne involicie, ktoré nemajui Ziadny spoloény invariantny bod; potom
existuje prave jedna taka involucia X~ # £, #, ktord je zimenna s obidvoma involticiami
4, # (involicie £, " st zimenné prave vtedy, ak SH = A" F).

Buekenhout klasifikuje ovaly pomocou istej incidenénej Struktiry 2(0) priradenej
ovalu 0. Body $truktiry 2(0) su vietky body ovélu 0 a vietky involucie. Priamky $truk-
tury W((O) su: 1. dva body ovalu 0 a vSetky involticie, ktoré ich zamietiaju, 2. bod ovilu @
a vSetky tie involucie, ktoré maju ten bod invariantny. Projektivita na ovali @ je per-
mutdcia, ktord je zloZenim koneCného poétu involucii. Automorfizmus ovélu je per-
mutécia zachovavajlica involicie. Involicia se nazyva regulirnou, ak je automorfizmom.
Priamka 3truktiry 2(0) sa nazyva regularnou, ak vietky jej involicie su reguldrne.
Priamka z & (0) sa nazyva pascalovskou, ak projektivita zloZzena z TubovolInych troch
jej involucii je opat involiiciou. Takato priamka sa nazyva preto pascalovskou, pretoze
niektoré Sestice bodov ovalu @ su za uvedeného predpokladu pascalovské. Nech bod
A € 0 nelezi na danej pascalovskej priamke a nech postupne plati: #4 = B, #B = C,
HAC =D, A =F, §F = E. Ak je priamka pascalovska, musi S X = A ¢F CiZe
IINA = A §FA; potom spojnica I E musi prechddzat aj bodom D a Sestica bodov 4,
B, C, D, E, F je pascalovska.

Ovily sa klasifikuju podIa toho, €o tvori mnoZinu jej vSetkych reguldrnych priamok.
Su tieto moznosti: I. prazdna mmoZina, II. jedna seénica, III. jedna doty¢nica, IV.
vietky dotyénice, V. vietky doty¢nice a vSetky seénice. Typ V. méd tieto podtypy:
1. Ziadna pascalovskd priamka, 2. vSetky dotyCnice st pascalovské, 3. vietky secnice
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su ‘pascalovské, 4. v¥etky priamky z 2(0) su pascalovské (tito poslednu triedu tvoria
kuZelosecky).

Pri dokazoch roéznych tvrdeni o ovaloch sa pouZivajii rézne stiradnicové ststavy
viaZice sa na oval ([9], [12], [14]).

Nakoniec by som uviedol jednu vlastnost ovalov, ktord ich odliSuje od kuZeloseCiek.
Ak si na kuZeloseCke v redlnej projektivnej rovine zvolime 4 rézne body 4, B, C, D,
dostdvame S$tvorroh a jeho diagondlne vrcholy X, Y, Z tvoria polarny trojuhoinik
(obr. 8.); potom dva z bodov X, Y, Z si vZdy vonkajsie a jeden je vnutorny bod. Dalej,

Obr. 8.

ak ponechame jeden z bodov X, Y, Z (napr. X) pevny a body 4, B, C, D menime tak
aby bod X bol diagondlnym vrcholom §tvorrohu 4, B, C, D, potom body Y, Z sa pohybuji
po priamke, ktora je polarou bodu X. Ani jednu z tychto vlastnosti nie je moZné preniest
na ovaly. Existuju ovaly, kde vSetky tri vrcholy poldrneho trojuholnika st napr. von-
kajsie body. Existuji ovély, kde pre niektoré body X leZia body Y, Z na tej istej priamke,
zatial ¢o o inych bodoch to neplati.
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