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vyucovani

UNIK STUDENTOV Z FAKULTY*)

Bohuslav Sivdk, Igor Kmef

1. Zostavenie rovnice

Je vSeobecne zndme, Ze jednorozmerny
pohyb c¢astice s hmotnostou m v poli po-
tencidlu U(x) je popisany Schrddingerovou
rovnicou (pozri napr. [1])

(1) = #n*.9"(x)]2m + U(x). ¥(x) =
=E.y(x).

VInov4 funkcia ¥(x) popisuje nie okam-
Zita polohu dastice, ale md ten vyznam,
Ze kvadrdt absolitnej hodnoty veli€iny
y¥(x) je priamo timerny hustote rozdelenia
pravdepodobnosti vyskytu &astice v bode
so suradnicou x. Viazané stavy sa vyzna&u-
ju prdve koneénou hodnotou integrdlu

J i:|¢(x)|2 .dx.

Konkrétna hodnota integrdlu nemd fyzi-
kdlny vyznam. Obvykle sa vinovd funkcia
normalizuje tak, aby sa tento integrdl
rovnal jednej. V dalsom vSak pre jedno-
duchost budeme pouZivaf nenormalizova-
nu vinovu funkciu.

Ak chceme poufif rovnicu (1) na popis
uniku $tudentov z fakulty, musime najprv
popisaf potencidl U(x). Student bude in-
terpretovany ako Castica, ktord sa modZe
nachddzaf v bode s TubovoInou kladnou

*) Pozndmka redakce. Doufdme, Z%e tento
ne tak zcela vd¥né minény &ldnek najde pochopeni
u étendti.
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suradnicou. Predstavujeme si, Ze Student
$tuduje, ak je jeho vlnovd funkcia prevaZne
sustredend blizko bodu x = 0. V bode
x = 0 je nekoneéne vysokd potencidlovd
bariéra. Priebeh potencidlu pre x >0
naznaGuje pOsobenie ,,sily* sprava dola-
va — pozri obr. 1. Takyto potencidl nie je

dobry na vypocty, preto si potencidl trochu
zidealizujeme — pozri obr. 2. Samozrejme,
existencia nekonedne vysokej potencidlo-
vej bariéry md za ndsledok zmenu integra¢-
ného intervalu (defininého oboru vino-
vych funkcif). Rovnicu (1) teda budeme
rie§if s podmienkami:

(2) y(0) =0, I:mlw(x)lz.dx < +o.
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Interpretdcia potencidlu je jednodu-
chd — ,sila* smerom sprava dolava je
nevyhnutnd na to, aby S$tudenti nedali
prednost inému spdsobu vyuZitia voIného
%asu neZ je 3tidium. (Pozri obr. 3.)
Z praxe vieme, Ze takdto ,.sila‘“ naozaj
existuje a Ze pomerne Uéinne zabraiiuje
Studentom odchddzat z fakult (nebudeme
tu rozoberaf charakter uvaZovanej sily
ani & jej velkost je primerand potrebdm
spolo&nosti).

Potencidlovd funkcia vyzerd takto:

0,ak 0<x<a,
©) U(x)_{A, ak x >a.

Cislo A > 0 uddva vysku potencidlovej
bariéry, &islo a > 0 irku potencidlovej
jamy. Energia E viazanych stavov nutne
spliia podmienku 0 < E < A.

2. RieXenie rovnice

Aby vlnovd funkcia mala fyzikdlny
zmysel, musi byt spojitd spolu so svojou
prvou derivdciou. Potencidlovd funkcia je
v bode x = a nespojitd. Bod nespojitosti
rozdeluje integraény interval na dve c&asti
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a na kaZdej z nich je funkcia U(x) kon3tant-
nd. Preto najprv vyrieSime rovnicu (1) na
kaZdom ¢iastoénom intervale zvldst. Vino-
vu funkciu teda hladdme v tvare

v = (i e 225 Y.
Podmienky spojitosti funkcii ¥, Y’ na
rozhrani si potom:

¥i(a) = ¥2(a), ¥1(a) = ¥i(a) .
Vintervale 0 £ x < a mdme podTa (1):
—h?2 . Yi(x) = 2mE . y,(x),

odkial s vyuZitim okrajovej podmienky
¥1(0) = 0 dostaneme aZ na multiplikativ-
nu kon$tantu jednoznacne

(4) Yy(x) = sin (gx),
kde g = /(2mE[r?).

V intervale a < x < 400 bude podobne
B2 . Y3(x) =2m.(A — E). y5(x).
Aby integrdl v (2) bol kone&ny, musi byt

O] Yi(x) = k.exp(—rx),
kde r = /(2m . (4 — E)[n?).
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Podmienky spojitosti na rozhrani potom
budu

©)

sin (qa) = k . exp (—ra),
q.cos(qa) = —kr.exp(—ra).
Zo (6) moZno vyjadrit k a tak aj vinovi
funkciu:
sin (gx), ak 0 £ x < a,
(1) ¥(x) = {sin(qa) . exp (r(a — x)),

ak x=a.

Vydelenim prvej rovnice (6) druhou dosta-
neme

tg(qa)lg = =1fr.

Po dosadeni za g, r dostaneme rovnicu pre
urenie energie E. Pre jednoduchost za-
vedieme najprv bezrozmerné veli€iny ¢ =
= (a[h) . /(2mA), s = \/(E|A). (Prvd cha-
rakterizuje potencidl a druhd kvantovy
stav Gastice.) Zrejme

¢c>0, 0<s<1.

Hodnotu ¢ nepozndme a v dalfom ju
budeme len odhadovat. Potom na uréenie s
(a teda aj energie E = A . s*) médme trans-
cendentni rovnicu

® o) = —s-).
Pri hladani korefiov rovnice (8) moZno
pouZif vzfah

c.s=n.n — arctg (s//(1 — s?)),

ktory sa dd pisat aj jednoduchsie:

©)

V tomto vztahu n je kvantové Cislo.

s=c"!'.(n.n — arcsin (s)) .

3. Numerické vypolty

Pre kazdi hodnotu ¢ > 0 md rovnica
(8) len koneény podet kladnych rieSeni s,
a teda existuje len konedny pocet ener-
getickych hladin odpovedajucich viazanym
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stavom. Cim niZ8ia je energia (a teda aj 5),
tym silnejdie je Student viazany (musi
vynaloZit viac energie na to, aby sa dostal
do oblasti spojitého energetického spektra
E > A). Podla naich pedagogickych sku-
senosti moZno postulovat existenciu dvoch
viazanych stavov: zdkladny stav odpovedd
,,zanietenému‘‘ §tudentovi, ktory md sku-
toény zdujem o zvoleny odbor Studia.
Vys8i energeticky stav odpovedd $tuden-
tovi, ktory prisiel na fakultu preto, lebo
ho ni¢ lepSie nenapadlo a do vyroby alebo
na vojnu sa mu nechcelo. Podet viazanych
stavov je rovny 2 prdve vtedy, ked 3n/2 <
< ¢ £ 512, pre ¢ teda mdme piiblizne
interval
4.71239 < ¢ < 7.85398.

VyrieSime rovnicu (8) pre ¢ = 5. PouZije-
me na to (9). Pre n = 1 podla (9) dosta-
neme:

s = (m — arcsin (s))/5 .

Tento vzfah moZno pouZif na hladanie s
itera¢nou met6dou. Z orientatného grafu
odhadneme pribliZni hodnotu koreiia
s = 0.5 a potom vZdy dosadime hodnotu s
do pravej strany (vysledok prehldsime
za novi aproximdciu korefia). Iteraind
metdda konverguje s vysledkom

s; = 0.5191478
E, = 0274,
cs; = 2.595739.

Pre n = 2 popisand iteralnd metéda uZ
diverguje. Preto treba pocitat pomocou
inverznej funkcie:

s = —sin(5s).

Z orienta¢ného grafu odhadneme pribliznu
hodnotu korefia s = 1 a iteranou met6-
dou dostaneme (pravda, tu je konvergencia
znatelne pomal§ia a potrebujeme viac
iteradnych krokov):
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s, = 0.981259
E, = 0.964,
csy = 4.906295 .

Skusime ind hodnotu: ¢ = 7. Podobnym
postupom ako vysSie dostaneme takéto
vysledky:

n=1: s = 0.3913555,
E, = 0.154,
csy = 2.739489,

n=2: s,=07716738,

E, = 0.604,
cs, = 5.401717 .

Vypocitajme pravdepodobnost prenik-
nutia $tudenta do oblasti x > a v oboch
pripadoch. Oznacme

I, = J:lzp(x)lz .dx,
I, = J‘a mllﬁ(x)lz .dx,

potom zrejme
P(x > a) = L[(I, + I,) = 1/(1 + I,[I,).
Priamy vypodet dd

I; = (af2) . (1 — sin (2¢s)/(cs))

I, = a.sin® (cs)/(2¢ . /(1 — s7)).

Po dosadeni za I, I, a s vyuZitim (8)
dostaneme po elementdrnych Gpravdch

1[I, = (2 — 2cs[sin (2cs))[tg? (cs) -
Pre ¢ = 5 teda dostdvame:
n=1: I,I, = 21.27675,
P(x > a) = 0.0449 ;
n=2: LI, = 0.179098,
P(x > a) = 0.8481 .
Podobne pre ¢ = 7 vyjde
n=1: IJI, = 53.11723,
P(x > a) = 0.0185;
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n=2 IJI, = 883518,
P(x > a) = 0.1017..

4. Interpreticia vysledkov

Pohlad na vypoditané hodnoty ukazuje,
Ze pouzity model nedovoluje rozumne
odhadnit P(x > a) pre n = 2; vidime
viak, Ze pre n = 1 tdto pravdepodobnost
nebude velkd. V hrani¢nom pripade
¢ = 32 dostaneme

s; = 0.5444837 ,
E, = 0304,
csy = 2.565819 ,

I,/I, = 18.078818,
P(x > a) = 0.0524 .

Vidime, Ze zanieteny student je na fakulte
silne viazany: pravdepodonost P(x > a)
ndjst ho v oblasti x > a je rddove najviac
5% (asi 1 Student z 19¢&lennej aZ 20&lennej
skupiny); v porovmani so skuto&nou
uspe$nostou $tidia mdZeme teda vyvodit
zdver, Ze zdaleka nie vSetkych prijatych
§tudentov moZno zaradif do kategérie
zanietenych. Pomocou postupu, ktory je
v teérii pravdepodobnosti notoricky znd-
my pod ndzvom ,,veta o Uplnej pravde-
podobnosti‘‘, mbéZeme ziskaf presnu prav-
depodobnost (pozri napr. [2]). Vyjdeme
z redlneho odhadu P(x > a) = 0.30 a do-
staneme:

030=Pn=1).P(x>a|n=1)+
P(n=2).P(x>a|n=2),

0.30 = P(n = 1).0,0524 + 1 —
- P(n=1),

odkial dostaneme pravdepodobnosti

P(n = 1) =074,
P(ln=2)=1—Pn=1)=02.
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To znamend, Ze najmenej 26 9 Studentov
patri do skupiny s n = 2 (excitovany stav),
teda ,,nezanietenych‘‘. Tento zdver je
v dobrom sihlase s experimentdlnymi
idajmi.

Vietky numerické vypodty boli realizo-
vané na programovateInom kalkuldtore
Hewlett-Packard 67. Je preto moZné, Ze
&itatel pri ich kontrole na inom type kal-
kuldtora dostane o mdli¢ko odlisné hod-
noty.
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DVE ZPRAVY O VYUCOVAN({
MATEMATICE VE FRANCI

Jaroslav Sedivy, Praha

Jednani S. mezindrodniho kongresu
o vzd&lavani v matematice (Adelaide, 1984)
se tykalo také tématu ,,Matematika pro
viechny*‘. V pfislu§né sekci vystoupilo
22 tcastnikd, mezi nimi dva z Francie;
jejich sdéleni obsahovala zajimav4 fakta
podloZend dikladnymi vyzkumy. Myslim,
Ze nale {tenafe by mohly zajimat informa-
ce o problémech vyuCovani matematice
v primyslové vyspé€lé zemi s velkymi so-
cidlnimi protiklady. Ostatn&, kdyZ budeme
abstrahovat od spoleCensky podminénych
jevl, zistane je$t¢ mnoho didaktickych
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problémi, které si zasluhuji pozornost
iu nés.

Jean-Claude Martin (Bordeaux) se
drZel tématu a hned v dvodu zformuloval
své stanovisko k nému: ,,Matematika
pro viechny musi byt matematika nejen
pfistupnd, ale také zajimavd pro vSechny
nebo aspoii pro vétsinu.‘‘ Pak viak s timto
idedlem konfrontoval situaci ve fran-
couzskych vyb&rovych stfednich 3koldch,
které 1ze absolvovat i bez hlubiiho studia
matematiky. Uvedl, Ze z kaZdého tisice
studentd vstupujicich (v 11 letech) do
té&chto kol jen 100 maturuje z matematiky
a nejvy$ 5 studuje dal matematiku nebo
informatiku.

Pfedmét matematika se v niZich t¥i-
déch té&chto kol stal v poslednim desetileti
néstrojem selekce dé&ti; na jeho konto
pfipadéd vice propadani neZ na franitinu,
do té doby nejobavané&j§i pfedmét. Kazdy
nedostatek ve vyuCovani matematice ma
vazné disledky pro Zivotni drahu jedinci
i pro celospoleenské zdjmy. Chybi di-
kladné psychologické zmapovéani popula-
ce, které by ukdzalo vyvoj schopnosti
abstrahovat a dalSich psychickych funkci
nezbytnych pro Gsp&¥né studium matema-
tiky.

Pfili§ rany a pfili§ rychly pfechod
k symbolickému jazyku matematiky je pro
déti zatézi, kterou si pry nepfipousté&ji
autofi uebnic a &asto ani uditelé mate-
matiky. Rada studii doporutuje také
posilit fazi konceptualizace (vytvafeni
pfedstav a pojmil) na zéklad® zkuSenosti
déti, jejich aktivni hry nebo feSeni zajima-
vych tloh. Citoval doporueni Howsona:
,,Zadny symbol ani zkratka by se nemél
zavadét, dokud student neni pfipraven
pln& a s pochopenim ocenit vyhody, jaké
poskytuje.* Pfimlouval se za soub&Zné
uZivani ptirozeného a symbolického jazyka
ve vyuce matematiky. Pfipomnél prizkum,
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