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Ponévndi pro éé.ru w9, kterd je & ni stejnolehld v poméru 2:1 vzhledem k bodu
=T, joko stiedu; psti
: w0 == 2w —%) + 2= 20— [y,
dostévime ' ' R
w=f+L— G- —L=1+—Pfr=2,
&imZ je tvrzeni dokézino. Lze tedy vyslovit vitu

Kotdli-Is se k¥ivka vné po shodné kFivee, dotykajic se # v Romologickych bodech,
popide libovolng bod, pevné & ni spojenyj, trajektorsi, kterd je homotetickd v poméru
2.1 k vpatnici perné wvzhledemkboduktergjméknitouipo!oku
jakou mé vytvoFujict k pohyblivé polhodis.

0 DELCE KRIVKY?Y)
J. M. Lanpis (‘J_Hoskva.}

kdmmwymch&ﬂdaﬂednich%ol kuﬂ

. Délkn kfivky lze jak zndmo definovat rimym zpiisobem. Podéme zde
definici, kterd neni pfili# znima celé matematické obei, nebot se opird o mys-
lenky A. N.XKolmogorova, t¥kajiol se oviem pFipadu obecn&jiiho®) (libovolné
tak zvané A-mnoZiny v n-rozmérném prostoru).

Kolmogorovova definice je viak velmi blizkd nadi intuitivni pledstavd
o délce. Podle nafeho nézoru je této pretlstavd bliZe ne klasickd definice, vyché-

zejief z vepisovanych lomenych &ar (jde jen o metodologickou stranku otdzky,
nebot — jak ukéZeme ddle — obé definice jasou ekvivalentni), a ddle, coZ je
obzv1astd podst&tné pomooi této definice lze dokézat, Ze délku k¥ivky lze
zavésat jedinym zphsobem pii nkterych pfirozenych poiadsveich

Budeme zkoumat kfivky v rovind. Pro jednoduchost se omezime na prosté
oblouky, to jest na vzdjemnd jedno2nainé a spopté obrazy tsetky (na oblouky
homeomorfni s dsedkout)).

1) E. M. JTagamc, O pmame kprsod, Matématiteekoje prosveddenije, 1957, &. 1.
1) Piednddka konal autor 11. listopadu 19568 na Mogkevilké stétni universits.

3) VyloZeno v 8ldnku A. N. Kolmogorov, Beiirdge zur Masstheorie, L{nthemntmehe Annalen
107, 1932, atr. 351—356.

4} O homeomeorfnim zobrazeni viz na piklad &lnek Boltjanskij a Jefremovné O topolagii
I, v tomto Easopise, &. 3, 1969 . \
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O jakou tidu kfivek tu jde, pokusime se vyloZit takto: :

Nejprve si pfedstavime kfivku jako stopu, kterou zaneché ostte pfitezansd
tuZka, je-li bez odtaZeni vedena po papfru. Mysleme si, Ze kfivka byla vyry-
sovéna v dobd od okamfiku ¢, do okam¥iku t,. V okamZiku 7, necht je hrot
tuZky. v bod$ 4, v okamZiku ¢, v bodé B, v okamZiku (¢, <'t < t,) v bod®
P(t). Pro jednoduchost ptipustime jen ty kfivky, které se samy neprotinaji.
Yo znamens: byl-li hrot tufky v okam¥iku ¢ v bod$ P(t), nebude v tomto bod®
jiZ v #4dném jiném okamZiku ¢’ = ¢, to jest pro ¢’ * ¢ je P(¢') ¥ P(t).

Hrot tufky nemi¥e okam¥itd pfeskodit z jednoho bodu do bodu jiného.
To znamensé, Z%e bude-li v okamiiku ¢ v bodé P(¢), bude jestd pti dal¥im vyry-
sovén{ kfivky jistou dobu (t¥eba velmi malou) blizko tohoto bodu. Piesnd
sformulujeme tuto skutednost takto: At zvolime é&fslo ¢ > 0 jakkoli malé,
vidy existuje takové kladné ¢fslo 6(6 > 0), Ze je-li [t —4¢’| < &, je vzddlenostS)
mezi bodem P(t’), v némZ se hrot tufky nachdzi v okamZiku ¢’, a bodem P(t),
v némZ se ‘hrot tu¥ky nachézi v okamZiku ¢, mensi neZ e. Dost4véme se tak
k této definicid

MnoZinu S bodi v rovin$ nazyvéme kiivkou (prostym obloukem), lze-li
na ¢iselné ose ¢ najit takovy uzavieny interval <¢,, t,> (tsedku s krajnimi body
t, a ty véetnd téchto bod), ¢, < t,, Ze plati: ; :

1. KaZdy bod mnoZiny S jé pfifazen nékterému bodu ¢ z intervalu ¢, t3>;

2. P(t') &+ P(t")prot £ t”; :

3. at vezmeme kterykoli bod ¢ z intervalu {t,, ;> a at zvolime jakkoli &fslo
& > 0, 1ze najit takové &fslo 6 > 0, Ze pro libovolny bod ¢’ z intervalu {¢t,, #;>,
pro ndj% plati

: [t—¢| <é,

je odpovidajicf bod P(t’y z mno¥finy S od bodu P(t) této mno¥iny vzdslen
0 ménd neZ e.

Poznamenejme: Body téfe kiivky S lze pfifadit bodum ruznych tsedek
&fgelné osy ¢, body kfivky S mohou byt déle pfifazeny bodim téZe iseéky na
&fselné ose ¢ ruznym zpusobem. Definice vyZaduje, aby bylo moZno najit
alespoti jednu takovou dsedk(l a alespoii jeden zpiisob piifazeni tak, aby byly
splnény uvedené t¥i poZadavky.

Budi? nynf déna ktfivka S. To znamend, %e existuje interval <t,, #,> takovy,;
%e ka%dému jeho bodu je ptifazen bod ky S, pfiem# jsou splnény p
1., 2., 3. Body P(t,) a P(t3) budeme nazyvat krajnimi body k¥ivky S a oznadime
je pismeny A a B.

Budeme ddle ¥kat, %e bod P(¢') kf¥ivky S je bliZze bodu A4 po k¥ivce (ddle od
bodu B po ktivee) neZ bod P(t”), je-liz’ < t”. ,

Krajnf body kfivky a uspofédéni bodii na kiivce nejsou zévislé ani na tom,
jaky interval osy ¢ byl zvolen, ani na tom, jak bylo provedeno pfifazeni bodu
zvoleného intervalu osy ¢ bodim kfivky S za podminek 1., 2,, 3. Pfesny dukaz
tohoto tvrzeni zde uvddét nebudeme. MySlenku dikazu muZeme nézornd
vylo%it takto: Mysleme si, %e jsme narysovali na papiru souvislym tahem k¥ivku,
kterd nenf uzaviend a kterd se sama neprotind. Pak nelze tutéf kfivku nary-
sovat znovu, zadneme-li v ndjakém jejim vnitinim bodé (to jest nikoli v né-
kterém krajnim bod8), tak, abychom neproli ani jednfm bodem k¥ivky dvakrat.

Bude pro nis déle uZitetné seznamit se s tak zvanym supremem (hornf
_hranici) a infimem (dolni hranicf) &iselné mnoZiny.

Budi¥ ddna néjakd &iselnd mmo¥ina. Cislo M nazjvdme jejim supremem,
jestlize

1. vdechna éisla dané mnofiny jsou mendt nebo nejvyde rovna &tslu' M; - :

2. bud &tslo M samo patFt do na¥t mnofiny nebo existujt v na¥l mnoiné &tsla

libovoln& mdlo od M se lidict. :
8) Predpoklédéme, Ze pro méfeni vzdélenosti byla zvolena pfedem pevnd méticf jednotka.
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jejim supremem nejvétii z nich. Mno¥ina &fsel —

Jestlife na pifklad é¢iselnd mnoZina sestdvéd z konedného podétu &fsel, je
1 23  n—-1

2»’5)2"", n 9 e
mé supremum rovné 1. -

Analogicky se definuje infimum &iselné mnoziny:

Infimem é&iselné mnoZiny se nazyjvd &islo N téchto vlastnosts:

1. Vechna &isla dané &iselné mnoiny jsou vét$ nebo nejméné rovna &islu N

2. bud &islo N patFt do dané mnofiny, nebo existujt v ni &isla libovolné mdlo
od N se liict. / ‘ :

Plati nyni tato véta:

Véta It ‘ ‘

1. Jsou-li vdechna &tsla Eselné mnofiny mendt nez néjaké &islo A, md mnofina
supremum. '

2. Jsou-li v¥echna Cisla Eiselné mnofiny vét¥t nef néjaké islo B, md mno¥ina
infimum.®) : , ,

+

1
T L. +

- ¥ 3
x4
@

Obr. 1. - Obr. 2.

- Geometricky lze vétu I ilustrova{ na &iselné ose, jak ukagzuji obrazy 1 a 2.
Dukaz véty I lze najit v kazdé dobré udebnici matematické analysy. Zde
jej podavat nebudeme. Miizeme nynf pFistoupit k definici délky kfivky. - '

Provedeme nejprve' tuto pfedbéZnou tvahu: ‘

Mysleme si v roving kfivku S.- Kdyby byl kiivka S predstavovéna niti,
leZici na stole, bylo by mo%no zméfit ji takto: vezmeme ji za oba kraje, natéhne-
me ji mpFiloZzime k pravitku. Na pravitku pak ode¢teme délku niti.

Je-li nyn{ déna v rovind libovolné k¥ivka, neni obtiZné si predstavit, jak tu
méme chépat vyrok ,pfiloZit ji k pravitku®. Je tfeba vzit ,pravitko —
tsedku. ,,Pfilozit kfivku S s krajnimi body 4 a B k pravitku‘ znaé{ pfifadit
ka?dému bodu kiivky S bod n&jaké tsetky LM tak, Ze jsou-li P,, P, jakékdli
dva riazné body kfivky S a @Q,, @, odpovidajici jim body tsedky LM, jsou @,
a @, dva body razné, a je-li bod P, poloZen bli%e po kfivce bodu A neZ bod P,,
je bod @, na tsedce LM poloZen blize bodu L neZ bod @,. Budeme fikat v tomto
piipads, Ze bodim kfivky S jsou ptifazeny body tsedky LM se zachovinim
pofddku (nenf pfi tom nutné, aby kazdy bod tsetky LM byl pfifazen.nékterému
bodu kfivky g; : ' ' o

,,PriloZit k¥ivku 8 k pravitku* znamené tedy pfifadit jejim bodim body
néjaké tGsetky LM se zachovénim pofadku. _

Neumime vSak ¥ici, co to znamend ,napfimit‘‘?) kf¥ivku. Jak obejdeme
tuto.obtiz? !

Predstavme si, %¢ misto niti médme gumilku. Budeme-li ji napfimovat
stejné jako pfedtim nit, bude se gumitka natahovat. PfiloZime-li nyni napja-
tou gumidku k pravitku, nezjistime jeji pivodni délku, budeme viak v&dét,
%e puvodni délka byla men&f neZ &islo, které odeéteme na pravitku. To je oviem
také poznatek., ' '

\

A
¢) Pfedpokléddme, ¥e uvatovand mnotiny obsahujf alespoti jeden prvek.
7) Rektifikovat k¥ivku.
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Ukazuje se, %e s kfivkou je moZno zachézet jako s gumitkou. MaZeme ji
,,natéhnout“ a v tomto stavu ,,pfiloZit k pravitku”. K tomu je tfeba pfifadit
(se zachoyanim pofddku) bodim kfivky S body néjaké tisedky LM tak, aby
vzdéalenost libovolnych dvou bodu P,, P, kfivky S v pivodni poloze v roviné
(to jest délka tsedky, kterd body P,, P, spojuje) nebyla v&t&i®) neZ vzdalenost
odpovidajicich bodd Q,, @, na tsedce LM (obr. 3). Jestlize se provede takové
pfifazeni, fikdme, %e k¥ivka S je navinuta na tdsetku.

Ktivku nelze vidy navinout na tsedku. V obraze 4 je lomens &ara, kterou
nelze navinout na %adnou usetku?).

Nelze-li kfivku 8 navinout na Zddnou usetku, budeme ¥ikat, Ze horni délka
kiivky S je nekonednd velkd. Prod volime tento nézev, uvidime z dalsiho.

_ Predpoklddejme nyni, Ze kiivku S je moZno navinout na tsedku LM.
Stejnd jako u gumitky také u kfivky S je pfirozené mit za to, e jeji délka
(jejiz definici musimre ovem teprve podat) nesmi byt véti, nez je délka tsetky

1 )

¥
7

= |

Obr. 3. Obr. 4.

Uvazujme délky vech moZnych tsedek, na né% je mozno kiivku S navinout.
Dostaneme tak mnozinu ¢&isel, z nichZ ka?dé je vétsi neZz nula. M4 tedy tato.
¢iselnéd mnozina podle véty I infimum. Toto infimum nazveme horni délka
kiivky. Délka kiivky — budeme-lj ji definovat rozumné — nesmi byt v&ta,
net je jeji horni délka, jinak se ukaZe, Ze je delsf nez néjaka usedka, na ni%
Ize k¥ivku 8 navinout, coZ odporuje nasi intuitivni pfedstavé o délce.

Pokusime se nyni odhadnout délku kiivky z druhé strany. Provedeme za
tim tdelem tyto dv& tGvahy:

1. Rozdé&lime-li k¥ivku 8 na n&kolik kouskd, musi byt délka kfivky S rovna
" goudtu délek téchto kouski;

2. délka kiivky nesmi byt mendi, neZ je délka tusetky, spojujici jeji krajni
- body (Hkédme ,,ne men¥i‘‘ a ,,ne v&t&i‘, ponévadz nevyludujeme piipad, kdy
kiivka je sama tseckou),

Spojime-li obé iivahy, dojdeme k tomuto zévéru:
Délka kFivky nesmt byt mendt neZ je délka lomené &dry, kterd je jt vepsina.

8) Pro tplnou analogii s gamikou by se mélo ¥ci ,,byla mensi‘‘ misto ,,nebyla vétsi“; pro nase
potieby je viak lepsf druhé formulace. .

1
?) Jinym piikladem takové ,,nenavinutélné kiivky je graf funkce y = z sin 2 pro o<z

< —,y = 0 proz = 0: O této funkei se lze dodist v mnoha uéebnicich matematické imalysy.

4|~
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Pod lomenou &arou kfivce vepsanou rozumime toto: BudiZz déna kfivka S
s krajnfmi body 4 a B. Lomenou ¢arou vepsanou kfivee S nazyvime lomenou
daru, jejiz vrcholy lezi na kfivece 8, jejiz prvni vrchol splyvd s bodem 4 a
posledni s bodem B, a jejiZ kaZdy nésledujici vrchol je po kfivee blize bodu B
ne ‘vrchol predchéze]ici (obr. 5).

UvaZtujme mnoZinu délek viech moZnych lomenych dar vepsa,nych kiivee °
8. MoZné jsou dva piipady:

1. Viechna &isla této mnoZiny jsou mensi ne% néjaké éislo. Pak podlp v&te I
mé tato mnoZina supremum. Nazveme toto supremum dolni délka kiivky S;-

2. vna¥f mnoZing jsou jakkoli velka &fsla. Pak fekneme, Ze dolni délka kiivky
je nekonetng velka.

Af je kfivee ptifazena jakymkoli zpasobem délka, nesmf tato délka byt
mensi ne% je dolni délka kfivky. V opaéném piipadé by byla vétai net délka

nékteré lomené dary ktivce S vepsané, cot odporuje nasi intuitivni piddstavs
o délce kiivky.

B,

<D

A L "
Q 0 Q Qny Qo

Obr. 5. Obr. 6.

Oznadime horni délku k¥ivky 8 znakem [(S), dolni délku znakem I(S).
‘Je-li hornf popiipadé dolni délka k¥ivky nekoneén& velka, budeme psit I(S) =
= oo poptipadé (S) = co. Neni-li horni poptipad® dolni délka kfivky S neko-
neénsd velka, to jest je-li koneéné, budeme psét I(8) < oo popiipads I (S) < oo.

Pomocné véta 1. Je-li I(S) < oo, je U(S) < l(S).'

Dikaz: Pfedpoklddejme opa,k:\
u8) > s) . |
PondvadZ (S) je supremum délek lomenych &ar kiivce S vepsanych, je mozno
mezi nimi najit lomenou &aru C, jejiZ déllka, je v&tst nez I(:S). Vrcholy Jomené
dry C necht jsou P, P,, P,, ..., P,. Ponévad? I(S) je infimum délek tsedek,
na né% lze kiivku S navinout, Ize na]it tselku LM, na niz lze kiivku S na-
winout a takovou, Ze jeji délka j je men3i nez délka lomené dary C.

Navineme kiivku S na tuto dset¢ku LM. Body P,, P,, P, ..., P, pfejdou
v ]1sté body @y, @,, Q4 .., @, GseSky LM, rozmisténé ta.k te kaidy,nasledu-
jici je blize bodu M ne# bod predché,ze]ici (obr. 6). Délka tsetky P,P, neni
v&t&i nez délka tsetky Q,Q,, délka tsedky P,P, neni v&t&i nez délka tselky

@Q,Q, atd. Tedy délka celé lomené &ary neni vétdi nez délka celé tsetky LM.
Dosli jsme ke sporu, nafe tvrzeni je tedy dokazéno.
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Pomocené véta 2. BudiZ S kfivka s krajnimi body A a B. Budif 1(S) < co.
P budiZ néjaky dal¥t bod kFivky S a S,, 8, édsti kiwvky S s krajnini body A P
a P, B (obr. 7). Pak I(S,) + US,;) = US) .

Diukaz: Lomené Sra vepsané kiivce 9, a lomens d4ra vepsand kiivee S,

. tvoti dohromady lomenou &&ru vepsanou khvce §. Supremum délek lomenych

" dar vepsanych kiivee S neni menii neZ soudet suprem délek lomenych dar
vepsanych kiivkam 8, a S;:

U8, + US,) = US). (=)

Z druhé strany je moZno ke ka#dé lomensé ¢sfe C vepsané kiivce S na]it lome-

nou ¢aru ' vepsanou kfivece § takovou, Ze m4 jeden vrchol v bodé P a délku

ne mensi, neZ je délka ¢éry C. K tomu stadi vzit (obr. 8) oba vrcholy lomené

ry C, které sousedi s bodem P, a ¢lanek lomené.¢ary C s témito krajnfmi

body nahradit dvéma ¢lanky o spoleéném vrcholu P a dalsimi krajnimi body

Obr. 7. Obr. 8.

v obou. bodech sousedicich s bodem P. Takto ziskanou lomenou ¢aru miZeme
. vzit za zmin&nou lomenou &ru C’. Aviak lomenou &iru ¢’ mizeme pokladat
za slofenou ze dvou lomenych &ar, z nichZ jedna je vepséna kfivce S,, druhd
' kfivee S,. Neni tedy supremum délek lomenych &¢ar vepsanych kiivce S vétéi
~ neZ soudet délek lomenych &¢ar vepsanych kfivkdm S, a 3,, tedy

- U8) = U8,y + US,) . v
Spolu s nerovnosti (x) davé tato posledni nerovnost vysledek

. US,) + US,y) = US) ,
. jak jsme tvrdili. '

Pomocena vita 3: Je-li I(S) < oo, je U(S) koneénd a platt i(S) < Us).

Dukaz Budi déna kiivka S s krajnimi body 4 a B, Oznadime znakem
S(P’'P") ¥sst kiivky S mezi body P’ a P” jako krajnimi. Vezmeme tsetku LM,
jejiz délka je I(S). Sestrojime takovou korespondenci (piifazeni) mezi body
kiivky S a body tsetky LM: Bodu A piifadime bod L a libovolnému bodu P
kiivky S pfifadime bod Q tsedky LM, vzdé.leny od bedu L (na tseéce LM)
o délku J[S(AP)]. Tato korespondence je navinutim kiivky S, nebof jsou-li
body P’, P” body kfivky &, pnéemz bod P’ je po kfivce blize bodu A nei
bod P”, je podle pomocné véty

US(AP")] — US(AP')] = US(P'P")],

s

4
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'

a ponévadi [(P'P") neni men&f ne¥ vzdalenost bodt P’ a P*, j je nase korespon»-
dence navinutim. Je ‘bedy mo#no kiivku § navinout na useéku délky (8), to
]est E

18) < U8),
a to jsme pravd tvrdili.

Pomocené vdta 3 s pomocnou vétou 1 vedou k pomocnym vétam 4 a 5:
Pomoen4 vita 4: Je-li 1(S) < oo, je I(8) < o a US) = US).
Pomoend v¥ta 5: Je-li I(S) = o0, je I(S) = 0.

Dakaz: Predpoklédejme, %e [(S) < co. Pak existuje tisetka LM, na kterou
lze kfivku S navinout. BudiZ m délka tdsedky LM.\PondvadZ I(S) = oo,
existuje lomend ¢4ra C vepsand kiivce S, jejiz délka je v&t&i neZ m. Budtez
P,P,P,,...,P, vrcholy této lomené éary, a Qo @, @y ..., @n body tsetky
LM, jet odpovida]i bodim P, P,, P, ..., P, pti navinuti ld'lvky S na tGse¢ku
LM. Vzdélenost bodu P,_,,P, $ =1,2,...,n) neni véts ne? vzdélenost
odpovidajicich bodi @,—,. @i. Tedy délka ﬁseéky nenf mensi ne% délka lomené
&4ry. Dochdzime tak ke sporu, ¢imZ dokazujeme nasi pomocnou vétu.

Pomocné véty 4 a 5 davajf tuto vétu 5.

Véta II:

Budif S Uibovolnd kfivka. Pak je bud 1. US) = o a I(S) = o, nebo
2. US) < © a I(8) < © a US) = U8I). ,

Vidime, %e chceme-li, aby délka kfivky odpovidala nasi intujtivni predstavé
o délce, musf délka khvky leZet mezi dolnf a horni délkou. Tyto hodnoty jsou
viak stejné. Zustava tedy jediny moiny zavér:

Za délku kfivky prohldsime tuto spoletnoy hodnotu dolni a horni délky.

Takto definovanou délku kfivky S budeme znadit I(S).

Délks kiivky se obvykle definuje jako limita posloupnosti délek vepsanych
lomenych &ar, za pfedpokladu, Ze nejvé&tsi jejich &lének konverguje k nule.
DokéZeme, Ze tato definite vede k téZe hodnoté délky kiivky. .

Cislo rovné limité posloupnosti dlek lomenych 8ar vepsanych kiivce S,

budeme nazyvat klasickou délkou kitvky S na rozdil od délky I(S), kterd ]e
rovna spoleéné hodnoté dolni a horni délky Pak miZeme Fci:

YVéta III: '

Klasickd délka kFivky je rovna jeji délce U(S).

. Dikaz: Krajnf body kfivky budtet A a B. Znakem S(P) oznadime Sast
kfivky 8 s krajnimi body 4 a P, kde P je n&jaky bod kiivky S. Znakem I*(S)
oznadime klasickou délku ki'kay 8 a znakpm I*[S(P)] klasickou délku kiivky
S(P). Vezmeme tisedku LM, jejiz délka ]e rovna l*[S(B)] = I*(8). Katdému
bodu P kiivky S ptifadime bod Q. useéky LM, ktery )e od bodu L vzdélen
o délku l"‘[S(P)]

Vzdélenost bodd @' a @, phi‘a.zenych dvéms hbovolnym boddm P’ a P*
kfivky S je rovna klasické délce dsti kiivky S s krajnimi body P’ a P*, a neni.

. tedy mensi neZ délka tvsedky, spojujici body P’ a P”. Na¥e korespondence je -

tedy navinutim kfivky S na tGsed¢ku LM. Je tedy

) =1+ . ,

/
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Déle je

U8) = 1%(8) ,
nebof, kdyby tomu tak nebylo, existovala by lomena &ira vepsana kiivce S,
jejiz délka by byla vétsi neZ I(S), coZ neni moZné. Dostdvame tak

US) <% < US),
a ponévadz
Us) = U9y,

*8) =U8),

je

coZ jsme chtéli dokézat.

PoZadavky, které klademe na defi-

R=B  nici délky kiivky a které jednoznadné

vedou k na8i konstrukci, muZeme for-

mulovat pfesnéji. K tomu vyslovme
jesté jednu definici:

BudteZ dany dvé kfivky, kiivka §’
8 krajnimi body A’ a B’ a kfivka 8*
8 kra nimi body A" a B". Rikéme, %e
ki‘ivka 8’ je navinuta na kiivku S*,
jestliZe kazdému bodu ktivky S’ je pi"i-
fazen jisty bod kfivky 8” tak, Ze plati:
/ a) Dvéma ruznym bodim P, a P,

fivky S* odpovidaji dva ruzné body

Obr. 9. Q, & @, kfivky S”;
b) je-li bod P, po kiivee S’ bliZe bo-
du A4’ nez bod P,, je bod @, po knvce S” blize bodu A” nez bod @,;

c) délka tsetky @,Q, neni menii nez délka tsetky P,P,.

Nyni miZeme formulovat poZadavky:

Ka%dé kiivee S chceme pfisoudit jedno nezédporné é&islo A(S) — . jeji délku,
nebo prohlésit, e délka kiivky je nekoneéné velkd (v tom piipadé budeme
psat A(8) = oo) tak, aby byly splnény podminky:

1. Lze-li kiivku 8, navinout na kiivku 8,, je - ,

A(S,) = A8,)Y) .

2. BudiZ S kiivka s kra,]mml body 4 a B. Budte? P,= A, Pl, P, ..
= B body, rozlozené na ni v pofadi od bodu 4 k bodu B Budi S, tsek khvky
S 8 krajnimi body P,—,, P; + = 1, 2, ..., n) (obr. 9). Pak

AS) = A(8,) + 7-(52) + o+ AS,) -
3. Je-li S tsetka, je A(S) rovno obvyklé ]e]i délce

Véta IV:

Nade definice délky UI(S) vyhovuje podminkdm 1., 2., 3.

Dikaz: Predpoklddejme, Ze kiivku S, lze na,vmout na kfivku S’2 Necht
pfitom bodu P ktivky S, odpovida bod @ krlvky S,. Je-li délka I(8S,) kiivky S,
nekonedné& velks, je splnéna, podminka 1. Piedpoklé,dejme tedy dale, Ze l(S,)
je koneénd. Budiz LM dselka, na niZ lze navinout kfivku S,. Nechf pfitom

10) Budeme psat také A(S;) <-A(S,), je-1i A(S;) konedné a A(S,) nekoneéné velké a A(S,) = l(S,)
je-liA(S;) = oo a také A(S,) = o0, takZe nerovnost A(S;) < A(S,) zahrnuje také ptipad A(S;) =
p N
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bodu Q kiivky S, édpovidé bod R usedky ‘LM. Pfifadime bodu P kfivky S,
bod R tsedky LM, ktery odpovidéd tomu {odu Q@ ktivky S, ktery sdém je pfi-
tazen bodu P ki'lvky 8. Pak kfivka 8, je rovnéi navinuta na tGsetku LM.
Z toho viak plyne

, sy < l(Sa) y ‘ !

to jest , :
US,) < US,) .

Dokézali j ]sme vy#e, %e rozdélime-li kfivku S bodem P na dvé tésti, je dolni
délka (S) rovna soudtu dolnich délek tdchto ¥4sti. Indukef’ Ize toto tvrzeni
roz&ffit na libovolny (koneény) podet thsti, ve které rozddlime kiivku S,

. a ponévadi l(S) = I(8), je splnéna také podminka 2.
ug’odminka, 3. je ztejm® splnéna: délka usetky S je rovna obydejné délce lo-
né 8ary ji vepsané, tedy dolni délka I(S) tsetky j )e rovna jeji délce. Aviak
1(8) = US8). Veta je dokézéna.
UkéZeme nyni, Ze 1(S) je jediné délka, kters, vyh0vu]e podminkdm 1., 2., 3.

Vita V:

Budif ddna hbovolmi kFivka S. thadni kfivee 8 &islo A(S) > 0 (nebo polofme
A(8) = o0) tak, aby A(S) 8pl1iovalo podminky 1., 2., 3. Pak A(S)-= U(S).

Dikaz: Predpoklidejme, e kfivku S lze navinout na tsetku LM. Pak
podle podminek 1. a 3. neni d&fslo A(S) vetii neﬁ délka tsetky LM. Tedy

. © A sTYS). \
Nelze-li kfivku S navinout na #a4dnou dsekl, je l(S ) = oo, tedy zase

: A8) <US) .
Dokézeme, Ze j& zarovet -
' A8) = US) .

K tomu pouZijeme pomocné véty

Pomocné véta 6:

Budi% ddna kfivka S s krajnimi body A a B. Bodg A a B spojime vselkou
(obr. 10) a zvolime na této tiseéce néjaky libovolny bod Q. Bodem @ vedme kol-
. mici na vuselku AB. Tato kolmice nutné protne kfivku S.

Toto tvrzeni je z ndzoru ziejmé, dikkaz viak neni jednoduchy. Podéme jej
za chvili. Prozatim budeme pfedpoklidat, Ze pomocné véta 6 pla.ti a pristou-
pime k ditkazu naseho pFedchézejictho tvrzeni.

Ktivce S vepiSeme lomenou &aru s vrcholy P, P, P,, ..., Pt a oznadime
dast kiivky s krajnimi body P,_,, P, znakem S; (1 =1, 2,...,n) (obr. 11).
Vezméme kijivku S, a ¢lének lomené dary P, ,P,. Na tisedoe P, P, zvolme
libovolny bod @ a vedme jim pHmku kolmou k této tGsedce. Podie pomocné
véty 6 protne;tato kolmice kfivku §,. Vezmdme priasedik (je-li jich vice, tak
kterykoli z nich) a pfifadme jej bodu Q tsetky P,_,P,. Dostaneme tak navi-
nutf Gsetky P,_,P, na kfivku §,. Podle podminky 1. je pak

AP P) = A8) .
Aviak podle podminky 3. je. }.(P._1 ;) rovno délce tselky P, 1P Podle pod-

minky 2. je déle
A(8) = A(8,) + l(Sz) + .o+ A8,

)
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a dale '
Ay = US).

(Ptipad” U(S) = oo je tu také obsaen, nebot kdyby v tomto p¥pad$ byla
X(8) koneéni, existavala by lomens 4ra vepsans kiivce S, jeji¥ délka by byla
vétd net A(S), coZ, jak jsme vidéli, neni mozné.) Je tedy

08) < AS) < US),
M8) = US)

a pf‘obo

coz jsme méli dokazat.
_Zbyvé dokdzat pomocnou vétu 6.

Obr. 10. ' Obr. 11.

. Ptfedpoklddejme, Ze tato véta neplati, to jest Ze pfimka m neprotinéd kfivkn

S. PHimka m déli rovinu na dvé ¢isti. Nazveme tu é4st, do ni% patif bod 4,
levou &asti, tu dast, v niZ leZi bod B, pravou &ésti roviny. Podle nasf definice
kiivky existuje interval (isetka) {t,,,> osy ¢ takovy, Ze kadému bodu ¢ od-
povidé bod P(f) kiivky. Bod P(¢,) = A leZi vlevo od piimky m, bod P(t;) = B
vpravo od pfimky m. UvaZujme viechny hodnoty ¢ intervalu (¢, ¢), pro
které odpovidajici jim body P(¢) lezi vlevo od pfimky m. Vieclmy tyto hodnoty
leZi vlevo.od ¢;, tedy podle véty I mé mnoZina vdech t&chto hodnot supremum.
Oznadme je t*. UvaZujme bod P(t*). Bod P(t*) lezi na piimce m. Kdyby totiz
na ni neleZel, leZel by v néjaké vzdalenosti ¢ > 0 od ni. Kdyby leZel vlevo
od pfimky m, pak, vzhledem k tomu, Ze t* je supremum bodi ¢, pro které P(t)
leZi vlevo od m, by pro libovolny bod ¢, leZici vpravo od t*, leZel odpovida-
- jici bod P(t) vpravo od piimky m a tedy vzdilenost P(t) a P(t*) by byla vétsi

net ¢, at by ¢ bylo jakkoli blizko ¢t*. To viak odporuje definici kiivky. Kdyby
P(t*) leZel vpravo od pfimky m, pak — podle definice suprema — v libovolné
blizkosti bodu ¢* by leZely body #, pro né% P(t) leZi vlevo od pfimky m, coZ zase
vede ke sporu s definici kiivky. Pomocné véta 6 je tim dokazéna.

Presviddiili jsme se, %e je jeden jediny rozumny zphsob, jak zavést délku
kiivky. Je zajimavé, %e pro obsah (plofny) tomu tak jiZz neni. Existujf rtzné
zpisoby, jak definovat obsah, vedouci k riaznym hodnotdém pro n&které plochy.
To ukazuje, Ze nase Gvahy nebyly trividlni.

Omezili jsme se na prosté oblouky. Viechny vySe uvedené Givahy lze viak
bez obtiZi rozsifit na jakékoli spojité kiivky.

Prelo#il dr. Josef Veselka
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