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Soucasny stav a perspektivy
nelinedrni analyzy v CSFR

JindFich Necas, Praha

1. Uvod

Nelinedrni analyza reprezentuje jeden z perspektivnich obor matematiky. A&koli
jeji kofeny jsou v matematické analyze, zasahuje do jinych matematickych smért jako
je diferencialni geometrie, golobalni analyza, algebraicka topologie, homologicka algebra,
numerické metody a je v Gzké interakci s fyzikdlnimi sméry, jako je kvantov4 mechanika,
geofyzika.

Fyzikalni nelinearni jevy, jako jsou silové a energetické interakce, ovliviiuji matematic-
ké modely nelinedrni analyzy. Zaméfeni nelinedrni analyzy k technickym v&dam se
vyraznéji projevuje pfi modelovani turbulentniho proudéni, studiu okolozvukového
proudéni nebo elastoplastického chovani materiald. Tyto interakce jsou ov§em myslitel-
né pouze pfi vyuziti nejmodernéjsi vypodetni techniky.

e zfejmé, Ze vymezeni nelinearni analyzy je snadné pouze v trividlnim pohledu na
pfedméty zkoumani charakteristické nelinedrnimi konstituénimi vztahy. Nékteré otazky
se fesi a vZdy se budou fesit uZitim linearnich teénych popist; v souasné dob€ se stavaji
jadrem nelinedrni analyzy jevy vznikajici pouze nelinedrnimi interakcemi. Zda se
dokonce, Ze fada fundamentalnich chovani nezivé i Zivé pfirody ma takovy charakter.
Pfikladem toho je deterministicky chaos.

Nelinedrni analyza se zalala rozvijet v CSFR aZ po r. 1945. Nelze oviem opomenout
fundamentalni vysledky E. Cecha a jeho $koly v diferencidlni geometrii a homologické
algebfe, tizce souvisejici s problematikou nelinearni analyzy. Hlavnim impulsem k roz-
voji nelinearni analyzy byl rozvoj nasi védecké zakladny v povaleéném obdobi, charakte-
risticky zaloZenim CSAV a SAV a na novém stupni obnovou védecké prace na vysokych
skolach univerzitnich a technickych. Problémy nelinedrni analyzy vstoupily vyrazné do
popfedi nastupem nelinedrni funkcionalni analyzy. Vznikly otidzky feSitelnosti nelineér-
nich operatoril, nové uplatnéni nasly pfi zkoumani téchto otdzek metody varia¢ni a topo-
logické. To dalo impuls k numerickému feSeni nelinedrnich uloh a vzristal pocet fyzi-
kalnich, biologickych a chemickych modeli s nelinedrni strukturou. Typickym pifikladem
je bouflivy rozvoj zkoumani rovnice pro proudéni kapalin, rovnice Navierovy-Stokesovy,
ktera je relativné pfesnym popisem skuteCnosti; obsahuje velmi nepfijemnou kvadratic-
kou nelinearitu a je dodnes tvrdym ofiskem specialisti v diferencidlnich rovnicich,
v matematickém modelovani a v numerickych metodach.

2. Soucasny stav i bezprostfedni perspektivy bdddni v nelinedrni analyze lze popsat
ndplni n€kterych hlavnich tkolt statniho planu zékladniho vyzkumu:

Tento text byl schvalen a ptedloZen k publikaci védeckym kolegiem matematiky CSAV.
Udaje o autorovi: Prof. RNDr. JiNDittch NE&as, DrSc., vedouci védecky pracovnik matematicko-
fyzikalni fakulty UK v Praze.

250 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 35 (1990), &. 5



Hlavni ukol I-1-3 ,,Geometrické struktury‘‘ souvisi s nelinearni analyzou fadou dil¢ich
ukoli. Perspektivné se nelinedrni metody projevi ve studiu Riemannovy geometrie,
nehmotnych poli v teoretické fyzice, pfi studiu Einsteinovych a Yangovych-Millsovych
rovnic. Diferencidlnich rovnic a variaéniho poc¢tu se tyka studium minimélnich plech
se singularitami. RovnéZ studium pfirozenych diferencidlné geometrickych funktori
a operatoril je duleZité. Samozfejm& poroste vyznam globalniho variaéniho poétu
a geometrické teorie systému diferencialnich rovnic.

V ramci hlavniho tkolu I-2-2 ,,Redlnd a funkciondlni analyza‘ je nelinearni analyze
vénovan diléi ukol 02 ,,Nelinedrni zobrazeni, operatorové rovnice a geometrické struk-
tury Banachovych prostorii“. V této problematice dosahla eskoslovenskd matematika
vyznamnych Uspéchii. Nelinedrni zobrazeni typu gradienti konvexnich funkcionili
byla pfedmétem fady vyznaénych praci. Studiu geometrické struktury Banachovych
prostorit bude i v budoucnosti vénovana pozornost. Pfedchozi problematika uzce souvisi
se studiem FeSitelnosti nelinedrnich rovnic v abstraktnich prostorech, ktera navazuje
na teorii monoténnich operatorii. Perspektivné je uZite€né se soustiedit v této oblasti
na ergodickou teorii nelinedrnich zobrazeni, nelinearni pologrupy, spektrdlni teorii
nelinedrnich zobrazeni i studium nelinearnich zobrazeni v polouspofddanych Banacho-
vych prostorech.

V hlavnim ukolu I-2-1 ,,Diferencialni a integrdlni rovnice** je jednim ze stéZejnich
problémi studium asymptotického chovani feseni. Vedle tradi¢nich otdzek oscilatoric-
nosti a regulace takovych systémi, rozlcZeni nodélnich bodii apod. pfechazi tento
tkol na obecné studium dynamickych systémil, na studium bifurkaci feSeni, na studium
struktury atraktorii. Zvlastni pozornost se vénuje dynamickym systémim specidlniho
typu, nap¥. monoténnim systémim nebo systémim s riznymi druhy symetrie. Posledni
vysledky o existenci a hladkosti inercidlnich variet umoZfiuji v mnoha pfipadech silné
redukovat dimenzi zkoumaného problému, pfevést otdzky o atraktoru evoluénich par-
cidlnich diferencidlnich rovnic na kone¢nérozmérny dynamicky systém. Tim pfechazime
do problematiky parcialnich diferencialnich rovnic, tzce spjaté s vySetfovanim elektro-
magnetického pole, pruzné plastickych kmitd, dynamické termopruznosti, kinetiky
reakce a diftze a se studiem newtonovskych i nenewtonovskych kapalin. Souc¢asnd méda
fraktalli se postupné stava fundamentalni charakteristikou atraktorti evoluénich rovnic.
Bude se dale rozvijet teorie potencidlu, kde pravé nelinedrni problematika ma velkou
budoucnost. Funk¢ni prostory (u nés se obzvlast péstuji vdhové Sobolevovy prostory)
se studuji a budou studovat nelinedrnimi metodami. V soucasné dobé dozniva proble-
matika regularity feSeni elipticko-parabolickych rovnic. ProtoZe stdle nejsou FeSeny
nékteré fundamentalni otdzky pro tfidimenzionalni prostorové oblasti, mizZe tato pro-
blematika projit obdobim renesance. Perspektivni je rovnéZ problematika asymptotiky
neinvertibilnich operatord, u jejihoZ zrcdu stdla Ceskoslovenska nelinedrni analyza.

Nelinedrni analyza zasahuje rovnéZ do hlavniho ukolu I-2-4 ,,Numerické metody*‘.
Teoreticky se numerickd matematika opird o vysledky neline4arni funkciondlni analyzy
a dalSich disciplin, jako je teorie katastrof apod. Diky vhodnému softwarovému zabez-
pedeni muze pfispét vlastnimi hypotézami, ziskanymi poéitaovou simulaci a experi-
mentovanim. Vyznam numerickych vysledkti pfi studiu nelinedrnich dloh poroste
a vhodné numerické metody spolu s novou generaci pocita¢ti ovlivni v budoucnosti
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jest& vyznadénéji celou nelinedrni analyzu. V soucasné dobé& neni jesté v sildch nejmoder-
néjsich poditatl numericky zpracovat asymptotické chovani nékterych nelinearnich
rovnic jako jiZ zmin&nych rovnic Navierov?ch—Stokesovych. Lze bez nadsazky Fici, Ze
dosaZeni tohoto vysledku bude znamenat kvalitativni skok v numerické matematice.
1 kdyZ jde o perspektivni ukol, souéasny i perspektivni stav vypocetni techniky, kterou
maji nasi Ceskoslovensti matematici k dispozici, nevzbuzuje nadéji, Ze by se Ceskoslo-
venska nelinedrni analyza mohla podilet na tomto vyvoji. V ramci tohoto hlavniho
ukolu se plni diléi Gkol 03 ,,Matematicky software a jeho pouZiti pro feSeni tiloh
matematické fyziky. Soucasnym i perspektivnim cilem tohoto ukolu je vytvafet
programy a soubory programi pro §iroké pouziti. Takové programy musi spolehlivé
pracovat se Sirokym spektrem vstupnich dat a jejich kvalita nesmi byt ovlivnéna pouZi-
tym kompilatorem, operaénim systémem nebo typem podéitade. Pro uZivatele je tfeba
pfesné specifikovat zpiisob prace s programy. Programy navic musi byt schopny dete-
kovat a napravit abnormélni situace nebo o nich pfinejmensim podat uZivateli zpravu.
Vytvafeni matematického software tak vyzaduje detailni analyzu a pldnovani, exten-
zivni testovani a rozsdhlou dokumentaci. Toto v§e — spolu s distribuci a udrzbou
hotového matematického software — jsou neobycejné niroéné a nakladné tilohy.

Z dalSich hlavnich vyzkumnych kol zasahuje svou problematikou do nelinedrni
analyzy ukol I-2-5 ,;Metody aplikované matematiky v inZenyrskych problémech®‘.
Dilgi tikol I-2-5/1 se tykéa proud&ni v proudovych strojich a jeho vyznam v budoucnosti
jesté poroste. Problematika tykajici se vazkého proudéni se bude déle rozvijet a je nadéje,
Ze otazky transsonického proudéni, pfi nichZ byl potvrzen zdsadni vyznam entropie,

T

budou nadale rozvijeny. Dil&i ukol I-2-5/2 pfinesl podrobné zpracovani metody Sasové

rvr

diskretizace, ktera pfinasi dilezité vysledky v teoretické oblasti i pfi numerické realizaci.
Obzvlastg perspektivni jsou tilohy termoelasticity, hlavng dynamické. Dil&i ukol I-2-5[3
je vénovan problému optimalizace a inverznim tlohdm, zejména v kontaktnich problé-
mech. Tato perspektivni problematika se docka v budoucnosti velkého rozvoje v diag-
nostice strojovych systému; kde obzvlast problémy spolehlivosti a bezpe€nosti provozu
jadernych zatizeni budou v centru pozornosti. Podobné problematice je vénovan dil¢i
kol I-2-5/4, kde se studuji Glohy optimélniho Fizeni systém@ popsanych von Kdrma-
novymi rovnicemi. Viskoelasticitd je vénovan dil&i ukol I-2-5/5. Tato problematika je
velmi perspektivni hlavng v souvislosti se studiem geometrickych nelinearit a rovnéz
nelokélnosti jak Gasovych, tak prostorovych. Diléi tikol I-2-5/6 je vénovan problému
transsonického proudéni, kde obzvlast metoda vazkosti sleduje perspektivni zkoumani
pfechodu dynamickych systémi od siln¢ disipativnich k vlnovym. V rdmci tohoto tkolu
byly feseny kontaktni ilohy pro koneénou pruZnost. Tato problematika je velmi per-
spektivni a teoreticky — stejné jako metoda vazKosti — souvisi s novou teorii kompenzo-
vané kompaktnosti. Vynikajici vysledky pfinasi feseni dil¢iho tkolu I-2-5/11. Jde zde
o problémy bifurkace pfedev§im periodickych feseni nelinedrnich dynamickych systémi
a o nalezeni a realizaci vhodnych numerickych metod k uréeni bodu bifurkace. Zdvazna
a perspektivni je problematika dilgiho tikolu I-2-5/12, zam&fend na studium problematiky
polovodi¢i. Jeji vyznam pro elektronizaci vyroby, védy, fizeni a informaéniho systému
je zfejmy.

252 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro€nik 35 (1990), &. 5



3. Souvislost s mezinarodnimi trendy

Pfi zkoumani celkového zaméfeni Ceskoslovenské nelinedrni analyzy je nutno se
zamyslet nad trendy, kterymi se ubira nelinedrni analyza v zahrani¢i. Pfi tomto rozboru
se budeme opirat o zpravu Obnova matematiky Spojenych stdtii, ptipravenou komisi
pod vedenim E. E. Davida (v dal§im stru¢né Zprdva). I kdyZ Zprdva je ponékud poplatna
americkému hledisku (moZné z pfirozeného diivodu, Ze jde o americkou matematiku
a Ze Ameri¢anim je americkd matematika bliz§i neZ evropska — je zde snad i trochu
domyslivosti), domnivame se, Ze velmi dobfe odrazi svétové trendy v celé matematice,
a tedy i v nelinearni analyze. Tim si oviem komplikujeme n4s tikol, nebof rozbor trendii
nelinedrni analyzy musime zardmovat rozborem téch trendt v matematice, které (a to
uZ bylo patrno v @ivodu) rozvoj nelinearni analyzy spolupodmitiuji. Podobng jako v ma-
teridly Uloha a postaveni eskoslovenské matematiky v socialistické spolecnosti (v dal§im
struéné Rozbor) je nutno vychazet ze skuteénosti, Ze matematika je teoretickym nastrojem
i zakladem technického, védeckého i spoledenského pokroku a jeji charakteristické rysy
jsou univerzalnost, propojenost disciplin a zprostfedkovanost uplatnéni jejich vysledki
v praxi. Matematika a matematické metody se staly soucasti védy, techniky, obchodu
i kazdodenniho Zivota. Ve Zprdvé se dokonce pravi, Ze Zijeme v matematickém véku,
Ze naSe kultura byla matematizovana. To je pochopitelné v prvni fadé zasluhou vy-
podetni techniky. Zde bohuZel ve velké technice zatim beznad&jné zaostadvame. Pfedmé-
tem tohoto rozboru neni zkoumani vztahu matematiky a jejiho technického uplatnéni.
V kaZdém ptipadé€ plati to, co se piSe v Rozboru: nelze matematiku t¥istit, prosazovat
izolovany vyzkum jen v nékterych disciplinach a Zadat od ni jenom (dodano autorem)
bezprostfedni cdpovéd na problémy realného svéta. Na to, pro¢ Cistd matematika je
tak fantasticky efektivni v pfirodnich védach, cdpovida A. Gleason ve Zprdvé: ,,Mate-
matika je véda o uspofadani‘‘ a dale ,,redlny svét je velky epitom komplikovanych situaci,
v nichZ uspofadanost prevazuje‘. ‘

V kazdém pripadé matematicky vyzkum musi byt z hlavni ¢asti zdkladnim vyzkumem
s dlouhodobymi ukoly.

4. Vyhledy

Neni pochyb, Ze zdkladnim pilifem konkrétniho uZiti matematiky v praxi je samocinny
pocita¢. NaSe tivahy se jiZz nejednou dotkly této skute¢nosti a neni ji tfeba v tomto
okamziku vice rozvadét. Pfes obrovsky rozvoj pocitatl i programi je pfesto nutno
zdUraznit, Ze se dosud nepodatfilo vytvofit ani matematicky model, ani podita¢ a nume-
rickou metodu, které by zvladly n€které Easoprostorové nelinedrni tilohy, napf. problémy
proudéni stladitelnych plynii s nizkou vazkosti. Zde nelinedrni analyza za¢in chapat,
Ze nékteré numerické potiZe jsou principidlni a souvisi s exponenciali nestabilitou nékte-
rych dynamickych uloh. Domnivame se, Ze tomuto sméru rozvoje dynamickych systémi
se vénuje v CSFR pozornost. N4§ handicap spo&iva opét v nevybavenosti po&itagi: Tato
situace neumoziiuje nahrazovat rozsahlé a nakladné experimenty pocitaGovou simulaci.
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Vyznamnym jevem soudasnosti je opétovné srlistani teoretické fyziky a matematiky.
Jednim z krasnych pfikladi je studium celkové energie vesmiru vychazejici z teorie
relativity. Matematickd formulace tohoto problému vede k tiloze o minimalnich plochdch
a harmonickych zobrazenich pro nelinearni eliptické systémy. K podobnym problémiim
vede studium tekutych krystalti. Zde je nutno podotknout, Ze nékterd harmonicka zobra-
zeni jsou nutné singularni. To opét oZivuje problém regularity FeSeni nelinearnich
eliptickych systémii, problém, jehoZ zkoumani ma v CSFR tradici.

Jak jsme se jiZ zminili, doch4zi k novym interakcim mezi neline4rni analyzou a tech-
nickymi védami. Problémy chemickych reaktor@i, teorie hofeni, proud&ni kapalin,
magnetohydrodynamika, elasto-plasticita jsou toho pfiklady. Rovnice pracujici s ex-
trémnimi teplotami, nap&timi, tlaky jsou nelinearni. Problémy nespocivaji pouze v feSeni
jednotlivych pfipadt, ale v optiméalnim navrhovéni. Napf. se optimalizuje cenovy funk-
cional ve tfidé funkci vyhovujicich nelinedrnim stavovym rovnicim nebo nerovnicim.
Pfipomeiime, Ze problémy konvexni analyzy, charakterizované nerovnicemi, t¥ebazZe
linearnimi, vedou na nelinedrni tlohu. Tento smér se sleduje s uspéchem v CSFR a je
perspektivni.

Diilezité jsou problémy rozvétveni feSeni pro rovnice i nerovnice. Tato problematika
nabyva v soudasné dob& nového rozméru pfi studiu asymptotického chovéani feSeni
dynamickych systémi, kdy postupnou bifurkaci pfes zdvojovani frekvence fe§eni docha-
zi k chaotickému chovani.

Studium bifurkaci je zaloZeno na variaénich nebo topologickych metodach. Pfipo-
mefime zde vynikajici teorii Ljusternikovu-Schnirelmannovu, nelinedrni zobecnéni
principu Courantova-Weinsteinova. Teorii bifurkace v sobé v jistém smyslu zahrnuje
teorie katastrof a singularit. Posledni teorie vyraznym zplsobem uZiva teorie funkci
vice komplexnich proménnych.

Studium dynamického chovani materialt pfi ,,velké geometrii* je stale otevienym
problémem. V souasné dobé nabyva na vyznamu modelovani disipace energie, ktera
modeltim d4va charakter parabolickych rovnic. Nejsou zatim vitbec vyjasnény poméry
mezi silnou disipaci, slabou disipaci a materialovou paméti. Jako jiZ mnohdy v minulosti
zde dochdzi ke stirdni rozdilu v chovani neZivé a Zivé pfirody. Problémy singularit vedou

Mrw

k hypotéze o vzniku trhlin. Dynamika S§ifeni trhlin je stile obestfena tajemstvim.

V teorii proudéni je stale zdsadni problém turbulence. V soucasné dobé je zietelny
posun od chdpani turbulence jako statistického jevu k chépani deterministickému.
Jedna z pfi¢in stalych obtiZi je velikost Reynoldsova &isla: pro velkd Reynoldsova &isla
(velké rychlosti, malé vazkosti) jsou kontinudlni modely citlivé na typ interakce mezi
Casticemi.

Pfi celkovém posuzovani perspektiv nelinearni analyzy jsou patrny n€které nedostat-
ky soudasného stavu. Pfedné je tfeba vénovat vice pozornosti algebraické topologii
a geometrizaci nelinedrni analyzy. Je rovnéZ patrno, Ze stéZejni problémy teoretické
fyziky, jako je napf. inverzni metoda rozptylu, ovliviiuji méné Ceskoslovenskou neli-
nearni analyzu neZ védy technické. Tato skutenost celkem odpovida moZnostem i tra-
dicim fyzikalniho a technického vyzkumu v CSSR. Nicméné pozornost tilohdm moderni
teoretické fyziky je t¥eba zvysit.
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5. Zavér

Pokusme se na zavér vytypovat nékteré hlavni sméry v nelinedrni analyze, jimzZ je
tfeba se v budoucnosti vénovat. Soustavnou pozornost si zaslouZi:

1. studium dynamickych systémil pro obyCejné a parc1a1n1 diferencialni rovnice, a to
s dirazem na asymptotické chovani feSeni;

2. teorie singularit (bifurkace, katastrofy);
3. geometrizace nelinedrni analyzy;
4. G¢inné numerické metody feSeni nelinearnich tloh.

Otazky kadrového a hmotného zabezpeleni rozvoje nelinearni analyzy spadaji do
$ir§i problematiky zabezpeCeni rozvoje matematiky jako celku. Nebudeme se zabyvat
podrobnég touto otazkou a odkazujeme na Rozbor. Pfestavba nasi spoleénosti, pokud
chce dosahnout kratkodobych a dlouhodobych tispéchii, musi se tykat védecko-tech-
nického vyzkumu a zajistit jeho kvantitativni a kvalitativni rozvoj. ReSeni nema4 alter-
nativ: nebude-li v CSFR efektivni v&decko-technicky vyzkum, tizce spjaty s problémy
reprodukce nasi spole¢nosti, nemiiZe mit pfestavba uspéch. Chee to vytvofit na vysokych
skolach a vyzkumnych ustavech tviréi atmosféru, zaloZzenou na divéfe na jedné strané
a na vysoké naro¢nosti, vyzadujici pouze vysledky svétové tirovné, na strané druhé.

Material byl vypracovin na podnét védeckého kolegia matematiky CSAV a bylo
pfitom vyuZita zprava komise ad hoc pod vedenim Edwarda E. Davida, kterou vydalo
National Academy Press, Washington, D. C., v roce 1984 pod nazvem ,,Renewing U.S.
Mathematics. Critical Resource for the Future®, dile materidl ,,Uloha a postaveni €s.
matematiky v socialistické spole¢nosti®, ktery byl vypracovin pro Radu programu
I SPZV, a koneéné podkladové materidly o tikolech SPZV, ktery ochotné poskytli
K. Rektorys, O. Kowalski, J. Kolomy, I. Vrkoé, I. Marek, R. Kodnar, P. Pfikryl a J.
Kréal. Vyznamnou pomoc pfi zpracovani poskytli P. Brunovsky a A. Kufner, kterym
upfimné dékuji.

Cldnek byl zpracovdn pred 17. listopadem 1989.
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