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FAKTOROVE PROSTORY

STANISLAV TRAVNICEK, Olomouc

Tento &ldnek se zabyvd pifenesenim zdkladnich pojmui teorie faktorovych grup
(viz [1]) do teorie linedrnich prostorii (viz napf. [5]) a studiem n&kterych vlastnosti
faktorovych prostoril. Prvni ¢dst ¢lanku je rdzu teoretického, ve druhé ¢dsti je uvedeno
praktické pouziti pojmu faktorovy prostor v n€kterych matematickych disciplindch.

FAKTOROVE PROSTORY

Uvazujme linearni prostor £ nad Ciselnym télesem T koeficientl a zvolme libo-
volny jeho podprostor 2. Na £ nyni definujeme relaci R.

Definice 1. Dva prvky x, y € € jsou v relaci R, jestliZe (x — y)e U, tj. xRy <
< (x —y)e .
Lemma 1. Relace R je ekvivalenci, tj. je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
Diukaz: (R): (x — x) = 0 (nulovy prvek prostoru £)e U = xRx pro kazdé x;
(S): je-li xRy, pak (x — y)e U, ale pondvadZ U je linedrni prostor, je
rovnz (y — x) e U, tj. yRx;
(T): je-li xRy, yRz, pak (x — y)e U, (y — z) e A, tedy (x — z) = [(x —
— ) + (y — 2)] e U, takZe xRz.
Definice 2. Dva prvky x, y € 8, které jsou v relaci R podle definice 1, nazyvdme
ekvivalentni vzhledem k podprostoru .

Lemma 2. Ekvivalence prvki vzhledem k podprostoru 2 definuje rozklad prostoru
£ na tfidy vzdjemné ekvivalentnich prvki.

Dtkaz: MnoZinu vSech té&ch prvkd z € £, pro néZ zRx, nazveme tfidou prvku
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x € £ a oznadime ji X. Z reflexivnosti relace R plyne x € X, tedy systém vSech tiid
ma tu vlastnost, Ze kazdy prvek x € £ je obsaZen v nékteré tiidé tohoto systému.
Necht X, Y jsou tfidy prvkil x, y. Je-li y € X, pak z tranzitivnosti plyne pro kazdé
zeVY, ze zeX, tj. Y < X; je-li ze X, pak ze symetric mdme x € Y (nebot y € X)
a z tranzitivnosti plyne z € Y, tj. X < Y. Pro libovolny prvek y € X tedy plati X = Y,
tj. ttida X je definovdna libovolnym svym prvkem. Jsou-li X, Yincidentni, tj. existuje
prvek ze & tek, Ze ze X, ze Y, pak podle toho je X = Z, Y= Z, tedy X = Y.
Ruzné tidy jsou tedy disjunktni.
MnoZinu tiid X, Y, ... = £ z lemmatu 2 oznadme £/91.

Lemma 3. Zvolme x € X, kde X € Q/QI. Pak tfida X je mnoZinou vSech prvki tvaru
x + a, kde ae 2.

Dukaz: Je-li x'€X, pak a = (x' — x)e U, takZe x' = x + a. Je-li naopak
ae U, pak (x + a — x) = ae U, takZe (x + a) e X.

Definice 3. V mnoZin& £/ zavddime linedrni operace takto:

a) pro X, Ye £/ je soudtem X + Y tfid X, Y ta tfida mnoZiny &/, kterd obsa-
huje prvek (x + y) € £, kde x (y) je libovolng zvoleny prvek tiidy X (Y);

b) pro a € T, X € £/ je soudinem oX &isla o s tiidou X ta tiida mnoZiny £/,
kterd obsahuje prvek ax € £, kde x je libovolné zvoleny prvek tiidy X.

Lemma 4. SouCet X + Y t¥id X, Y ani soudin oX &isla o s tfidou X nejsou zdvislé
na volbé prvkl x, y v tfiddch X, Y.

Dukaz: a) Necht x, x' € X, y, ' € Y, Z je t¥ida obsahujici x’ + y’. Mdme (x —
—x)eW (y— y)eWarom& [(x + y) — (x' + y)] e U, takZe (x + y) R(x" +
+¥),Z=X+1Y.

b) Nechf x, x' € X, Z je t¥ida obsahujici ax’. Mdme (x — x’) € %A a rovnéZ (ax —
—ax’) = a(x — x') e A, takZe (ax) R(ox'), Z = aX.

Véta 1. MnoZina £/ s linedrnimi operacemi podle definice 3 je linedrnim pro-
storem.

Dtkaz plyne z definice 3 a axiomul linedrniho prostoru. Nulovym prvkem je
tfida A, prvkem opatnym k t¥idé X je tfida —X = (—1) X.

Definice 4. Linedrni prostor £/ nazyvdme faktorovy prostor prostoru £ podle
jeho podprostoru 2I.

Definice 5. Necht 2, B jsou dva podprostory prostoru £ a £/, 2/8 jsou pti-
slusné faktorové prostory. JestliZe ke kazdému prvku X e 82 existuje prvek Ye 2/8
tak, e X < Y, pak prostor £/ (8/B) nazyvdme zjemnéni (zdkryt) prostoru /B
(2/%) a piseme /A < 2/B (/B = /N).

Pozndmka 1. Snadno vidime, Ze faktorovy prostor €/€ (2/{0} = @) je zdkrytem
(ziemn&nim) kaZdého faktorového prostoru £/; nazveme jej nejvétsi (nejmensi)
faktorovy prostor.
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Véta 2. Faktorovy prostor £/ je zjemn&nim prostoru £/®B tehdy a jen tehdy,
je-li A < B. .

Diikaz: Necht A =« B, Xe Q/QI. Zvolme libovolné dva prvky x, x' € X, tedy
(x — x)e U = B. Prvky x, x’ jsou tedy ekvivalentni i vzhledem k podprostoru B.

Necht nyni naopak je 2/ zjemn&nim prostoru £/8. Ozname B’ ten prvek pro-
storu Q/SB, jenZ obsahuje A, tj. A = B'.Oviem 0 € A = B, tj. B’ obsahuje nulovy
prvek prostoru L. Ponévadz téZ 0 € B, mame B’ = B, tj. A = B.

Definice 6. Spolecnym zjemnénim (zdkrytem) faktorovych prostort 2/, £/
nazyvame faktorovy prostor 53/(5 takovy, ktery je zjemnénim (zeikrytem) soucasné
obou prostorit 2/, 2/B.

Definice 7. Nejvétsi spolecné zjemnéni (2%, 2/B) faktorovych prostorti £/,
2/B je faktorovy prostor €/€ takovy, Ze kazdé zjemnéni obou prostord £/, /B
je soudasné i jeho zjemnénim.

Véta 3. Nejvétsim spoleSnym zjemnnim faktorovych prostori L/, £/B je
faktorovy prostor £/(A N B).

Dukaz: ProtoZze AN B < A, AN B =« B je faktorovy prostor 2/(9( N YB)
podle véty 2 zjemnénim prostort B/QI, Q/SB.

Jestlize faktorovy prostor €/€’ je zjemn&nim prostord £/, /B, pak podle véty 2
je @ <A, ¢ < B, tedy € = AN B, takze B/G’ je rovnéZz zjemnénim prostoru
2/(A N B).

Definice 8. Nejmensi spolecny zdkryt [2|, 28] faktorovych prostord £/,
2/B je faktorovy prostor 2/€ takovy, Ze kaZdy zdkryt obou prostorti £/, 2/B je
soucasné i jeho zdkrytem.

Véta 4. Nejmensim spolednym zdkrytem faktorovych prostort £/, £/9 je fakto-
rovy prostor 2/(UA + B) (A + B je soudet — nikoli sjednoceni — podprostord
A, B).

Dukaz: ProtoZe A = A + B, B = A + B, je faktorovy prostor /(A + B)
podle véty 2 zdkrytem prostort /2, 2/B.

Jestlize faktorovy prostor £/€’ je zdkrytem prostorii 2/, £/B, pak podle véty 2
e Acl, B, tedy (AU + B) = €, takZe /€ je rovndZ zdkrytem prostoru
/(A + B). |

Véta 5. Kazdy prvek Z nejvétsiho spole¢ného zjemnéni prostort 2/9[, 2/23 je
prinikem X N Y dvou vhodnych tfid X € /2, Ye £/B.

Diitkaz: Nechf Z je prvkem nejvétsiho spole¢ného zjemnéni a X € 2/, Ye Q/SB
jsou ty t¥idy, pro néZ podle definice zdkrytu plati Z = X, Z < Y; pak ovem Z <
cXnY.

Nechf nyni x, y jsou prvky mnoZiny X nY, tedy (x — y) e, (x — y)e B,
odkud (x — y) e A N B. Prvky x, y leZi tedy v téZe tfid¢ Z prostoru £/(UA N B),
takZe podle véty 3mdme X n Y Z;protoZ =X n Y.
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Véta 6. Kazdy prvek X prostoru £/ je incidentni se viemi témi prvky prostoru
LD, které jsou spolu s X &dsti téhoZ prvku nejmensiho spole€ného zdkrytu.

Dikaz: Zvolme Z € [/, /8] a v Z zvolme libovolné prvky X e £/, Ye £/,
tedy

(1) XcZ, YcZ.

Zvolme ddle x € X, y € ¥; podle (1) je rovnéZ x, y € Z. Podle véty 4 existuje prvek
ce(W+ B)tak, Ze x — y =c. Pfitomc =a + b, kde ae W, beB, tj. x — y =
= g + b, odkud

2 x—a=y+b.

Podle lemmatu 3 je (x — a)eX, (y + b)e Y, tedy (2) znadi, Ze t¥idy X e 2/,
Y e £/B jsou incidentni.

Poznamka 2. Vlastnost popsanou ve vété 6 lze formulovat také takto: Faktorové
prostory 2/, 2/ jsou doplitkové.

Véta 7. Systém A vSech faktorovych prostort prostoru £ podle jeho podprostori
je vzhledem k operacim (), [ ] uzavieny a spolu s témito operacemi tvoti moduldrni
svaz s krajnimi prvky, jimiZ jsou nejvétsi a nejmensi faktorovy prostor.

Diikaz: Lehce ov&fime splnéni axiomt moduldrniho svazu ([1]; 18, 6):

a) [2/, 2/8] = [¢/B, 2A];

b) [/, L/A] = £/A;

o) [/, [2/B, 2/C]] = [[&/U, £/B], 2/€] (= &/(A + B + €));

d) [/, (22, 2/B)] = L&/ (nebot A + A N B = A);

a') (2, 2/B) = (2/B, &/A);

b’) (L/U, 2/A) = L/A;

') (L), (2B, 2/€)) = ((2/%, £/B), &/€) (= /(¥ n B n €));

d’) (2/, [L/A, 2/B]) = /A (nebot A N (A + B) = A);
déle pro € o U je

m) [2/U, (2/B, £/€)] = ([L/A, £/B], £/€) (nebot A + B N € = (A + B) n €)
apro€C < Uje

m’) (2/%, [¢/B, ¢/€]) = [(&/A, £/B), £/C€] (nebof AN (B + €) = A ~ B + C).

Definice 9. Necht % o B, € jsou podprostory prostoru L.

Prisekem podprostoru € s faktorovym prostorem /B nazyvdme faktorovy
prostor (2 N €)/(B N €); oznadujeme jej (A/B) r €. Je-li € pouze podmnoZinou
prostoru £, pak jejim prisekem s faktorovym prostorem /¥ rozumime mnoZinu
vSech priniki jednotlivych tfid prostoru Q[/% s mnoZinou €.

Obalem podprostoru € ve faktorovém prostoru QI/% nazyvame faktorovy pro-
stor (A N € + B)/B; oznadujeme jej € [ (A/B). Je-li € pouze podmnoZinou pro-
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storu £, pak jejim obalem ve faktorovém prostoru /B rozumime mnoZinu viech
t&ch t¥id faktorového prostoru /B, které jsou incidentni s mnoZinou €.

Poznamka 3 (o vynucenych zdkrytech faktorovych prostorﬁ). Necht B je pod-
prostor prostoru € a necht B, je podprostor prostoru £/8. Prvky podprostoru B,
jsou tedy tfidy prostoru £/B, mezi nimiZ je oviem i tfida B (nulovy prvek). Pod-
prostor B, definuje na £/B faktorovy prostor (£/B)/B,. Tento faktorovy prostor
vynucuje jisty zdkryt faktorového prostoru £/B takto: Zdkryt faktorového prostoru
2/B vynuceny faktorovym prostorem (£/8B)/B,, je faktorovy prostor £/, pfidemz
podprostor A = £ je sjednocenim vsech prvki prostoru £, které jsou v téch prvcich
(tfiddch) prostoru £/8. z nichZ je sloZen podprostor B, v £/B. Podprostor B, je
faktorovym prostorem /.

Déle budeme uvazovat podprostory A < &, < £, B < &, = L.

Definice 10. Faktorové prostory £/, £,/B se nazyvaji sprazené, jestlize kazdy
prvek X € £,/% je incidentni prdvé s jednim prvkem prostoru £,/8 a soudasné
kaZdy prvek Ye £,/B je incidentni pravé s jednim prvkem prostoru £, /‘2[

Lemma 5. Faktorové prostory £,/%, L,/B jsou spraZené prdv& tehdy, plati-li
soucasné

3) ANL, =Bne,,
(4) 2 = UL C /W), £ =UL C L,/9)

(v (4) je £, sjednocenim prvkii obalu prostoru £, ve faktorovém prostoru £,/21
a podobn& £,).

Dukaz: Necht prostory £,/ £,/ jsou spfazené. Pondvadz 2, B jsou incidentni
(obsahuji nulovy prvek), je AN L, = AN B, BN &, = B n A, takie plati (3).
ProtoZe kazdy prvek faktorového prostoru £,/ je incidentni s nékterym prvkem
prostoru €,/B, tedy i s prostorem &,, plati ve (4) prvni rovnost. Podobng kazdy
prvek faktorového prostoru £,/B je incidentni s ndkterym prvkem prostoru /%,
tedy i s prostorem €, takZe ve (4) plati i druhd rovnost.

Necht nyni naopak plati (3), (4). Z(3) plyne AN 2, =« B, tedy A N &, =« AN Y
arovnéZB N &, < W tedy BN L, « A n B; ponévadZ oviem A n B < AN L,,
AN B < Bn L, mame

(5) AN =Bng =ANB.

Z prvni rovnosti (4) plyne, Ze kazdy prvek X € €,/ je incidentni s £,, tedy s n¢kte-
rymi prvky prostoru 532/23; podobng z druhé rovnosti (4) plyne, Ze kazdy prvek
Ye £,/ je incidentni s £, tedy s n&kterymi prvky prostoru /2. Nechf X € £,/
je incidentni se dvéma rlznymi prvky Y;, Y, € 532/%. Existuji tedy y, €Yy, y, €7,
tak, Ze yy, y, € X, tj. (y; — y,) € ¥, pritom (y, — y,) €W, pridemZ oviem (y, —
— y) €8, Tedy (y; — y,) e AN L, ale (y; — y,) EAN B, coZ je spor s (5).
Dané faktorové prostory jsou tedy sprazené.
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Pozndmka 4. Podminka (3) je ekvivalentni s podminkou
(6) QI/QII—]QZ = Qz/%[—lﬂl,

jak plyne z definice praseku.

Véta 8. Necht & = A @ (S(symbol @ znadi pfimy soucet podprostord, tj. A N € =
= {0}). Faktorovy prostor £/ je izomorini s prostorem €, pfiemZ izomorfismus
je dén takto: KaZdému prvku X e £/ je pfifazen prdvé ten prvek x € €, pro n&jz
xeX.

Dukaz: Pfednd ukdZzeme, Ze v kaZzdé t¥id¢ X e £/ leZi prdvé jeden prvek pod-
prostoru €. Kazdy prvek x € X lze psdt ve tvaru x = a + ¢, kde a e U, c € €. Podle
lemmatu 3 plati ¢ € X, tj. kazdd tfida X obsahuje alespoii jeden prvek podprostoru €.
Kdyby obsahovala dva rizné prvky x, y podprostoru €, pak by platilo 0 & (x —
— y)e U, (x — y) € €, coz je spor. Izomorfismus pak plyne z definice 3 a lemmatu 4.
Piitom zfejmé& prvku 0 € € odpovidd tiida A e £/A.

Véta 9. Necht &, =AU D C, £, = B @ D jsou podprostory prostoru £ a plati

) AN=AN"nBoA, C=CnDoC,

B=UNBeYB', D=CnD .

Faktorové prostory €/, £,/B jsou spfaZené pravé tehdy, je-li € = D.

Ditkaz: 1. Necht plati € = D. Ponévadz A n D = {0}, B n € = {0}, plati (3).

Déle ziejm& J(L,CL,/A) = 8,. Zvolme nyni x € £;, a nechi X € &,/U je ten
prvek faktorového prostoru, pro néjz x € X. Podle véty 8 lezi v X pravé jeden prvek
ce @, oviem ce D, takZe c € 2,. Je tedy X € 2,[C £,/U, tj. x € U(L,C &,/A), proto
2, = U(L,C¢,/A). Plati tedy prvni rovnost (4). Podobn& dostaneme i platnost
druhé rovnosti (4), takZe podle lemmatu 5 jsou faktorové prostory 2/, £,/
sprazené.

2. Necht nyni naopak jsou faktorové prostory £/, £,/B spfaZené. Pak podle
lemmatu 5 plati (5).

Zvolme c € €, anecht X € £, / A je ta tfida, pro kterou je ¢ € X. Podle pfedpokladu
je tato tfida incidentni prdvé s jednou tfidou Ye 22/23, tedy existuje xe X, yeY
tak, Ze x = y. Ve tfidé Y je prdvé jeden prvek de D. Mdme x = ¢ + a, y = d + b,
kde a € A, b e B. Prvky a, b, ¢, d rozlozme jesté podle (7) a rovnost x = y pak ddvd

(8) a0+al+co+c’:b0+b/+do+d,,

kde ag, by e A N B, o, dgeC€CnD,a" eW,b' eV, ¢’ eC,d €D Prostor 2, + L,
Ize vyjddiit takto (B N € = A n D = {0}):

2+, =UnNnBOA OB CnDOCPY;
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plati v ném podle (8)
0=(ag—bo) +a —b +(co—do)+¢c —d,

tedy ag = by, ¢ =dg, a' =b" =c¢" =d =0. Pro kazdé ceC je tedy ¢’ =0,
takZe podle (7) je €' = {0}, € = D. Vyjdeme-li naopak od libovolného prvku d € D,
dostaneme analogickym postupem D < €, tedy € = D, ¢. b.d.

Pozndmka 5. Dva razné faktorové prostory prostoru & nejsou spfazené.

Definice 11. KoneCnou klesajici posloupnost podprostort prostoru £
(W=)A, >...0Y,

nazveme fada podprostori, kone¢nou posloupnost pfislusnych faktorovych pro-
storil

(2/2) =) g, = ... = ¢/,

nazveme rFada faktorovych prostori.

Mg¢jme nyni fadu (/) faktorovych prostorti; nechf X, € £/, a nechf X, € £/,
je prdvé ten prvek, pro n&jz X, > X,(y =1,...,a). Plati tedy X; o ... o X,.
Oznacme
9) KX,=X,MeA,, (Wy, =,).

Definice 12. Posloupnost rozkiadi

([KXa] = )KIX, - ... KX,

definovanych vztahem (9) nazveme lokdlni Fetézec fady (2/) pfislusny k prvku
X, € 8U,; prvek X, € /A, nazveme bdze Fetézce [KX,]. MnoZina A sklddajici se
z lokdlnich Yetdzci, jejichZ bdze jsou jednotlivé prvky prostoru £/, se nazyvd
varieta lokdlnich Fetézcii p¥islusnd k Yadg (2/).

Véta 10. Varieta lokédlnich Tfet€zct A s linedrnimi operacemi
(10) [KX.] + [KX,] = [K(X. + X0)],
(1) J[RX,] = [R(X)] (e T)
tvofi linedarni prostor.

Diikaz necht si &tendf provede sim podle (10), (11) a axiém linedrniho prostoru.
Nulovym prvkem je lokdlni fetézec [K%,], prvkem opanym k [KX,] je lokdlni
fetézec [K(—X,)].

Lemma 6. Lokdlni Fetézec [K(X, + X,)] ([K(1X,)]) md y-ty &len (X, + X;)
M e/A,,,(AX, M 2/A,,,), kde X, = X,, X, > X, jsou prvky prostoru 2/,
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Dukaz: Zvolme (x, + x;)e (X, + X,). PondvadZz X, = X,, X, < X, plati
(x, + x;) e (X, + X;), tj. (X, + X;) = (X, + X;), tedy vzhledem k (9) dostdvdme
prvni &ast tvrzeni. Podobné se dokdZe i druhd &dst.

Definice 13. Necht &/’ < /A,. Zobrazeni, které kazdému X' e &/W’ pfifazuje
lokdlni fetézec [KX,] s bdzi X, € &/, kde X' = X,, nazveme prirozené.

Véta 11. Ptirozené zobrazeni prostoru £/21, na prostor A je izomorfismus.

Dukaz plyne z véty 10 a ponechdvad se Stenafi.
Uvazujme nyni dvé fady faktorovych prostort

(2 =) 22,
((2/8) =) /3,

1\

L= 8%,

v

2 8By (1,2 1),

Podle véty 6 a pozndmky 2 je kazdy faktorovy prostor EZ/QIy dopliikovy s kazdym
faktorovym prostorem /8, (y = 1,...,a; § = 1,..., ). Rekneme, %e fady (2/2),
(8/8) jsou doplitkové.

Necht ddle U, = B; k faddm (2/%), (2/B) utvoime variety lokdlnich Fetézch
A, B.

Definice 14. Jestlize ke kazdému prvku [KX,]e A pfifadime lokdlni Fetdzec
LX,] e B s touz bdzi X,e LU, = /B, pak toto zobrazeni nazveme kobazidlni
zobrazeni variety A na varietu B.

Ztejmé plati:

Véta 12. Kobazidlni zobrazeni variety 4 na varietu B je izomorfismus.

Linedrni prostory n-rozmérné

Necht nyni £ je n-rozmérny linedrni prosfof, A je jeho p-rozmérny podprostor
O<p=n;prop=0jeA={0},prop=njeA=g).

Véta 13. Faktorovy prostor &/ je (n — p) — rozmérny.

Diikaz plyne z véty 8.

Pozndmka 6. Necht A < €, p, g jsou rozméry podprostortt A, B, tj. p < q = n,
pfiemZ pro vlastni podprostory plati ostrd nerovnost. Podle véty 2 a véty 13 dostd-
vdme, Ze rozmér libovolného zdkrytu (zjemn&ni) faktorového prostoru neni v&tsi
(neni mensi) neZ rozmér tohoto faktorového prostoru, pfi¢emZ pro vlastni zdkryt
(zjemnéni) plati ostrd nerovnost.

Poznamka 7. Jestlize p, q, r jsou rozméry podprostortt A > B, € linedrniho pro-
storu £, pak rozmé&r priseku (2/B) M € i obalu € C (A/B) je nejvyse min (p — g, ).

Pozndmka 8. Je-li v fadg (2/) rozmé&r posledniho &lenu £/, roven m, pak varieta
lokdlnich fetézcti A je m-rozmérny linedrni prostor.
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Normované faktorové prostory

Necht nyni £ je normovany linedrni prostor, tedy ke kaZdému prvku x e € je
pfifazeno nezdporné &islo “x“ (norma prvku x) tak, Ze pro viechna x, ye &, e T
plati
(n1) Hx“ >0 pro x + 0, Hx“ =0pro x=0,

(m2) x| = 1] x|

@3) |x + y| = |x|| + [[¥] (trojuhelnikovd nerovnost).

Lemma 7. Je-li N uzavieny podprostor prostoru L, lze ve faktorovém prostoru
L/A definovat normu takto:

1) x| = i <

(viz [6], kap. II, § 8,4).

Dukaz: 1. Predné HQIH = 0, nebot nulovy prvek 0e A. Kdyby pro nékterou
tiidu X =+ A prostoru /A platilo “X“ = 0, pak by vzhledem ke (12) existovala
posloupnost {x,} prvki x,e X tak, Ze |x,| =0, tj. x, > 0. Zvolme x € X, pak
(x — x,)e ¥, x — x,— x. PondvadZ A je mnoZina uzaviend, mdme xe A, tj.
X = A, cozjespor. Pro X + Wjetedy HX“ > 0.

2. Plati
Jax] = int 2] = i x| = 1] inf ] = [2]. ]
zeAX xeX xeX
3. Plati '
[X + Y] = inf |z =inf|x +y] <inf(x] +]v]) =
ze(X+Y) J;Ee); 3;2)}&:

= inf [ + it 5] = x] + [ ¥]. . ..

Necht je nyni v prostoru £ ke kazdému x € £ definovdna polonorma Hx”' tedy
nezaporné Cislo takové, Ze pro vSechna x, y € &, A € T plati (n2), (n3).

Lemma 8. MnoZina ¥ < £ vSech prvkil r € £, pro néz Hr”’ = 0, je podprostorem
prostoru & (viz [6], tamtéZ).

Dikaz: Necht r, se€ U, 4, p e T; uZitim (n2), (n3) mdme

“lr-l—us =0,

T= |

= |

N

"+ [us

Lemma 9. Je-li £ linedrni prostor s polonormou a A je podprostor vSech prvkd,
jejichZ polonorma je rovna nule, pak ve faktorovém prostoru 53/‘2[ je definovdna
norma

(13) X[ = {x

’
b

kde x je libovolny prvek tiidy X (viz [6], tamtéz).
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Dukaz: Nejprve dokdZeme, Ze vSechny prvky téZe téidy X e /U maji tutéz
polonormu. Pro tfidu U je to zfejmé podle jeji definice. UvaZujme nyni tfidu X
a dva riizné jeji prvky x, y (pfedpokldddme oviem, Ze dand polonorma neni normou,
tedy U i kaZdd tfida obsahuje alespoii dva riizné prvky). Pak existuje prvek re A
tak, Ze

y=x+4+r, x=y-—r.

’

Odsud uzitim (n3), (n2) méme jednak Hy ' < Hx ”, jednak ”x
= Hy |'s v (13) je tedy HXH definovdna jednozna&né.

Mdédme tedy HQI” = 0 a pro X =+ UA pak HX“ = ||x " > 0, protoZe vsechny prvky
s nulovou polonormou jsou v A. Vlastnosti (n2), (n3) zdstdvaji ziejm& v platnosti
i ve faktorovém prostoru £/9I.

=l g

APLIKACE

Uvedeme nyni pouZiti pojmu faktorovy prostor v nékterych matematickych disci-
plindch. Omezime se vSak jen na zavedeni faktorovych prostord a objasnéni jejich
konkrétniho vyznamu. Ctend¥ necht se sém pokusi provést a realizovat i zde (zejména
v ndsledujicich dvou &dstech) n&které hlubsi @ivahy, jeZ byly naznadeny v prvni &dsti
tohoto ¢éldnku pro libovolné faktorové prostory.

Resent soustavy algebraickych rovnic

M¢jme homogenni soustavu linedrnich rovnic

(14) fi(fn Errinns f,,) =0, i=12,....m

hodnosti h nad t&lesem T. Podle [2], kap. IV, v&ty 28,2 tvofi viechna feSeni této
soustavy (v t&lese T) linedrni prostor rozméru n — h nad t&lesem T.

Mnozinu vSech n-tic Cisel z télesa T oznacme £; je to n-rozmérny linedrni prostor.
MnoZina U vsech feSeni soustavy (14) je tedy podprostorem prostoru L.

UvaZujme déle nehomogenni soustavu

(15) fi(élaéZ"-'s én)': ¢, I= 1,2,...,m

piislusnou k téZe homogenni soustavé (14).

Véta 14. Mé-li soustava (15) feSeni, pak mnoZina X vicch jejich feSeni je t¥idou
faktorového prostoru £/. Viechna feSeni soustavy (15) tedy dostaneme tak, Ze
k libovoln& zvolenému (vypoltenému) feSeni nehomogenni soustavy pfipo&teme
viechna feleni pfislusné homogenni soustavy. (Srovnej [2], kap. 1V, véta 28,6.)

Dikaz: Je-li p, g€ X, je fp — q) = fi(p) — fila) = ¢; — ¢; = 0, tedy (p — q) €
€ . Patii proto p, g do téZe t¥idy faktorového prostoru £/2%. Necht nyni naopak
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p € X a g patii do téZe tfidy faktorového prostoru /%, tj. (¢ — p) € U. Pak f(q) =
=f{a—p+p)=fa—p)+f(p) =0+ ¢;=c; tj. g€ X. Druhd &dst tvrzeni
této véty plyne z lemmatu 3.

Reseni linedrnich diferencidlnich rovnic

I kdyzZ tu jde o dosti odli$nou tematiku vzhledem k pfedchozi aplikaci, nachdzime
zde tésnou analogii, zaloZenou ovSem prdvé na obecnych vlastnostech faktorovych

prostort.
Méjme homogenni linedrni diferencidlni rovnici n-tého fddu
(16) Lyl = y™ + a;() y" ™V + o+ ayi(1) ¥ + a(t) y = 0,
kde koeficienty a(f) (i = 1, ..., n) jsou redlné funkce spojité na intervalu j. Z teorie

diferencidlnich rovnic je zndmo, Ze FeSeni rovnice (16) tvofi n-rozmérny linedrni
prostor, jehoZ bdzi je soustava linedrn€ nezdvislych partikuldrnich feseni y{, y,, ..., ¥,
(viz [4], kap. II, § 1) definovanych na j ([4], kap. I, § 3,4). Obecné feSeni je tedy
y =Cyyi + Cyy, + ... + C,y,, kde C; jsou libovolné redlné konstanty.

Oznaéme £ mnoZzinu v8ech funkci majicich na j spojitou n-tou derivaci a nechf
je mnoZina vech feseni rovnice (16); je tedy U podprostorem prostoru L.

Uvazujme nyni nehomogenni rovnici

(17) Lly] = £()

s touZ levou stranou jako (16), pfiemz f(t) je funkce spojitd na j.

Véta 15. MnoZina X viech feSeni rovnice (17) je tfidou faktorového prostoru 2/
Obecné feSeni nehomogenni rovnice (17) dostaneme tedy tak, Ze k libovolnému
(jednomu) feSeni nehomogenni rovnice (17) pfipofteme obecné feSeni pfislusné
homogenni rovnice (16). (Srovnej [4], kap. I1, § 1,50.)

Dukaz je analogicky jako u véty 14.

Priklad z teorie miry

V teorii miry neni zcela snadné sestrojit mnoZiny, které nejsou méfitelné podle
Lebesguea. Poddme zde konstrukci jisté mnoZiny 4, oviem dukaz jeji neméfitelnosti
si musi ¢tendf vyhledat v citované literatufre.

UvaZujme mnoZinu Z vSech redlnych &isel jako linedrni prostor nad télesem R
viech raciondlnich &isel. MnoZina R je oviem sama podprostorem prostoru Z (nad
R). Vytvoime faktorovy prostor Z/R.

Lemma 10. Kazda tfida X eZ/R je incidentni s libovolnym intervalem <{a, b)
s kladnou délkou.

Dikaz: Zvolme &islo x € X a nechf nejprve x < a. Zvolme raciondlni ¢islo
re(0, b — a). Pak ngkteré z &isel x + mr, kde m je vhodné ptirozené ¢&islo, lezi
v {a, b) a téZ (x + mr) e X. Podobn& pro x > b.
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Zvolme nyni v kazdé t¥id& faktorového prostoru Z/R &islo x tak, aby x € (—%, 1>;
mnozinu vSech té€chto &isel x ozname A, zfejmé 4 = {(—1, 1.
MnozZina A neni méfitelnd podle Lebesguea. (Viz [3], kap. 111, § 6.)

Lebesguetiv prostor

Nechf Lje mnoZina vSech funkci integrace schopnych podle Lebesguea na intervalu
{a, b). Vime, Ze L je linedrni prostor s polonormou: je-li ¢ € L, pak “(p "= I[(pl.
Pfitom Il(p] = 0 pravé tehdy, je-li ¢ = 0 skoro viude na intervalu <a, b) (tj. nejvyse
s vyjimkou mnoZiny nulové miry). Ozname L, prostor viech funkci, které jsou skoro
vSude rovny nule.

Podle lemmatu 9 je faktorovy prostor L/L, prostorem s normou. Jsou-li ¢, y
dvé& funkce z téZe tfidy X € L[L,, plati ¢ = y skoro vSude a Ip = Iy. Prakticky to
znamend, Ze z hlediska Lebesgueova integrdlu neni tfeba vzdjemné odliSovat funkce,
které jsou si rovny skoro vSude, a kaZdou funkci je tfeba povazovat za reprezentanta
celé tfidy faktorového prostoru L/L,. Tento prostor se nazyvé Lebesgueiiv. ([6],
kap. IV, § 3,6.)
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TEPLOTA A REALIZACE JEJI STUPNICE PLYNOVYM
TEPLOMEREM

Jiki HRBEK, Praha

POJEM TEPLOTY

Teplota je jeden z nejdileZitéjSich fyzikdlnich pojm1, ktery je v nasi predstavé sice
zddnlivé jasny, protoZe mdme fyziologickou schopnost pocifovat zmény teploty, ale
pfesnou jeji definici Ize podat teprve na zdklade vlastnosti termodynamické rovno-

véhy [1] [2].
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