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VYUCOVANI MATEMATICE A FYZICE

PROGRAMOVANA UCEBNICE MATEMATIKY PRO VYSOKE
SKOLY TECHNICKE

KLIMENT SOLER, Praha

V Pokrocich MFA 13 (1968), ¢. 1, str. 33 vysel ¢ldnek J. Mikuléaka ,, Programovand
ucebnice moderni matematiky‘‘, ktery uvdadi ukdzky z americké programované ucebni-
ce Modern Mathematics a ukazuje, Ze jeji programované zpracovani uéiva md fadu
nedostatk. Upozoriiuje, Ze by bylo tcéelné vyzkouset kombinovanou formu prace,
pfi niz by na uciteliv vyklad navazoval ndcvik Zddoucich algoritmi a dovednosti
pomoci programovanych texti, popf. pomoci vyucovacich stroji. Tento pozadavek
spliiuje do zna¢né miry sovétskd programovand ucebnice Matematiceskij praktikum
dlja vtuzov, kterou vydalo nakladatelstvi VysSaja §kola Minsk v r. 1967. Kniha ma
205 stran a obsahuje vedle tivodu Sest kapitol, v nichz se probiraji ndsledujici témata
vypocetni techniky:

1. ReSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic metodou postupného vyludova-
ni nezndmych (Gaussova metoda) — 13 stran
2. Interpolace funkci — 31 stran
Ptiblizné feSeni algebraickych rovnic — 44 stran
Priblizny vypocet urCitych integrdald — 25 stran
Pfiblizné feSeni diferencidlnich rovnic — 40 stran
Pfiblizny vypocet pomoci mocninnych fad — 24 stran
Pribliznd harmonickd analyza — 22 stran.

Nk w

Kniha je praktickou pfiruckou pro praktickd cviCeni z vypocCetni techniky na vy-
sokych Skoldch technickych, ale pfedpoklddd, Ze studenti jiz absolvovali pfislu$né
pfedndsky z dané tematiky.

U kazdého tématu je nejprve uveden krdtky vyklad zdkladnich teoretickych poznat-
ki (bez jejich odvozeni); k objasnéni tohoto vykladu, k jeho procvi€eni a pro kontrolu
spravného pochopeni jsou zatazeny vhodné otdzky a priklady. Pro kontrolu spravnos-
ti feSeni a jeho postupu kniha vyuZivd vétveného programovani. ReSeni je pfitom
rozdéleno na jednotlivé kroky, po nichZ vZdy ndsleduje otdzka s nékolika uvedenymi
vysledky. Student voli tu odpovéd, kterd odpovidd vysledku jeho vypoctu a pokracuje
pak na strané uvedené u zvolené odpovédi. Tam najde potvrzeni spravnosti svého
vysledku a dalSi pokyny pro postup vypo¢tu, popf. dalsi vyklad nebo upozornéni na
chybu, které se dopustil, nebo konetné podrobny vypocet daného kroku. Na konci
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kazdé kapitoly je shrnuti, pfi némzZ student znovu souborné prostuduje vSechny
Casteéné vysledky teorie, které ve skutecnosti tvofi souvisly vyklad pferuSeny pouze
vloZzenymi kontrolnimi otdzkami a ulohami.

Po tomto teoretickém uvedeni a jeho procviceni ndsleduji pokyny k vlastnimu
provedeni pfislusného matematického praktika, které obsahuji podrobny ndvod
pro vlastni provedeni vypoctu a pro jeho prehledny zdpis (obycejné ve formé vhod-
nych tabulek). Nakonec je zafazeno né€kolik priklada (s uvedenymi vysledky), které
tvorfi jddro samostatné Cinnosti studenta pfi studiu tohoto matematického praktika.

Jako ukdzka je v dalSim zafazena prva kapitola uvedené pfirucky. Byla vybrana
proto, Ze je nejkratsi a md nejjednodussi obsah. Jeji omezeny obsah a rozsah oviem
nedovoluji ukdzat pln€ moznosti programovani uciva jako dalsi rozsdhlejsi kapitoly,
ale prece je z ukdzky dobfe patrno, Ze pfirucky tohoto typu mohou byt i pro studenty
vysokych $kol technickych a pfirodovédnych velmi uZite¢né a Ze mohou dobfe pomoci
pfi fizeni jejich samostatné prdce. Prirucka je dokladem toho, Ze zdsad a pomiicek
programovaného uceni je dobfe moZno vyuzit i na vysokych Skoldch, jestlize zptsob
programovéni pfizpiisobime duSevni urovni student, pro néZ jsou uréeny.

ProtoZze ve vétvené programovaném textu je tfeba stdle listovat, je ukdzkovy
programovany text uvedeny v tomto Clanku opatfen vlastnim Cislovanim stran
umisténym v hranaté zdvorce uprostied spodni ¢dsti stranek. Na toto Cislovdni se
vztahuji také odkazy v programovaném textu. Vzhledem k tomu, Ze Casopis md
vétsi formadt neZ origindlni kniha, bylo tfeba také text rozdélit jinak nezZ v origindle,
kde je text rozd€len fidCeji.

Autor dékuje tiskdrné za pe€livé zlomeni sazby.

Metoda probiranad v uvedené pfirucce a v tomto ¢lanku programovanym zptsobem
je uvedena neprogramované také v nékterych nasich pfiruckdach a ucebnicich. Jsou
to na priklad

FADDEIEV D. K. - FADDEIEVOVA V. N.: Numerické metody linedrni algebry, kterou
v fadé ,,Teoretickd kniZnice inZenyra‘* vydalo Stdtni nakladatelstvi technické litera-
tury. Praha 1964 (oddil IT: Finitni metody feSeni soustav linedrnich rovnic, kapitola
16: Gaussova metoda; strana 141—159).

RekTORYS K. a kol.: Prehled uZité matematiky. Stitni nakladatelstvi technické
literatury Praha 1968, oddil 30: Numerické metody linedrni algebry, kapitola 30,1:
Elimina¢ni metody; strana 942 a ndsl.

Ctend¥i proto maji moZnost provést si porovndni programovaného a neprogramo-
vaného podani téZze ucebni ldtky. Je z néj patrno, Ze autofi programované prirucky
u béZnych studentii sovétskych vysokych s$kol technickych, pro néZ je matematika
preci jen pouze pomocnou disciplinou, znalost specidlni matematické symboliky ne-
predpoklddaji a proto ji ve svém vykladu nepouZivaji. Vyklad i jeho zdpis se tim sice
ponékud prodlouzi, ale studium textu se tim studentiim, ktefi tuto symboliku nemaji
dokonale vZitou, usnadni. Ale i jinak je tento populdrngjsi zptisob vykladu v progra-

MV vy

movanych uéebnich textech nejbézné;si.
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RESENI SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC METODOU
POSTUPNFHO VYLUCOVANI NEZNAMYCH (GAUSSOVA METODA)

§ 1. Uvod

Pfi feSeni soustavy n linedarnich rovnic o n nezndmych uZivame v pfipadé, Ze deier-
minant sloZeny z koeficientl u nezndmych neni roven nule, zndmych vzorcit Krame-
rovych. Té€chto vzorct se vSak pfi praktickych numerickych vypoctech pro n > 3
neuzivd, protoze jejich vydcisleni je obtizné. I pro soustavu tii linedrnich rovnic se
tfemi nezndmymi (n = 3) jsou Kramerovy vzorce té¢Zko pouZitelné v piipadg, Ze
koeficienty rovnice jsou vyjadieny vicecifernymi Cisly.

§ 2. Pfimy postup

BudiZ dan systém n linedarnich rovnic s n nezndmymi

(1) AyyXy + QyaXy F oo F A X, = Ay ey
31Xy + ApXy + oo+ A%y = A3 pig
anlxl + anZXZ + ...+ annxn = an,n+1

Predpoklddejme, Ze koeficient pfi x, v prvé rovnici neni roven nule (a;, # 0).
Je-li a;; = 0, staci zménit pofadi zdpisu rovnic nebo nebrat za nezndmou Xx,, ale
nékterou jinou. Koeficient u této nezndmé oznacime jako vedouci koeficient prvého
kroku.

Nejprve vydélime obé strany prvé rovnice Cislem a,,, ob& strany druhé rovnice
dislem a,, atd., tj. kaZzdou rovnici vydélime jejim vedoucim koeficientem prvniho
kroku. Je-li v nékteré rovnici tento koeficient roven nule, pak se déleni této rovnice
netykd (tj. opiseme ji beze zmény).

Otazka: Zucastni se prvého kroku vSechny rovnice soustavy

2x; — 4x, + 5x3 = 6,2
X, — 3x3 = =23
Xy — 3x, + 2x3 = 7,01
Odpovédi:

1. Prvého kroku se zuastni vSechny rovnice Str. [3] d

2. Prvého kroku se neztcastni rovnice
X, — 3x3 = =23 Str. [3] ¢
[1]
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PokraCovini ze strany [4] a [5]
§ 3. Zpétny postup

Z trojuhelnikové soustavy rovnic uréime hodnoty nezndmych. Zagneme pfitom
posledni rovnici, v niZ je nalezena hodnota posledni nezndmé x,. Abychom ur¢ili
X, 1, dosadime ur¢enou hodnotu x, do pfedposledni rovnice. Dalsi nezndmou x,_,
vypocteme tim. Ze do rovnice & (n — 2), tj. druhé od konce, dosadime hodnoty x,
a x,-;. Tak uréime postupné hodnoty vSech nezndmych. Proces, pomoci n&hoz
ziskdme TeSeni soustavy rovnic (1) na str. [1] vyfeSenim trojahelnikové soustavy
rovnic (3) na str. [4], se oznauje zpétny postup.

Priklad: Zpétnym postupem feSte trojihelnikovou soustavu rovnic, které jsme
dostali pfi dosavadnim vypoctu:

X, — 3x, + 2x3; = 7,01

X; — 3x3 = —23
x; = —0,46
Odpovédi:
]' xl = 37119 X2 = 2989 x3 = _0,46 Str [3] b
2. Vychdzi jiné feSeni Str. [3] f
a Spravné!

Obé soustavy rovnic jsou ekvivalentni, protoZe soustava (3) vznikla ze soustav
(1) ekvivalentnimi upravami.

Reste priklad na strané [5]!

b Soustava rovnic (3) vznikla ze soustavy (1) ekvivalentnimi Upravami (délenim
jejich rovnic urcitymi &isly — koeficienty u nezndmych — a slou€enim téchto rovnic).
Proto jsou obg& soustavy rovnic ekvivalentni.

Reste piiklad na strané [5]!

[2]
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a Sprdvny vypocet vede k jedné z ndsledujicich trojuhelnikovych soustav rovnic:

Xy —3x, +2x3 = 7,01 Xy — 2%, + 2,5x3 = 3,1
X, + 0,5x; = —3,91 X, + 0,5x; = —3,91
x3 = —046 x3 = —0,46
Xy — 2x, + 2,5x3 = 3,1
X, — 3x3; = =23
x3 = —0,46.

Vysla-li vdm nékterd z t€chto soustav rovnic, je va§ vypocet spravny a pokradujte
na str. [2].

Vy3la-li vdm jind odpovéd, vratte se na str. [5] a feSte pfiklad znovu.

b Nesprdvné!

......

c Sprdvné!

Rovnice x, — 3x; = —2,3 se prvého kroku nezucastni, protoze jeji koeficient pfi
x, je roven nule.

Pokradujte na str. [4]!

d Nesprdvné!
V rovnici x, — 3x; = —2,3 je koeficient pfi x, roven nule, proto se tato rovnice
prvého kroku nezucastni.

Piejdéte na str. [4]!

e Spravne! .
Pokragujte na str. [2]!

f  Spravné!
Vyslo-li vdam x;, = —3,11; x, = —3,68; x; = —0,46, je VaSe feSeni sprdvné
a muZete pfejit na str. [6].

VySel-li vam jiny vysledek, prostudujte str. [2] podruhé a fesSte danou soustavu
rovnic znovu!

[3]
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Pokragovdni ze str. [1]

V soustavé rovnic, kterou dostaneme jejich vydélenim koeficientem pfi x,

a a a
Xg 4+ —2x, + ... 4 2, = Lol

ayy as aiq
22 a, as n+1
Xy + ==Xy 4+ ...+ X, -
aszy azy sz
a Ann+ 1
X1 + “n2 Xz + . + nn .= n,n
anl anl anl

odecteme postupné prvni rovnici od vSech rovnic ostatnich. Dostaneme tim soustavu
rovnic

(2 Xy + biaXy oo bypXy = by

bzzxz + cee + bz,,x,, = bZ,"+1

V této soustavé zlstdva x, pouze v prvni rovnici.

Nyni pfejdéme k druhému kroku. Kazdou z rovnic — pocinaje druhou — vydélime
koeficientem pfi x, v této rovnici a pak odecteme druhou rovnici od vech ndsleduji-
cich. Je mozno opét predpokladat, zZe b,, £ 0. Je-li b,, = 0, postupujeme obdobnég
jako pfi prvém kroku v pfipadg, Ze bylo a,, = 0! Koeficient b,, oznacujeme jako
vedouci koeficient druhého kroku.

Spojime-li prvé rovnice vSech takto postupné vykonanych kroka, dostaneme
trojihelnikovou soustavu rovnic

(3) Xg 4+ biXy + bisxy + oo+ byX, = by

Xy + Ca3X3 oo+ CXy = Coiy

xn = rn,n+1

Proces, pomoci néhoZz dostdvdme koeficienty trojihelnikové soustavy rovnic,
oznacujeme jako pfimy postup.

PokraCovdni na strang [5]
[4]
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Otdzka: Je ziskand soustava rovnic (3) ekvivalentni s piivodni soustavou rovnic
(1) uvedenou na str. [1]?

Odpovédi:
1. Soustavy jsou ekvivalentni Str. [2] @
2. Soustavy nejsou ekvivalentni Str. [2] b

Priklad: Pro niZe uvedenou soustavu rovnic provedte pfimy postup a urete sou-
stavu rovnic ekvivalentni k soustavé dané

2xy — 4x, + Sx3 = 6,2
X, — 3x3 = —23

X, — 3%, + 2x5 = 7,01

Odpovédi:
1. X, — 3x, + 2x3 = 7,01
Xy, — 3x3 = =23
x; = —0,46
Str. [3] e
2. Vychdzi jind soustava rovnic Str. [3] @

[5]
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Ptechod ze str. [2]
§ 4. Zdvéry a poznamky

Gaussova metoda feSeni soustavy n rovnic s n nezndmymi zalezi v tom, Ze nejprve
sestavime pomocnou trojuhelnikovou soustavu rovnic (3) uvedenou na str. [4]
a potom jejim feSenim uréime hodnoty vSech nezndmych.

Nebereme zde v uvahu ty piipady, kdy soustava rovnic nemd feSeni nebo kdy jich
m4d nekone¢né mnoho, tj. pfedpokldddme, Ze determinant soustavy neni roven nule.

Metoda uvedend v této kapitole je presnd; protoze vSak pfi déleni danych rovnic
vedoucimi koeficienty pii nezndmych obycejné bereme pouze priblizné hodnoty, bude
pak feSeni také pouze priblizné.

Nebudeme se zde zabyvat otdzkou prfesnosti vypoctu pii hodnoceni vyslednych
hodnot. Zdjemci to najdou v knize L. Z. RumSicku: Vycdislitelnyj laboratornyj
praktikum (Moskva 1961).

Je tfeba poznamenat, Ze blizi-li se koeficienty rovnic k nule, maze to byt pficinou
znacného sniZeni ptfesnosti. Abychom dosdhli pokud moZno velké presnosti feseni,
je vhodné volit za x, tu z nezndmych, u niZ je absolutni hodnota koeficientu v prvé
rovnici soustavy (1) na str. [ 1] nejvétsi. Za x, pak zvolime tu z nezndmych v soustavé
rovnic (1) u niz md nejvetsi absolutni hodnotu koeficient v druhé rovnici atd.

Uvedeny postup pifi vyluovdni neznamych se oznacuje jako schéma hlavnich

My

prvki. Blizsi podrobnosti jsou uvedeny v knize FADDEJEV D. K. - FADDEJEVA V. N.:
Vycislitelnyje metody linejnoj algebry. Moskva — Leniigrad 1963.

§ 5. Kontrolni otdzky

Soustavny popis Gaussovy metody je v této kapitole uveden na strankach [1],
[4] a [5], [2]- Proctéte je znovu souvisle za sebou v uvedeném potadi a odpovézte
pak na ndsledujici kontrolni otdzky:

1. Které koeficienty oznacujeme jako vedouci?

2. V ¢em zdleZi pfimy postup pfi feSeni soustavy linedrnich rovnic Gaussovou
metodou?

3. Co oznacujeme jako zpétny postup?

4. Je Gaussova metoda presnd nebo ptibliznd?

S Gaussovou metodou se muZete podrobnéji seznamit v knihdch — cituje se 7
sovétskych prirucek a ucebnic vypocetni techniky. ’

[6]

189



§ 6. Instrukce k provedeni prdce

UvaZujme soustavu tfi linedrnich rovnic se tfemi neznamymi. Tuto soustavu
vyfesime Gaussovou metodou. Pro soustavnou kontrolu provddénych vypoéta
budeme postupovat ndsledujicim zptisobem: Sestavime soucet koeficientli pfi neznd-
mych a absolutniho ¢lenu kazdé rovnice. S timto kontrolnim souctem pak provddime
tytéZ pocetni operace jako s koeficienty dané rovnice. Po kaZdé operaci s koeficienty
a s absolutnim ¢lenem opét uréime jejich soucet a porovndme jej se souctem kon-
trolnim.

Viechny hodnoty ziskané pfi vypodtu zapisujeme do tabulky (1) uvedené na str. [8]

Vypocet provedeme podle ndsledujiciho pldanu:

1. ZapiSeme rovnice v takovém poradi, aby a,; + 0

4) Ay1Xy + A1pXy + Ag3X3 = Ay
Az1X1 + Q33X + A33X3 = Ay
31Xy + A33X; + A33X3 = d3g

2. Koeficienty soustavy rovnic i kontrolni soudty zapiseme do oddilu I. tabulky (1).
3. Kazdou rovnici vydélime jejim koeficientem pfi x,;. Dostaneme soustavu rovnic:

(5) Xy + biaXy + by3xz = byy
X1 + byyXy + by3xy + by
Xy + b3px, + by3x; = by,

Koeficienty a absolutni ¢len zapiSeme do oddilu II. tabulky (1).

TytéZz operace provedeme s kontrolnimi soudty. SeCteme koeficienty a absolutni
¢len kazdé rovnice a porovndme je s kontrolnim souctem. Jsou-li vypoctené soucty
rovny kontrolnim, pfejdeme k dalsimu bodu vypoctu. Nejsou-li si soucty rovny,
dopustili jsme se chyby a vypocet je tfeba provést znovu.

4. Od druhé a tfeti rovnice soustavy (5) ode¢teme rovnici prvni. Prvni rovnice se
pfitom nezméni, druha a tfeti dostanou tvar

(6) €22X; + C23X3 = Cpq
C32X3 + C33X3 = C34

Totéz provedeme s kontrolnimi souty a porovndme je se soucty koeficientl ziskanych
rovnic (oddil II1. tabulky (1)). :

5. Ziskané rovnice soustavy (6) i kontrolni souéty d&lime koeficientem pfi x,.
Dostaneme soustavu

(7) Xy + dy3xy = dyy
Xy + dy3Xx3 = dy,

Provedeme opét provérku spravnosti vypoctu obdobné jako v pfedchazejicich pfi-
padech (oddil IV).
[7]
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Tabulka 1

Koeficienty soustavy rovnic
. . . absolutni Kontrolni soudet
PI1 X4 pIi x, pii x5 len
I a5y a, a3 asy
az azz a3 a4
a31 asz ass as,
1I 1 byy bys bys
1 by bys bya
1 b32 b33 b34
I - €22 €23 €4
- €32 C33 C34
v — 1 dys dyy
- 1 d33 d3g
M - - €33 €34
e
VI X3 = 234
€33
e
Vi x2=d24_d23ﬁ
€33
' €3a €34
VIII Xy ="byy— byy|dyy — dys —)_bls__
€33 €33

6. Od druhé rovnice soustavy (7) odetteme rovnici prvou (totéZ udéléme s kontrol-
nim soudtem) a dostaneme rovnici

(8) €33X3 = €34

Provedeme opét kontrolu spravnosti vypoctu.

7. Ziskanou rovnici vydélime koeficientem e;; a vypocteme tak x,.
8. Hodnotu x; dosadime do prvé rovnice soustavy (7) a vypogitdme x,.
9. Hodnoty x, a x; dosadime do prvé rovnice soustavy (5) a vypotitdme x,.

(8]
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§ 7. Priklady

Priklad 1: Reste soustavu tfi rovnic o tfech neznamych:

2,75x, + 1,78x, + 1,11x; =
3,28x, + 0,71x, + 1,15x; =

Cely vypodet je zapsdn v tabulce (2)

15,71
43,78
1,15x; + 2,70x, + 3,58x; = 37,11

Tabulka 2
Koeficienty soustavy rovnic
A'ﬁ 7 ) ) absolutni Kontrolni souCet
pii x, pfi x, pfi x3 len
I 2,75 1,78 1,11 15,71 21,35
3,28 0,71 1,15 43,78 48,92
1,15 2,70 3,58 37,11 44,54
11 1 0,647 0,404 5,713 7,764
1 0,216 0,351 13,348 14,915
1 2,348 3,113 32,270 38,731
111 — —0,431 —0,053 7,635 7,151
— 1,701 42,709 26,557 30,967
v — 1 0,123 —17,715 — 16,592
— 1 1,593 15,613 18,206
\% — — 1,470 33,328 34,798
VI x3 = 22,672
viI X, = —17,715 — 0,123 . 22,672 = 17,715 —2,789 = —20,504
VIII x; = 5,713 — 0,647 . (—20,504) — 0,404 . 22,672 = 9,820
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Samostatné festé nadsledujici priklady:
Priklad 2: UrCete feSeni soustavy rovnic:

2,3x; + 5,7x, — 0,8x3 = —06,49
3,5x; — 2,7x, + 5,3x; = 19,90
1.7x, + 2.3x, — 1,8x3 = —5,09

Odpovéd: x; = 1,2; x, = —1,3; x5 = 2,3
Priklad 3: Reste soustavu rovnic:

7,8x; + 3,2x, + S5,4x; = 37,78

3,7x;, — 2,8x, + 1,5x5 = —0,29
2.5%, + 3.3x, + 7,1x; = 59,22
Odpovéd: x; = —1,5; x, = 2,3; x5 = 71,8.

Pozndmka autora clanku k prikladu 1

Autor sovétské pfirucky pfi vypoctu hodnot k pfikladu I na str. [9] tohoto &lanku
vepsal (patrné pfehlédnutim) do oddilu VII. tabulky pouze druhy ¢len dvojélenu pro x,
a dostal tak pro tuto nezndmou nesprdvnou hodnotu x, = —2,789; této hodnoty pak
poutzil i pro vypocet druhého ¢lenu pro nezndmou x,, takZe i pro tu dostal nespravnou
hodnotu x; = 1,642.

Predpoklddal patrn€, Ze kontrolni soucty uvddéné v poslednim sloupci tabulky
vylu€uji chybu ve vypoctu a neprovedl proto kontrolu dosazenim vypoétenych hod-
not do ptvodnich rovnic. Neuvédomil si, Ze vypocty v oddilech VI—VIII jiz nejsou
toute kontrolou podchyceny. Piiklad je proto také péknym dokladem toho. Ze tuto
kontrolu dosazenim vypocitanych hodnot nezndmych do piavodnich rovnic neni
mozno v Zddném piipad€ opomenout.

[10]
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