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Obecné konelné geometrie

Marek Radolinski, Varsava

V poslednich letech lze pozorovat vzriust zajmu o konecné geometrie. V polské lite-
ratufe chybi jakakoliv publikace na toto téma. Chtél bych tedy v tomto ¢lanku ukézat
jisty zptsob axiomatického popisu dosti rozsahlé tfidy konecnych systémil zvanych
Bolyaiovy-Lobacevského geometrie neboli hyperbolické geometrie.

Jako ve vSech geometriich vezmeme pojmy bodu a pfimky a vyrazy ,,bod leZi na
pfimce* a ,,pfimka prochédzi bodem‘ jako nedefinované.

Pfedstavme si jistou rovinu skladajici se z koneéného poétu bodii. Na jejich poctu
zavisi druh geometrie, a jak se pfesvéd¢ime, ne pro kazdy pocet bodl takova geometrie
existuje. Jestlize pro kazdou dvojici [L, p] sklddajici se z bedu p a pfimky L, ktera ne-
prochazi timto bodem, je pocet pfimek prochazejicich bodem p a neprotinajicich pfim-
ku Lroven O, resp. 1, pak je dana rovina projektivni, resp. afinni. Bereme-li v uvahu po-
éet pfimek protinajicich nebo neprotinajicich danou pfimku L, miiZeme provést toto
zobecnéni: Pro kaZdou neincidentni*) dvojici [L, p] patfi pfimky prochézejici bedem p
bud do mnoZiny u pfimek protinajicich L, nebo do mnoZiny v pfimek neprotinajicich L.
Oznaéme podty prvkil mnoZin p a v po fad |u| a |v|. Jestlize pro kaZdou dvojici [L, p]
je Iv[ > 1, pak budeme mluvit o hyperbolické rovin€, MuZe se stat, Ze pro kaZzdou dvojici
[L, p]je|v| = ta|u| = skdesatjsou dv& pfirozena &isla; v tom piipadé budeme mluvit
o regularni hyperbolické roviné. Takovymi rovinami se zabyva Bolyaiova-Lobacéevského
geometrie.

V posledni dobé se v Eetnych publikacich objevilo mnoho vysledkt na téma hledéani
kone&nych hyperbolickych rovin a je jiZ zndmo, Ze existuji neregularni roviny. My se
v§ak omezime na regularni roviny.

Pfed uvedenim systému axioml budeme definovat pojem rovnobéZnosti.

Definice. Dvé pfimky, které se neprotinaji, nazyvdme rovnobéZnymi pFimkami.
Vztah mezi body a pfimkami popisuje tento systém axiomu:

Axiém 1. Libovolnymi dvéma body prochdzi prdvé jedna pFimka.

Axidém 2. Ke kaZdé primce existuje bod, ktery na ni neleZi.

Axiém 3. Na kazdé pfimce leZi nejméné dva body.

Axidm 4. Existuje nejméné jedna pfimka.

Axiém 5. Danym bodem p neleZicim na pFimce L prochdzi prdvé k (k = 2) primek
rovnobéZnych s L.

*) Rikame, Ze dvojice [L, p] je incidentni, jestlie bod p leZi na pfimce L.

Z polského originalu Ogdlne geometrie skorinczone, otist€ného v fascpise Matematyka Vol. 32,
1979, 295—299 pielozil BOHDAN ZELINKA.
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Na zékladé t&chto axiémi dokaZeme zakladni vétu.
Véta 1. Existuje-li jedna pFimka, na niZ leZi prdvé n bodii, pak
(a) na kazdé pFimce leZi prdvé n bodi;
(b) kazdym bodem prochdzi prdvé n + k primek;
(c) existuje prdvé (n + k) (n — 1) + 1 bodi;
(d) existuje pravé [(n + k) (n — 1) + 1] (n + k)/n pFimek.

Pti dokazovani véty zaneme &asti (b) pro pfipad, kdy dany bod p neleZi na pfimce L
obsahujici pravé n bodii. Potom dokaZeme &ast (a) a nato dokon&ime ditkaz &asti(b)
pro pripad, kdy bod p leZi na pfimce L obsahujici pravé n bodii. Ditkaz v€ty ukoncime
dikazy &asti (c) a (d).

Dukaz. Necht L je pfimka, o niZ se mluvi v pfedpokladech véty, a necht p je bod,
ktery na ni neleZi. PonévadZ bod p neleZi na pfimce L,podleaxiému 35 existuje pravé k
pfimek prochézejicich bodem p a rovnobéZnych s pfimkou L. Body leZici na pfimce L
ozna&me py, ps, --., P (ODI. 1). Podle axiému 5 bod palibovolnyz bodii p;leZicichna
ptimce L uréuji pravé jednu pfimku; oznaéme tyto pfimky L,, L,, ..., L,. Spole¢n&
s pfimkami neprotinajicimi pfimku L dostavame tak n + k pfimek. UkaZeme, Ze jich
neni vice nez n + k. BudiZ L pfimka prochazejici bodem p a riizna od vyse uvedenych.
Pak bud L je rovnob&zné s L, nebo ji protina. V prvnim pfipad€ existuje nejméné k + 1
primek prochazejicich bodem p a rovnob&znych s pfimkou L, coZ jesporsaxiomem 5.
V druhém pripadé L protind L v bodg rizném od vSech bodd p;. Z toho vyplyva, Ze na
ptimce L leZi nejmén& n + 1 bodd, coZ je spor s pfedpokladem.

Diikaz &asti (a). BudiZ L pfimka obsahujici pravé n bodi a necht L je jind pfimka.
ProtoZe L a L jsou rizné pfimky, podle axidmi 1 a 3 existuje bod p leZici na L a nele-
%ici na L. Z toho, Ze k = 2, vyplyva, Ze existuje pfimka L' 3 L prochazejici bodem p
a rovnob&Zna s pfimkou L (obr. 2.) Podle axiému 3 na pfimce L existuje bod g rizny
od p. Navic bod g neleZi na pfimce L, protoZe L’ je rovnobé€Zné s L. Podle axiému 5 bo-
dem g prochazi pravé k pfimek rovnobé&Znych s L. PonévadZ vSak kazdym bodem pro-
chazi pravé n + k pfimek, musi n z nich protinat L’; z toho vyplyva, Ze L musi obsahovat
pravé n bodu.

Dukaz zbytku &sti (b) se podava takto: Jestlize bod p leZi na pfimce L, pak podle

k primek k primek
\&/ \E/

] ] Pn

Obr. 2. Ob.. 3.

215



axiomu 2 existuje bod g neleZicina L. Z axidému S vyplyva, Ze pak existuje pfimka L rovno-
b&Zna s pfimkou L a prochézejici bodem g. PongvadZz L' obsahuje pravé n bodi (Zast
(a)) a L je rovnob&Zné s L, bod p neleZi na pfimce L. Podle prvni &asti dikazu tedy bo-
dem p prochazi pravé n + k pfimek.

Diikaz &asti (c). BudiZ L libovolna p¥imka. Pak podle (a) na pfimce L leZi pravé n bo-
da. Soucasné existuje bod p (axiom 2), ktery neleZi na piimce L. Necht py, p,, ..., p, jsou
body leZici na L. Tyto body urluji n pfimek jdoucich bedem p (axiém 1). Bodem p
pak prochazi jest€ k pfimek rovnob&Znych s L (obr. 3). KaZd4 z téchto n + k pfimek
obsahuje (vzhledem k (a)) pravé n bedi. Na kazdé z nich tedy lezi n — 1 bodd riznych
od bedu p. Z toho plyne, Ze existuje nejméné (n + k) (n — 1) + 1 bodd. NemuzZe jich
byt vice. Pfedpokladejme, Ze g je bod rizny od vyse uvedenych. Pak podle axiomu 1
body p a g urcuji pfimku prochazejici bodem p a timto bodem tedy prochazin + k + 1
piimek, coZ je spor s (b).

Existuje tedy pravé (n + k) (n — 1) + 1 bodd.
Diikaz &asti (d). Necht r je pocet bodt v daném systému. Pak

r=(n+k(n—-1)+1.
Pon&vadZ kazdé dva body uréuji pravé jednu pfimku (axiom 1), existuje nejvyse
C(r,2) = r(r — 1)2

pfimek. Vzhledem k tomu, Ze kazd4 pfimka obsahuje n bodli a kaZzdé dva body urcuji
pfimku, ka?da pfimka je pocitana C(n, 2)-krat, kde

C(n,2) = n(n — 1)[2.
Tedy pocet pfimek v uvaZovaném systému je roven

r(r—1):n(n—1)=r(r—-_1):[(n+k)(n—1)+1](n+k).
2 2 n(n — 1) n

Geometrie spliiujici soustavu axiomt 1—5, v nichZ na kazdé pfimce lezi pravé n bedu,
se zna&i BL(n, k). Snadno sestrojime nejjednodussi z téchto systéma, BL(2, 2). Z véty 1
vime, Ze obsahuje 5 bodii; oznaéme je py, p,, P3, Psa, Ps- PonévadZ na kazdé primce leZi
pouze 2 body, stadi vzit vSechny dvoubodové kcombinace, abychom ziskali vSechny
pfimky tohoto systému:

BL(2,2)
Ly:pips Ly:pyps L3ipipa Liipips Ls:paps
Lg : p:ps L7:p2ps Lg:pspa Lo:paps Lio: paps

Lze snadno ovéfit, Ze ostatni axiomy jsou rovnéz splnény. Mame tedy model spliiujici
soustavu axiomil. Vztahy mezi body a pfimkami v tomto systému lze také vyjadfit
pomoci tzv. tabulky incidence (obr. 4). Modelem této geometrie BL(2, 2) miiZe byt
také ttvar na obr. 5. Je tfeba mit na paméti, Ze ,,pfimky* na tomto obrazku nejsou

pfimkami v obvyklém slova smyslu, — skl&daji se, jak vime, pouze ze dvou bedi.
Lze sestrojit mnoho pfiklada geometrii BL(n, k). Jako ulohu pro Zaky lze naptiklad
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Obr. 4. Ly|Lo|Ls|Ls|Ls|Le|Ly|Lg|Lg]|Ltg A
Obr. §. o]ele|ele
Pyl ® o oo % P2
P3 o ° o0
P4 [ [ ° °
Ps o ® o0 Py P3

ulozit sestrojeni podobnych modelé pro BL(2, 3) a BL(2, 4). Uvedeme zde jesté jeden
pfiklad. Je to feseni Kirkmanova tzv. ,,problému Zakyn‘*. Obvykle se uvadi v této formé:

Vychovatelka vodi denn€ Zakyné€ na vychazku.Patnact Zakyii jde v trojstupu v péti
fadach. Problémem je zafidit to tak, aby v Zadném ze sedmi po sob€ jdoucich dni Zddna
7akyng& nesla ve stejné spole¢nosti. Je tedy nutno poka?dé ménit celou trojici. ReSenim
je geometrie BL(3, 4), jejiZ tabulka incidence je na obr. 6. Toto feSeni bylo nalezeno roku
1850, ale aZ za sto let po tom se zacaly Bolyaiovy-Lobacevského prostory zkoumat
systematicky.
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QObr. 6.

Naskyta se otazka, zda prostory BL(n, k) existuji pro libovolné dvojice pfirozenych
¢éisel n a k. Ukazuje se, Ze tomu tak neni. Plati totiZ tato véta:

Véta 2. JestliZe Cislo k(k — 1) neni délitelné cislem n, pak prostor BL(n, k) ne-
existuje.

Dukaz. JestliZe dana geometrie existuje, pak podle ¢asti (d) véty 1 pecet pfimek musi
byt pfirozené Cislo, tedy

[(m+Kk)y(n—1)+1](n + k)/n
musi byt pfirozené ¢islo. Uvaime, Ze
[(n+k)y(n—=1)+1](n+ k)n=n>+ 2k —1)n+ (k- 1) — k(k — 1)/n.
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Z tohoto vztahu je ziejmé, Ze je to pfirozené &islo pravé tehdy, jestlize k(k — 1) je dé&li-

telné Cislem n. Tim je véta dokazana.

Plyne z toho, Ze napfiklad BL(3, 2) neexistuje, protoZe &islo 3 nedgli &islo 2. 1. Lze
dokazat, Ze pro n > 2 neexistuje BL(n, 2). Na druhé strang se lze ptat, zda v pfipadg,
kdy n d&li k(k — 1), vzdy existuje odpovidajici geometrie. Tato otazka dosud neni

rozieSena.

Existuje mnoho nefeSenych problému tykajicich se koneénych Bolyaiovych-Loba-
Cevského prostorti. Dodnes nebyl nalezen pfiklad geometrie pro n vétSineZ k a k = 2.
Specialng nebyl nalezen nejmensi takovyto pfiklad, to jest BL(6, 3).
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diskuse

MATEMATIKA Z HLEDISKA POTREB
INZENYRSKE PRAXE

Ladislav Votruba, Praha

Jako stavebni inZenyr — vodohospodaf
a ucitel na vysoké Skole, mdm na mate-
matice troji zdjem:

— aby mi poméhala v odbormé a vé-
decké praci v mém vlastnim oboru;

— aby pomahala vychovavat dobré
mladé inZenyry — vodohospodare, aspi-
ranty, védecké pracovniky;

*) Upraveny prispévek predneseny na 17. celo-
statni konferenci o matematice na VSTEZ
v Ostravé 23. srpna 1982.
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— aby pomahala rozvijet nové progre-
sivni sméry ve vodnim hospodafstvi.

Pripravny vybor 17. celostitni konfe-
rence o matematice na VSTEZ vyslovil
pfani, abych ve své pfednésce nastinil:

— kde inZenyfi matematiku potfebuji
a jak ji vyuZivaji;

— jaky je podil matematiky na védecko-
technickém rozvoji a na vyvoji technického
mysleni a inZenyrské intuice;

— jakou napli a metody dat vyuce
matematiky na vysokych Skoladch inZe-
nyrského zaméfeni.

PoZadavky jsou formulovany velmi
pfesné. Spoleenskou zavaznost jimi vy-
jadfenych problému pfesvéd¢ivé dokumen-
tuje pocet pfispévkll na pfibuznd témata,
které jsme mohli v posledni dobg ¢ist nebo
slySet, a to ze strany matematikil i inZe-
nyrid, naSich i zahrani¢nich, souhlasnych
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