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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROENIK XV — &ISLO 1

ZAKLADY AFINN[ KINEMATIKY V ROVINE

KareL DrRABEX, ZDENEXK PirKO, Praha

Casopis Pokroky matematiky, fyziky a astronomie otiskl v prvnich péti rocnicich
nékolik &ldnkd, jejich autory jsou D. KLUcKY, K. SINDELAR a J. VYSiN. Tyto &lanky
jako celek tvofi ivod do analytické afinni geometrie dvojrozmérného a trojrozmér-
ného prostoru, Pfesna citace je uvedena v odst, 12,

Nd§ &lanek se zabyvad touZ tématikou. MNavazuje ngjtésndji na Eldnek VySindv;
ptedpokliddame zdkladni znalosti o nejdalezit€jich poymech, které jsou tam uvedeny.
Dale vyuZivime v ném zavedenou a plodng vyuZitou komplexni symboliku, Grupové-
geometrické hledisko podrobng rozpracované ve Vysinové Eldnku jsme viak pouiili
jen jako vychodisko ke kinematické interpretaci atinniho zobrazeni v roviné. Proto
jiZ se zavedenim zobrazeni .« hovofime o jeho polu a poldte (odst. 2) a zdtrazfiu-
jeme zvlastai ptipady, zejména zobrazeni &, piip. # (odst. 5); ddle zavddime pojem
dudiniho zobrazeni &/* a jeho zvl4§tnich p¥ipadf (odst. 6 a ndsl).

Ke kinematické interpretact piechdzime pojmem pfemisténi =/; v souvislosti
s pfemist&nim je vyuZito zvl4st€ pojmu pdlu jsou a uvedeny n&které vlastnosti (odst. 8).
Prostfednictvim Zasové parametrizace je konelné zaveden pohyb «f (odst. 11);
podrobnéjsi vlastnosti pohybu o/ vyZaduji uZ viak mén# elementdrnich prost¥edki
a nejsou proto pfedmétem tohoto &ldnku.

Clanek je doplndn nikolika literdrnimi odkazy {odst. §2), které jsou min¥ny prede-
viim jako prvni orientace pro toho Stendfe, kiery by se o afinni kinematiku podrob-
néji zajimal.

1. Zobrazeni of. Redlnou afinni rovisu (S) zobrazme bodové na sebe rovnicemi
(1) {=ag+ dz+ a,Z<z=by+ bl + b,L.

Pfitom

T=xp+gx. [=6 +3E,,
kde x, x,, pip. £}, £; jsou soufadnice bodu (z), pHp. ({) v afinni sovstavé soufadnic
S, k niZ je rovina (S} vzta¥ena; aq. a,, @, DHp. by, by, b, jsou parametry zobrazeni

pfevidéjictho bod (z) do bodu (£), pfip. bed ({) do bodu (z), coZ v dalfim zapiSeme
(2) = (&), piip. () > (2).



Vzdjemny vztah mezi g-parametry a b-parametry je ddn rovnicemi

(2) g = bul(Eobz - bﬂsl)i i, = b_]EI . Hy = —b_lbz N

~1f7 . -1
by = ¢ Ydga, — aod,), by =a7'a;, b, = —ata,,

v nichz

a=(f151"-£?252=§, bmblﬁl—b252=6, ab:1.

Pokud nebude fedeno jinak, budeme ddle ptedpoklddat, Ze zobrazeni (1) je regu-
fdroi{a £+ 0« b + 0), tipiné a jeho parametry jsou podstatné, tj.

aoalaz =': 0‘¢b boblbz :’: 0,

ptitemZ a-parametry, pfip. b-parametry jsou vskutku komplexni a Ziddny z nich se
nevyjadtfuje pomoci ostatnich.

Za téchio pfedpokladi budeme o zobrazeni (z) —+ (£), piip. () - (z) mluvit jako
o zobrazeni s/, p¥ip. zobrazeni # a rovnice {1) budeme zapisovat symbolicky ve
lvartl

(1%) =z =B,

Obé vyjddreni (1) jsou rovnocennd a pteched od jednoho k drubému se dgje pomoci
rovnic (2). Proto se miZeme omezovat na jedno z nich, napf. na vyjéd¥eni pro zobra-
zeni o,

2. Pola poldra zobrazeni <. Rekneme, Ze geometricky titvar (U) (bod, piimka,...)
je invariantni v zobrazeni &, jestliZe se zobrazi na sebe, 4. plati-li

(U) = #(U).

Zobrazeni & ptitazuje bodu (z) bod ({) podle prvni rovnice (1). Invariantni bod
(°z) tohoto zobrazeni je ddn rovnici ° = °z. Existuje jeden invariantni bed, tzv. pé!
zobrazeni &f, pro ktery dostdvame

ao(]. - 6_11) + ﬁgaz _ bo(l - 51) + BDbZ _ OC )

(3) 0y = (l - al) (1 _ 51) — @y, B (l - b1) (] - 51) — b,b, =

Nenulovost jmenovatelii v (3) je zarudena predpoklady odst. 1 o Gplaosti a pod-
statnosti parametrQ zobrazeni <, piip. 4.

Zobrazeni of piifazuje sméru s = s; + js, (s & 0) smér ¢ = o, + jo, vztahem
g =a,5 + d,§.

Invariantni smér °s wohoto zobrazeni je din rovnici ’e = ¢% (kde p = @ + 0).
Existujf dva invariantni sméry zobrazeni &« urdené charakteristickou rovnici (tzv.
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rovnici pro g)
(4) e —(a, +a)e+a=0.

Vzhledem k poZadavku realnosti je diskriminant rovnice pro g kladny, tj. (a, +
+ &) — 4a > 0, takZe invariantni sméry existuji {reding) jen v wch zobrazenich
o, pro kterd a < Re®a, <= b < Re? b,

Pro ¢tverec exponencidlni &dsti invarianiniho smérn ie

©) e

Q_al.

=
wr

wr ]

Riiznost kofenii v (4) a nenulovost jmenovatele na pravé strand (5) je zarufena
piedpoklady odst. 1.
Zobrazeni o piifazuje piimece Im §(z — z,) = 0 piimku Im&({ — ;) = 0 a je

[ —lo=az —zo) + a:(Z — Z), o =a;s+ a55.

Piimku jdouci pdiem a majici invariantni smé&r nazveme invariantni pfimkou
daného zobrazeni.
Existuji tedy dvé invariantni pfimky, tzv. poldry zobrazeni & dané rovniei

Im%(z - °z) =0

pfitom °z je ddno prvni rovnici (3), s rovnici (5) a ¢ rovnici (4). Tyto piimky se
reprodukuji jako celek s vyjimkou jejich prisediku (polu), ktery je pro kaZdou z nich
samodruzny.

3. Invariantni &iry zobrazeni «f. Pdl a polira jsou nejjednoduddi geometrické
litvary invariantni v zobrazent . Existuji viak invariantni Ggtvary obecngjsi povahy;
ukdZeme, jak se uréi.

Za ptedpokladd odst. 1 tze vidy vybrat soustavu S tak, Ze pol zobrazeni splyne
s jejim nulovym bodem a poldry s pfimkami soufadnic. Rovnice zobrazeni of se tak
uvedou na kanonicky tvar

(6) { =z +aZez =5+ 5

s redlnymi (a podstatnymi) parametry o, a,, pfip. 8, f,; pro redlny tvar rovnic (6)
pak plyne

(6*) &y =Xy, & =anxyex =18, ¥, =858,

Parametry v rovnicich (6), (6*) souviseji mezi sebou a s charakteristickymi hodno-
tami (4) rovaicemi

gy = 0 + %y, &z =W — Uz, ﬁllzﬁl—l-BZs ﬁu:ﬁl——ﬁz,

ap =0 = fa', i=12.



Zobrazeni (6*) ptitazuje Sdfe F(x,, x,) = 0 jako origindlu ddru F(a, x,, 003,%,) =
= ( jako obraz.

Ptedpoklddejme, Ze rovnici origindlu miZeme psdt v explicitnim tvaru x, = f(x;)
{nebo x; = g{x,)). Pak nalezneme dry s touto rovnici, které maji vlastnost, e se
v zobrazeni (6*) reprodukuji jako celek (1zv. invariantni &iry zobrazend) jako feeni
funkciondlni rovnice

(7) fxuf(xﬂ — f(allxl) =0

(pokud oviem netrividini FeSent existuje).
V ptipadg, Ze ¢, > 0, #,; > O uvedeme rovnici (7) substituci

1
f(xl) = |xx|“ h(log |x1|)’ o= 8222
log oy
na tvar

h(log |x| + tog ;) — h(log |x,|) = 0,
ktery ukazuje, #e feeni rovnice (7) lze psdt ve tvaru
/= [xa|* oltog [x,]) ,

kde ¢ je libovolna spojitd a periodickd funkce s periodou log o, .

Vybér ¢ = 0 vede na jednu poldru zobrazeni (a obdobny vybér pro feSeni, které
by vychdzelo z tvaru x; — g(x,) = 0, vede na druhou poldru).

V ptipadé, Ze o;, > 0, ay; < 0 md Fefeni rovnice (7) tvar

f= Pl dllog ), @ = 10812

log &y,

L]

kde ¥ je libovolna spojitd 2 log «,,-antiperiodickd funkce; v pfipadg, Ze «,, < 0,
%y, 2 0 mé YeSeni rovnice (7) tvar

xl(x1) i S X 20,
f= { v }, jestlize
0‘2213{(“11)31) AN x; <0,

kde y je libovolnd spojitd funkce na intervalu 0 £ x; < o (a ¥(0) = 0).

4. Grupa @;. Zobrazeni zavedend v odst. 1 tvoli dplnou grupu of> (se Sesti pod-
statnymi redlnymi parametry Re gq, Im a4, ..., Im a, a s dv&ma redlnymi promé&nnymi
Re z, Im z) bodovych zobrazeni redlné afinui roviny na sebe. Invariantni konfiguraci
jednotlivé transformace {éto grupy tvofi pdl a jim prochdzejici dvojice polar. Upusti-
me-lt od pfedpokladl, za nichZ bylo zobrazeni & zavedeno, vede aplnd analytickd
klasifikace rovinnych afinit provedend vzhledem k invariantni konfiguraci k 29
subgrupdm grupy 2.
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Zdaleka ne vSechny geometrie, které je mozZno na té€chto subgrupdch v Kleinové
smyslu sestrojit, v§ak nds zajimaji. V dal$im se kromé tplného pfipadu vyjadfeného
rovnicemi (1) (tj. ptipadu zobrazeni & s geometrii sestrojenou na grupé 9/2) budeme
zpravidla zajimat jen o tyto dva specidlni pfipady:

a) O zobrazeni dané rovnicemi

(8) {=ag+az<z=>by+ b,

s dvéma podstatnymi komplexnimi parametry ag, ay, prip. by, ;.
b) O zobrazeni dané rovnicemi

9) {=ae+az, a=cxp(—j%) <z =0, + b, b =cxpj}

s tfemi podstatnymi redlnymi parametry Re aq, Im aq, arga, = — 9, ptip. Re b,
Im by, arg by = 3.

Vzdjemné vztahy mezi a-parametry a b-parametry téchto dvou specidlnich afinnich
zobrazeni plynou z rovnic (2) ptislu§nou specializaci.

5. Zobrazeni & a zobrazeni 4. Zobrazeni dané rovnicemi (8) tvoii grupu =73
(s Gtyfmi podstatnymi redlnymi parametry a s dvéma redlnymi prom&nnymi). Geo-
metrii sestrojenou na této grupé€ lze interpretovat jako redlnou ekviformni rovinnou
geometrii. Rovinu, ve které tuto geometrii realizujeme, lze vZdy vztdhnout ke kladné
orientované soustavé pravouhlych soutaduic.

Rovnice tohoto zobrazeni piseme obvykle ve tvaru

(10) {=p+tvzez=m+In(.

symbolicky
({=8z<=z=FC(.

O zobrazeni daném prvni, pfip. druhou rovnici (10) miuvime pak struéné jako
o zobrazeni &, ptip. zobrazeni & . Vztah parametr u. A. v, ptip. m, I, n k a-para-
metriim, piip. b-parametriim (a k parametru 9) je ddn rovnicemi

UL=a,<m=bhby,
2 =mod a,(A > 0)<>1 = mod b, (I >0),
v=cxpjarga; =exp(—j%)<>n =expjargb, = expjd.

Vztahy mezi parametry v (10) jsou ddny rovnicemi

(11) pts=mt+l o0, H=wm=1.
In Av

Obg vyjddieni (10) jsou rovnocennd, miiZzeme se proto omezit napi. na zobraze-
ni &.



V zobrazenij & existuje pol

0 i m

”
Z =

— — OC .
b
11— A 1—=1In
nenulovost jmenovateld je zaruena predpokladem o podstatnosti parametrii zo-
brazeni.
Rovnice pro ¢ ma tvar

0 — 204cos 9 + 12 =0, g, =lexp(%j9)

s diskriminantem — (4 sin 8)?, odkud plyne, Ze (redlné) poldry neexistuji.

V komplexnim euklidovském modelu zobrazeni & jsou polarami obé€ izotropické
piimky prochdzejici pfislusSnym pdlem.

Zobrazeni dané rovnicemi (9) tvoii grupu <73 (s tfemi redlnymi parametry a s dvé-
ma redlnymi proménnymi). Geometrii sestrojenou na této grup& lze interpretovat
jako redlnou kongruenéni rovinnou geometrii. Rovinu, v niZ tuto geometrii realizu-
jeme, lze vZdy vztahnout ke kladné orientované soustavé pravouhlych soufadnic.

Rovnice tohoto zobrazeni piseme obvykle ve tvaru

(12) (=pu+viez=m+ n,

symbolicky
(=Hz<z=2LC.

O zobrazeni daném prvni, pfip. druhou rovnici (12) mluvime pak strun& jako
o zobrazeni A, piip. zobrazeni £. Rovnice (12) plynou formdIn& z rovnic (10),
jestlize v nich poloZime A = 1 <> [ = 1. Vztahy mezi parametry v (12) jsou tedy ddny
rovnicemi

(13) ,u+E=m+E:O, vi=1 (vw=ni=1).

n v

Vzhledem k rovnocennosii obou vyjddieni (12) miizeme se napf. omezit jen na
zobrazeni A .

V zobrazeni A4 existuje pol

nenulovost jmenovatelit je zaruCena prfedpokladem o podstatnosti parametrii zobra-
zeni. Diskriminant rovnice pro ¢ je —sin? §; poldry tedy neexistuji. V komplexnim
euklidovském modelu mdme touZ invariantni konfiguraci jako v ptipadé zobrazeni &

6. Zobrazeni «/*. Zakladnim geometrickym titvarem zobrazeni . byl bod.
Vezmeme-li za takovy ttvar piimku, pfejde opét do pfimky a dochdzime tak k pfim-
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kovému zobrazeni (redIné) roviny na sebe, které je v tomto smyslu pFidruZené (bude-
me téZ fikat dudlni) k zobrazeni <.

Pfimce 2 Rez*z + ¢ = 0 (tj. pfimce (z*), z* & 0 a vyb&r redlné nenulové kon-
stanty e mdme k dispozici) odpovidd v zobrazeni o/ ptimka 2 Re £*{ + ¢ = 0, pfidemZ
komplexy z*, {* se vyjadfuji vzdjemné rovnicemi

(14) A kol A 0 RO U/l S P
boz* + boz* + ¢ Gol* + aol* + ¢
symbolicky
(¥ = of*z% < 2% = PHL*,

Nenulovost jmenovateld v (14) zarugime, kdyZ ze zobrazeni vyloudime ty pfimky .
(z*), prip. (¢*), pro které (pfi danych e a by, pfip. o) je 2 Re boz* + & = 0, piip.
2Reayl* +&=0.

O zobrazeni (z*) — ({*), pFip. ({*) — (z*) budeme strugné mluvit jako o zobrazeni
A*, ptip. zobrazeni #*. Ob& vyjddieni (14) jsou rovnocennd; stadi se proto omezit
napf. na zobrazeni &/*; toto zobrazeni je reguldrni s dudlnim zobrazenim .</.

Zobrazenidané rovnicemi (14) tvo¥i (pfi pevném ) grupu o/ * (s tymiz podstatnymi
parametry jako v grupé /2 a s dvéma redlnymi proménnymi Re z* Im z*). Geo-
metrie sestrojend na této grupg, pojaté jako grupa zobrazeni bodi (Re z*, Im z*)
(hodnota z* = 0 je tedy v této interpretaci pfipustnd) redIné roviny na sebe, neni jiz
afinni geometrie. Je to specidlni projektivni geometrie (grupa /*% je subgrupou
uplné projektivni grupy ?/”ﬁ); pfitom v8ak rovinu, v niZ tuto geometrii realizujeme,
vztahujeme k soustavé S afinnich soufadnic.

Zobrazeni o/ * piifazuje kazdé piimcee (z*), kterd neni pfimkou svazku 2 Re byz* +
+ & = 0, pfimku ((*) a je

e(byz* + b,z*)

{* = .
boz* + boz* + ¢

Invariantni pfimka (°z*) tohoto zobrazeni (tzv. poldra zobrazeni «/*) je ddna
rovnici °C* = °z*. Je tedy vzhledem k (14) (pro zjednodu3eni zdpisu vynechdme pfi
z, { indexy 0, *)

(15) (Boz + boz) z — e((By — 1) 2 + byZ) = 0<>
< (@l + aol) ¢ = (@ — 1) ¢ + ax0) = 0.
Ponévadz redlnost poldry vyzaduje, aby rovnice (15) byly autokonjugované, je také
(15%) b,z* + (by — by)zZ — b,z* = 0=

<a,* +(ay —a)tl —a,?=0.



Z (15*) plyne

(

) = by'(—jImby + (Re* by — b)) = By , + Bt =
1,2

NN

|
I
R

= _ﬁ¢><§_> =0y + j“T,z =
/12

(B1s Bas BT, B3; oy, a5, T, o redlnd; o, B komplexni dvojznadnd).
Po dosazeni do (15) (indexy pfi z, { opét zavddime) je

0

_ BB =D by e, —1) - a

ﬂEo — by adg — dg

z¥

= Oy

ProtoZe by + Bby <> a, =+ ad, (v opatném pipad€ by bylo by %z* + by’z* = 0 <«
< 3,%0* + a,°0* = 0,atedy by = 0<>a, = 0)a Re? b; > b <> Re? a; > a (vzhle-
dem k poZadavku redlnosti), existuji dv& poldry zobrazeni «/*.

Poldry (subprojektivniho) zobrazeni &* a poldry dudlniho (afinniho) zobrazeni
&/ jsou ovsem dvé totoZné dvojice riiznych pfimek v soustavé S. To umoZnuje vy-
jadfit poldru zobrazeni &/* veli¢inami, které byly zavedeny v odst. 2. Poldra
Im °%5(z — °z) = 0 m4 soufadnici

s
O =g ——~

odkud podle (5) po dosazeni plyne

a
0z% = ¢

b

°2(¢ — ay) — a, °z

kde °z je ddno prvni rovnici (3) (a ¢ rovnici (4)); obdobn& pro °C*.

7. Zobrazeni o/, “o/*; zvld§tni pripady zobrazeni o/*. Pfedpoklady odst. 1 (a
pfedpoklady odst. 6) ziistdvala vyloudend zobrazeni f, charakterizovand rovnici
ap = 0< by, = 0. V tomto pfipadé se rovnice zobrazeni zjednodusi na

(16) C=a12+a22©Z=blC+b2Z’
symbolicky vyjadfuji rovnice
({=°Az<z =B,

tzv. stiedové zobrazeni o/ (strucng zobrazeni “</); stfed zobrazeni splyvd s nulovym
bodem O soustavy S. Z (3) plyne °z = °C = 0; pdl zobrazeni splyvd se stfedem zo-
brazeni.



Obrdcené z (1) pro z = %z, { = °( plyne
=% = ay(z — °2) + ay(z — °%)

(a ekvivalentni rovnice v b-parametrech). Vybereme-li soustavu S tak, aby pél
splynul s nulovym bodem, dostaneme rovnice tvaru (16). Splynutim pélu se stfedem
pohybu jsou tedy zobrazeni s/ charakterizovdna.

O poldrdch zobrazeni o/ plati pak totéz, co jiZ bylo feCeno o poldrach obecného
zobrazeni «¢.

Pokud jde o vybér soustavy S mdme je§té k dispozici vybér os soufadnic; vezme-
me-li za n& ob& poldry, dostaneme rovnice zobrazeni ve tvaru (6).

V souladu s pfedpoklady odst. 1 uvaZujeme jen obecnd zobrazeni ‘o (a vyludu-
jeme tedy napf. stfedovd zobrazeni se splyvajicimi poldrami). Tak zobrazeni dané
rovnicemi (16) tvo¥i grupu “s/3, kterd je subgrupou uplné grupy «/2; geometrii sestro-
jenou na této grupé€ lze interpretovat jako redlnou centroafinni rovinnou geometrii.

K zobrazeni ‘s dudlni zobrazeni ‘s/* je ddno rovnicemi

(17) l:* = Blz* + b22*¢>z* = ﬁlc* + azg* N

symbolicky
(* = “of*z* <> 2% = ‘PL*.

Pro poldru zobrazeni &/* podle (15) plyne
(51 - l) Oz* + bz OZ* = 0@(51 - 1) OC* + a2 OC* = O

Z ptedpokladu obecnosti dudlniho zobrazeni “o/ plyne odtud jen °z* = °(* = 0;
podle definice soufadnic z*, {* v odst. 6 proto poldra v zobrazeni ‘e/* neexistuje.
Nic v8ak nebrdni tomu, abychom za invariantni pfimky tohoto zobrazeni pfjali
poldry pfidruZeného zobrazeni ‘<.

Zobrazeni dané rovnicemi (17) tvofi opét grupu o/ *2_ kterd je subgrupou grupy
A*%; geometrie sestrojend na grupé ‘o/*} je izomorfismus geometrie sestrojené na
grupé “</3.

K zobrazeni & dudlni zobrazeni £* je ddno rovnicemi, které dostaneme z (14) pro
b, = 0« a, = 0; s oznacenim podle odst. 5 a pro ¢ = 2 obdrzime
(18) o= 2lnz* - 209(* ,

mz* + mz* + 2 AC* + pl* + 2

symbolicky
C* = £*z* e p¥ — g,—*c* .

Pro poldru zobrazeni ¢* podle (15) plyne (z* +0)

moz* + moz* — 2l — 1) = 0 <> fO0* + pu °0% — 2(Av — 1)=0



a z podminek redlnosti (15%) plyne n = ii < v = ¥. Za p¥edpokladu, e pfidruZené
zobrazeni & je obecné, poldra v zobrazeni &* neexistuje.
Obdobné pro zobrazeni A, které je ddno rovnicemi

2z* exp (—j9) ok X*expjd

(19) (= - —_—,
mz* + mz* + 2 ac* + ul* + 2

symbolicky
(* = H¥z% <o 2% = PHR*

8. Pfemisténi «7; vzdjemné pOly pfemisténi «/. Po disjunkci roviny, v niz realizu-
jeme zobrazeni (1), na dv& soumistng leZici roviny, ob& nejprve vztaZené k téZe sou-
stavé S, miiZeme toto zobrazeni kinematicky interpretovat jako premisténi <.
To pfifazuje ttvaru (U) (dané konfiguraci bodt, pfimek,... v (S)) utvar «/(U)
(afinn& odpovidajici konfiguraci bodd, piimek, ... v téZe roving (S)).

Predmétem diskrétni (také finitni) afinni kinematiky je studium konfiguragnich
vlastnosti dvou, tfi,... afinné pfemisténych utvard. Pfemisténi &/ je analyticky
vyjddfeno tymiZ rovnicemi jako zobrazeni o/ a md vSechny vlastnosti tohoto zobra-
zeni., Za piedpokladii odst. 1 tvo¥i tedy pfemisténi o/ tplnou grupu 72 a geometrie
téchto pfemisténi je geometrii sestrojenou na této grupé.

Dvé riiznd premisténi o7, '/ grupy /2 nejsou obecn& komutativni. Aby sloZeni
</ o bylo rovné sloZeni ‘o/o/, je nutné i staci, kdyZ

(20) (a, — ay) ‘a,

\—

-
aa, = ayd,,

(‘al - \51) a,,

(al - 1) ‘ao + az\ao = (‘al - 1) ap + ‘azao;

rozborem téchto rovnic se ukazuje, Ze existuje dvojparametrovd grupa premisténi
2/(*a;) komutativni s danym pfemist&nim =/(a;).

Pro premisténi “sf (a, = ‘a, = 0), premisténi & (a, = ‘a, = 0) a pFemisténi A’
(ay = ‘ay =0, a, = exp (—j9), ‘ay = exp (—j'9)) se rovnice (20) je3t& ddle zjedno-
dusi (a existuje jednoparametrovd grupa /(‘a;) t&chto pfemisténi). Pokud jde
o cuklidovskou interpretaci piemisténi &, pfip. A v diskrétni ekviformni, pfip.
kongruenéni kinematice, je bezprostiedni.

Aby iterace o o/ t€hoZ premisténi o byla involutorni, je nutné a stadi, kdyZ
(21) a% + agaz = l 5 (al + 51) az = O, aO(Lh + 1) + Zl_()az = 0;

rozborem téchto rovnic se ukazuje, Ze existuje trojparametrova soustava involutor-
nich pfemisténi 2/(a;).

Pro pfemisténi ‘s, & A" se rovnice (21) opét zjednodusi; v ekviformni, pfip.
kongruenéni kinematice mdme uZ jen dvojparametrovou soustavu involutornich
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premisténi, kterd jsou sloZenim euklidovské stfedové soumérnosti a rovnobéZného
posunuti.

Z rovnic (1) pfemisténi s a z rovnice °z = °, kterd definuje jeho p6l, po zavedeni
polovych komplexii

plyne
(22) n=a;p+ap<sp=>bn+ b,w.

To je formdlné nejjednodussi analytické vyjddieni pro pfemisténi o/. Geometrie
pfemisténi, touto rovnici vyjddfenych, je izomorfismem geometrie pfemisténi °o/. Z4-
rovefi je geometrie pfemisténi (22) také dudlni geometrii “s/*; jejimi zdkladnimi
geometrickymi utvary jsou vSak jen pfimky, které prochdzeji pfisluSnym pélem.

Dv¢& riiznd pfemisténi o/, 2o/ pievadgji utvar (U) ve tfi polohy (vEetng vychozi
polohy) (U), (*U) = '&(U), (*U) = 2«£(U); ty maji t¥i vzdjemné pély. UZitim rovnic
(22) plyne vztah mezi tfemi vzdjemnymi p6lovymi komplexy t&chto tfi poloh. Pro
pfemisténi &, pfip. A se tento vztah zjednodusi; euklidovska interpretace v diskrétni
ekviformni, pfip. kongruenéni kinematice vede tu k zndmym vlastnostem tzv. p6lo-
vého trojihelnika.

« riznych pfemisténi '/, 2, ..., “of/ prevddgji Gtvar (U) v o + 1 poloh (vetnd
vychozi polohy)

(U), (V) = '#(U), (*U) =24(U),...,("V) = “#(V);

ty maji f = (o + 1) : 2 vzdjemnych poli.

Jestlize pro téchto a premisténi predepiSeme konfiguraci jejich f vzdjemnych
poll, sniZi se 6a parametrii pfemisténi o 28, tj. na p = &(5 — «) volnych parametrd.
Pak v§ak v = B — 1 je pocet vzdjemnych péli v o pfemisténich zmenSeny o 1 a za
pijatych predpokladii o obecnosti a rozdilnosti pfemisténi ‘s je to zdroveii konfigu-
race v bodi, které pravé urcuji algebraickou &dru stupné o — 1.

Odtud Ize vyslovit fadu vlastnosti o afinnich pfemisténich; uvedme aspoii jednu:

Pro o = 5 médme pfipad Sesti poloh s patndcti vzdjemnymi p6ly a Zddnym vol-
nym parametrem. PoZadavek, aby &trndct a priori danych bodt byly p6ly péti
pfemisténi, jiZ také tato premisténi uréuje. Na kvartice uréené t€mito &trndcti body
leZi nutné i patndcty pdl. Pétice pfemisténi, jejichZ patndct vzdjemnych po6la by bylo
a priori ddno, obecn& neexistuje.

9. Disjunkce roviny pfemisténi. Za ttvar (U) Ize vZdy vzit celou rovinu (S); pie-
misténim &/(a;) obdrZime jako utvar &/(U) celou rovinu (). Je pak pfirozené vztdh-
nout pfemist&ny ttvar (X) k vlastni soustavé soufadnic X s nulovym bodem €, ktery
v zobrazeni & odpovidd nulovému bodu O (a md tedy v S soufadnici a,) a s pfim-
kami soufadnic, které v tomto zobrazeni odpovidaji pfimkdm soufadnic soustavy S
(a maji tedy v S rovnice (@, + a,) (z — ao) F (a; + a,) (Z — @,) = 0). Tim disjunkce
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roviny, v niZ se pfemisténi realizuje, ve dv& soumistné leZici roviny, je provedena
dusledné.

I takto interpretované pfemisténi &/ md ovSem totéZ analytické vyjddieni jako
zobrazeni o/. Misto obou ekvivalentnich zdpist (]) miZeme se nyni omezit na je-
dinou rovnici, napf.

(23) z=by + bl + by;

“tato rovnice vyjadfuje koincidenci (z) jistého bodu (), fixovaného svymi soufadni-
cemi v pfemisténé roving (X) (piSeme: ({) €/(2)), v pivodni roving (S). Md tedy
rovaice (23) i ten ndzorny vyznam, Ze vyjadfuje parametry b; deformovany utvar
(2), jak jej vidi pozorovatel, ktery je pevny v paivodnim utvaru (S). V tomto smyslu
mluvime také o rovnici (23) jako o rovnici piemisténi Z[S (ureného parametry b;).

Z rovnice (23) a rovnice °z = by + by °0 + b, °, kterd z ni plyne pro { = °(,
obdrZime

tato rovnice vyjadfuje koincidenci p jistého pdlového komplexu =, fixovaného
v pfemist&né roving (2) (n €, (2)) vybérem bodu ({) e, (%). V tomto smyslu mluvime
i o této rovnici jake o rovnici pfemisténi X/S (ureného parametry b;); piemisténi
jsou tu ovSem podrobeny jen pfimky prochdzejici ptisluSnym polem.

10. Vzdjemné pdly piemisténi X/S. UvaZujme dv& obecnd a rfiznd pfemisténi
'Z[S, ¥Z|S s rovnicemi

(25) iz = by + byl + o0, ¥z =*bo + *bil + *boL,
obé& pro tyZ bod ({) &, (°Z), (*2).

PoloZme pro struénost ‘u = ‘z — by, “u =
*p, dvojice pfemisténi (25) rovnici

kz — *p, a zavedme smiSeny parametr

ikbz = '—(ibl kbz - kbl ibz) .
Z rovnic (25) plyne

ikB‘z(kbz Wy — by *u) + *by(B, G — B, M) = 0

a tento vztah se nemé&ni pfi vzdjemné zdméné i, k (a tuto invariantni vlastnost maji
i v§echny dusledky této rovnice).
Zavedeme-li dal§i smiSeny parametr

ikb1 — iblkl;1 _ ibzkEz ,
plyne z pfedchdzejici rovnice
kbiu — ikblku + ikbzkﬁ<:> ibku — kibliu + kibzia ,
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kde
‘b =b,’b, — 'b,'b,, *b ="*b,*b, — *b,*b, .

Oznacime-li jesté
ikbo — kbibo . ikblkbo - ikbzkEO )
pak z predchdzejici ekvivalence plyne
(26) kbiz — ikbo + ikblkZ + ikb2k2¢> ibkz — kibo + kibliz + kibzif.

Rovnice (26) ukazuji, Ze ('Z), (*Z) jsou vzdjemnd afinni pfemist&ni, jak bylo ode-
kdvat (a t&mito rovnicemi jsou vyjddiena v soustavé S; parametry pfemisténi jsou
Kp=1ikp . plip. b by, ...).

Pély pfemisténi (S) < ('2), (S) « (*2), (’Z) « (*Z) maji v S soufadnice™’z, *°z,
%07 = k07 které jsou urdeny podle (3) rovnicemi

) o, _ oL~ 'B) + By,
(1 - lbl) (1 - iBl) - 'bziBz
kO, _ “bo(1 — *by) + *by*b, .
(L — %) (L - *B,) — *b,*B,

k07 = ip~t bo('b — *'by) + “'by"'b, .
“b + ‘b — 2 Re b,

Tyto rovnice také uruji vrcholy polového trojuhelnika v S pomoci parametrd
obou pfemisténi (25).
Z rovnic (25), (27) plyne pak vyjddfeni tvarem (24):

(26*) kbip — l'kblkp + ikbzkﬁ<:> ibkp — kiblip + kibzil-; .
(ip =iz — 0z Ky ky _ ko)
formélng pongkud jednodussim, nez byl tvar (26).
UvaZujeme-li o obecnych a riznych pfemisténi '2/S, *2/S. ..., “Z[S, dostaneme
pro B jejich vzdjemnych pola prévé f vztahii tvaru (27).
Konfiguraéni vlastnost

(28) f("oz, s, B0z 12,05 Ma0, a—u,oz) =0, f=F,

uloZend na tyto poély, je zdroveli podminkou na parametry t&chto pfemisténi.
Napf. pro dvé pfemisténi o je
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a poZadavek f = 0, aby tfi vzdjemné pdly byly kolinearni, md tvar

I,OZ 1,0'2— 1
205 207 1} = ¢
12,02 12.02- 1

Vybereme-li jesté soustavu S tak, aby 2%z = 0, pak
2(arg 'm — arg?m) — ('3 — 29) = 0(mod 27)

je podminkou na parametry.

Obdobng lze uvazovat o konfiguradni vlastnosti g(p) = 0, (g = g) uloZené na
polové komplexy.

Piedpoklddejme, Ze ve vyse uvedenych o pfemisténich ‘Z/S existuje konfiguradni
vlastnost

(29) h(*?v, o, ., 0, 2,0, ) =0, h=h,
uloZend na rozdily komplexd *v = 'z — ¥z (kde *v + *v = 0); pak také
(29*) h(lbo bl zbo + (lbl - Zbl)c + (lbz —_ 2b2) C, ...) = 0 .

Piitom ('z), ..., (*z) jsou koincidence v (S) téhoz bodu (¢) &, ('2), (*2), ..., (*2).
Existuje-li tedy takovy bod ({) v rovindch ('X), ..., (*Z), Ze jeho koincidence ('z), ....
..o, (*2) v (S) maji vlastnost (29), pak touZ vlastnost v kazdé ('), ..., (*Z) maji
i body &dry s rovnici (29%).

Napf. pro &tyfi pfemisténi # a poZadavek h = 0, aby (v euklidovském modelu)
Styfi koincidence ('z), (*z), (*z), (*z) byly koncyklické, plyne z rovnosti komplex-
niho dvojpomé&ru w('z, ?z, 3z, *z) se sdruZenym dvojpomérem w('z, %z, 3z, *z) této
bodové Ctvetice vztah

13UZ4U

Im——m—=20.

231)140

Rozepsdnim této rovnice obdrZzime kubiku jako geometrické misto bodi ({)
v kazdé z rovin ('), (*2), (CZ), (*2).

11. Pohyb /. Ugifime trojici parametri b; pfemisténi (23) funkcemi by(t), i =
= 0, 1, 2 redlného argumentu ¢, ¢asu, nejprve jen spojitych na spole¢ném definicnim
intervalu J(t). Kazdd hodnota teJ urduje pak jednu trojici funk&nich hodnot
bi(t), tj. jedno pfemisténi X/S (jednu fdzi t) z moZnych pfemisténi. Viemi hodnotami
teJ (4. na J) je tak uréeno nekone€n& mnoho spojité na sebe navazujicich fdzi ¢,
gili je uren jednoparametrovy (také nuceny; s parametrem t) afinni pohyb Z|S
(pohyb ;s kinematickymi parametry b{t)).

V redlném euklidovském modelu pohybu .o/ jde tedy o rovinnou konfiguraci
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bodii, piimek, ..., kterd se deformuje ve své roviné a fyzikdlnim Case tak, Ze vSechny
jeji faze jsou na jistém Casovém intervalu navzdjem afinni.
Rovnice (23), kterou nyni zapiSeme ve tvaru

(30) z = by(t) + by(t) { + by(1) T,

vyjadfuje op&t jen koincidenci (z) jistého bodu ({), fixovaného svou soufadnici {
ve fézi ¢ v ,,pohyblivé* roviné (2) () €, (£) na J), v ,,pevné* rovin& (S), tj. vyjadiuje
parametry by(t), te J, afinné deformovany utvar (Z), vztaZeny k piisluiné fdzové
soustavé X, jak jej vidi pozorovatel pevny v (S), vztaZené k pevné soustavé S. Plat-
nost rovnice (30) roziifime na cely definiéni interval J a v tomto smyslu mluvime
také o této rovnici jako o rovnici pohybu o (£/S) uréeného kinematickymi parametry
bit).

Zajimdme-li se o vlastnosti pohybu 7, které plynou bezprostfedn& z rovnice (30),
pak predpokldddme, Ze tento pohyb je aspoii slabé 0-reguldrni na J, tj. Ze

(31) b(t) +0 na J<a(t)+0 na J,
(o) = bu() Bi1) — ba(§) B0 a) = an(9) () - ax(i) ().

V ptipad€ obecného pohybu & pak mlcky jesté predpokldddme, Ze Zddny z para-
metri by() (nebo a(t)) nevymizi na J a Ze neexistuji mezi nimi vztahy, které by jejich
pocet sniZzovaly.

Pokud by zkoumané vlastnosti pohybu o/ vyZadovaly existenci prvnich ¢asovych
derivaci by(t), bi(t), b3(t) na J, pfedpokldddme, Ze tenio pohyb je aspoii silné 0-
reguldrni na J (1j. plati (31) a poZzadované prvni derivace existujf).

Vysctfujeme-li vlastnosti pohybu &7, které zdviseji na jednou derivované rovnici
(30), pak piedpokldddme, Ze tento pohyb je aspoi slabé 1-reguldrni na J, tj. Ze

(31%) b(t) 'b(t) = 0 na J<>a(t) 'a(t) + 0 na J,
"b(t) = bi(t) bi(r) — b3(1) b3(r), ‘'a(t) = ai(r)ai(r) — a3(r)as(t).

V obecrém pripadg pak o by(f) (nebo a(t)) &inime rovn&Z mlcky tytéZ piedpoklady
Jriko pf. 0 regularité.

V pfipadég, Ze by hledané vlastnosti pohybu »of vyzadovaly existenci druhych ¢aso-
vych derivaci bi(1). bi(t). bs(t) na J. pak pfedpokldddme. Ze tento pohyb je aspoii
silné 1-reguldrni na J. ij. plati (31*) a poZadované druhé derivace existuji, atd.

Pti odpovidajicim rozifeni predpokladii vyjadiuje rovnice (30) Lieovu Sestipara-
metrovou grupu ve dvou proménnych (Re b, ...,Im b,; Re z, Imz). Geometrie
pohybu &/ je Licovou geometrii s touto grupou. V afinni kinematice se o takto pojatou
geometrii nezajimdme; predméem tvah jsou obvykle fdzové vlastnosti pohybu a
prislusnd geometrie md lokdlni charakter.

Podrobnéjsi vlastnosti pohybu &/ nejsou vSak jiZ pfedmétem tohoto ¢lanku.
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DIFRAKCE POMALYCH ELEKTRONU

Moimir LAZNICKA, Praha

UvoD

Metoda difrakce pomalych elektronti (ddle DPE) vznikla na zdkladé praci DAvis-
SONA a GERMERA [1], ktefi studovali rozptyl elektronit o energii fddové sto elektron-
voltii (eV), tzv. pomalych elektroni, pfi odrazu na kovech. Vzhledem ke klasickym
pfedstavdm vykazovaly elektrony anomdlni chovdni, které se uvedenym autoriim
podatfilo v r. 1927 vysvétlit jako difrakéni jevy a potvrdit de Broglieho hypotézu
o vlnové podstaté elektronu, podle niz Ize kaZdé pohybujici se Cdstici pripsat vinu
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