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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE, ROCNIK XXI (1976) CISLO 1

Psychologie matematiky
Garrett Birkhoff, Cambridge, USA*)

15. Aritmetické pozndni. Pfichizim ted ke kone¢né zahadé. Jak matematik mysli? Mo-
hou pocitage napodobit jen nejjednodussi a nejbéZnéjsi myslenkové pochody matemati-
kt? Anebo mohou byt programovany tak, aby obsahly isporné& podstatnou &ast lidské
matematické ¢innosti? Aby pocitale zvladly hospodarnéji nebo ispé¥né&ji neZ matematik
neb&Zné matematické tlohy, museji — to je miij nazor — byt fizeny vyznaénymi mate-
matiky, ktefi div&rné znaji hranice jejich moZnosti.

Zaénu s prvni otazkou: jak matematik mysli (matematicky).

Matematické mysleni ma své kofeny v raném détstvi a tyka se nejdfive aritmetiky.
Dftive neZ dité zaCne se studiem aritmetiky, musi se naudit pocitat. To se nau&i velice
snadno papouskovianim zvuki (paméfové mimikry). VEt§ina déti dovede jiz ve tfech
letech napodobovat jevové posloupnosti, kdyZ odfikavaji ,,jeden dva tfi &tyfi pét* tak
snadno jako ,,abrakadabra‘“. Pfi hfe na pikanou se vét§ina z nas naucila uZ v deviti
odpocitat do sta ve dvaceti vtefinich bez jakéhokoliv zasahu dospélych.

Spoditat mnoZinu U objektl tak, Ze sparujeme jeji prvky s postupnymi ordinalnimi
&isly a nic nevynechat ani nevzit vickrat, to vyZaduje jiZ vice dovednosti. Dité si musi
pamatovat, fekne-li &islo k, jaka je mnoZina S(k) = U pfedméth jiZ spo&itanych; domni-
vam se, Ze tato schopnost zaleZi na zrakovém nebo hmatovém vnimani konkrétnich
pfedméti. A uv&€domit si, Ze mohutnost mnoZiny U nezavisi na pofadi, v ném?Z jeji prvky
poditame, vyZaduje jiz indukéni Gvahy a jesté vétsi zralosti. Teprve po této zkuSenosti
a po jejim pochopeni si dit¢ uv€domi vyznam Kardindlnich &isel. PIAGET ([3], str.
406 —414) stanovi, Ze je to oby&ejné v sedmi letech. Domnivam se, Ze v tomtéZ v&ku
ziskaji déti schopnost rozeznat na prvni pohled mohutnost mnoZin, které maji méné
neZ n prvki, kde pro vétsinu lidi znamena »n ,,sedm plus minus dv&*, jak poznamenéva
G. A. MiLLER ([3], sv. 1, str. 135).

Kdyz déti zvladnou v desetinné soustavé techniku po&itini a jeji smysl, jsou pfiprave-
ny, taktéZ v desetinné soustavé, naudit se technice aritmetickych operaci. Nejsnaze opét

*) Cést C ¢lanku Matematika a psychologie, otisténébo v SIAM review sv. 11, &. 4 z Fijna 1969.
Cely ¢lanek je vlastné fe¢ pronesena pfi odstoupeni z funkce pfedsedy SIAM a vznikla z projevu
pted Americkou psychologickou spole¢nosti 2. za¥i 1967. Clanek obsahuje tivod a je rozdé&len na t¥i
hlavni ¢4sti: (A) Diskrétnif matematika a psychologie. (B) Spojitd matematika a psychologie. (C) Psy-
chologie matematika (a tedy matematiky).

Reprinted with permission from SIAM Review (1969). Copyright 1969 by Society for Industrial
and Applied Mathematics.



pamétovymi mimikry se déti nauci zpaméti tabulky pro séitini a nasobeni deseti jednotek
(45 pravidel v kazdé tabulce) a jak scitat, nasobit, od¢itat a dé€lit v desetinné soustavé.*)

Déti jsou potom pfipraveny ucit se o zlomcich, desetinnych Cislech a zdpornych &is-
lech. Tradi¢nim znakem pro zvladnuti aritmetiky byla vidy studentova zb&hlost pro-
vadét s nimi rychle a spravné zaludné vypocty (napt. dlouhé déleni), coZ ov§em svedou
pocitaCe lépe a levnéji. Profesionalni poctafi ve skute¢nosti uZivali jiZ od osmnactého
stoleti s¢itacek a kalkuladek.

V tzv. moderni matematice je vidét zdravy odklon od péstovani pocetni zbé&hlosti
ve prospéch logickych a aritmetickych pojmt. BohuZel se opét jednostranné pfeceiiuje
zbéhlost v zachazeni s bezvyznamnymi symboly podle umélych pravidel na ukor hlubsiho
(a vyznamnéjsiho) pojmu veli€iny. Jak zduraztiuje HELMHOLTZ ([26], str. 85 a nasledu-
jici), tkvi tento pojem ve fyzikalni zkuSenosti a v operaénich technikich méfeni.

Axiémy uspofadané grupy mohou byt povaZovany za empirické vlastnosti kvantity.
Ve tfinacti letech by studenti méli mit jasnou pfedstavu o aproximaci a fadech veli€in
od velmi malych po velmi velké. Dulezita je také schopnost umét prekladat slovni Glohy
a Zivotni situace do symbolického jazyka matematiky a naopak odhadovat smysl
aritmetickych tvrzeni, jako ,,vydélava 3 $§ na hodinu‘ nebo ,,urokova sazba je 6%*.
Takova schopnost ov§em tvofi podstatu aplikované matematiky.

Domnivam se, Ze se dé€ti znacné li§i ve svém poméru k aritmetice nejen co se tyce
znalosti, ale také v relativni dualeZitosti, kterou pfisuzuji tfem strankam aritmetiky:
obratnosti v zachazeni s Cisly, logickému uvaZovani a praktické duleZitosti. Proto se
domnivam, Ze rozdily mezi matematiky vznikaji uz v détstvi.

16. Algebra a geometrie. V dospélosti se pfi vykladu algebry a geometrie rozdily mezi
lidmi v jejich vztahu k matematice je$té prohlubuji. A tak Cisty matematik si mysli, Ze
algebra je jakasi hra s pfedméty podle jasnych pravidel, jejimZ ucelem je osamostatnit x
na jedné strané rovnice a ponechat znamé hodnoty na strané druhé. Pro aplikovaného
matematika je algebra nudnym nastrojem, ktery mu umozZiiuje nalézt nebéZnymi meto-
dami odpovédi na zajimavé otazky.

Z predchoziho rozdilu stanovisek vznikd mnoho obtiZznych pedagogickych spord,
o nichZ nemam valné minéni. Ale myslim si, Ze je zajimavé srovnat ostfe rozdilné nazory
EuLerovy, HELMHOLTZOVY a PEANOVY na zaklady algebry; tyto nazory totiZ ilustruji
i rozdilnost matematika.

Podle Eulera**) lze po zvladnuti aritmetiky pochopit platnost algebraickych postupt
tak lehce, Ze stadi jen upozornit na potfebné triky; algebra byla pro n€¢ho jednoznaénou
honitbou za spravnymi odpovédmi. Helmholtz ([20], str. 61 —97) naproti tomu pfisu-
zoval postulatim pro realna Cisla (Grésse) zakladni vyznam, ale jejich platnost 1ze podle
ného poznat pfimo z fyzikalni zkuSenosti. Zatimco pro Peana bylo podstatné odvodit
algebraické zdkony z minima formalnich pfedpokladu cisté logicky (slovnimi a symbo-
lickymi postupy).

*) Udivuje mé, jak opravdu prospiva nezaujatym détem ¢asny vyklad nedesetinné (napf. dvojko-
vé) aritmetiky.

**) L. EULER, Elements of Algebra, London, 1797, zvlasté str. 56— 69, kde rozebira iracionalni
a imaginarni Cisla a str. 291—296, kde se vénuje ustiedni myslence fe3eni rovnic.



16.1. Geometrické poznani. Geometrie je nejstar$im (a nejjednodus$im) odvétvim mate-
matické fyziky. NeZ ji déti za&nou soustavné studovat, museji si srovnat, pfeloZit a vylo-
Zit nesmirné mnoZstvi zrakovych a hmatovych zkuSenosti o prostoru a ¢asoprostoru(!)
z kaZdodenniho Zivota. Napf. se museji naudit poznavat pfimku, coZz déti vétSinou
nedovedou.*)

Myslim si, Ze reakce studentd na formalni sttedoSkolskou geometrii jsou rtizné pravé
proto, Ze si své zkuSenosti vyloZili riznymi zpiisoby. Ostatné i zrali matematikové si
vykladaji geometrické zku$enosti po svém, i kdyZ ovSem spravné.

Nejbéznéjsi je nazorny zpasob Euklidiv a zpisob &iselnych trojic DESCARTUV. Jedno-
dussi neZ oba dva je kombinovany zptisob mého otce, ktery je (po zvladnuti aritmetiky)
dnes §iroce rozsifen na americkych stfednich $kolach. Je zaloZen na nékolika jedno-
duchych axiomech pro vzdélenosti a Gihly, o kterych se pfedpoklada, Ze se méfi pravitkem
a thlomérem.**)

16.2. Psychologické otdzky. Bylo by zajimavé sledovat uvedené zpiisoby z psychologické-
ho hlediska. Jedinou psychologickou studii zakladi geometrie, kterou znam, je Helm-
holtzova prace [26].

Helmholtz ukazuje, Ze velka ¢ast geometrie miiZe byt odvozena ze dvou snadno ovéfi-
telnych fyzikalnich skute&nosti:

(1) Prostor X je trojrozmérny,

(2) Kaidé tuhé téleso S se miize v prostoru volné pohybovat (bez deformaci) tak, Ze
zachovava vzdalenosti mezi libovolnymi svymi dv€ma body. To jest libovolny
bod P télesa S lze posunout do libovolné polohy, potom otolit S spojité kolem
této polohy tak, Ze libovolny bod g pfejde do polohy ¢’ se stejnou vzdalenosti od
p jako g, a kone&né oto¢it S libovolné kolem osy pq'.

Helmholtz uvedl tato pravidla jako axiomy v Euklidové duchu. Tato psychofyzikalni
interpretace axiomatickych zdkladi geometrie je znané vzdéalena pojeti axidmi geo-
metrie jako pouhych pravidel pro hru na dokazovani vét. Nanestésti je tfeba velmi
sofistickych argumenti***), aby se ukazalo, Ze z Helmholtzovych axiémi (doplnénych
axiomem podobnosti) plyne cela geometrie. A tak jeho axiomy nejsou tak dobrym za-
kladem pro vyu€ovani geometrii jako axiémy Euklidovy.

Myslim si, Ze spletitost geometrie je typicka pro vy$§i matematiku kontinua; naucit se
poznavat a ové&fovat jeji pravdy je obtiZny ukol, pfi kterém je tfeba vyuZit mnoha
rozdilnych lidskych vloh. Neni to prosté po psychologické strance (logick4) hra podle
pfedepsanych pravidel.

*) Viz PLATT, Scientific American, 202 (1960), str. 121—129 a F. ROBERTS a P. SUuPPEs, Synthése,
17 (1967), str. 173—201.

**) Viz G. D. BIRKHOFF a R. BEATLEY, Basic Geometry, Scott, Foresman, 1941; E. E. Moise
a F. L. Downs, Geometry, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1941.

«*#) Viz G. BIRKHOFF, Trans. Amer. Math. Soc., 55 (1964), str. 465—492 a Math. Z., 53 (1950),
str. 226—235.



17. Vyulovaci stroje? V&&ny mytus o robotu ma mnoho variant; posledni je varianta
o vyuéovacim stroji, jehoz mozkem je pogital. Tento mytus se $ifi znaAmym vyrokem
([18], str. 157): ,,V nejblizs§i budoucnosti budou mit miliény déti ... pro svou osobu
straZce tak dobfe informovaného a reagujiciho jako Aristoteles.* A¢koliv je kazdé pro-
roctvi na poli pocita¢ti nebezpeéné, domnivam se, Ze se o tomto riZovém obrazu mohu
klidné vyjadrit. Ve skuteénosti se tu nemluvi o vyu€ovacim stroji, ale o (programované)
instrukci pomoci poéitace (computer aided instruction, CAI). K ,,zosobnéni‘‘ takové
instrukce by bylo tfeba pracné programovaného pocitace s rozsahlymi koncovkami
a grafickymi konzolami, které jsou obycejné velmi nakladné. To jest bylo by tfeba
soub&Zného systému, v némz ([18], &ast VI) ,,istfedni orgdn odpovida postupné na poza-
davky svych uZivatel, ale tak rychle, Ze kaZzdy z nich se domniv4, Ze ma pocitaé pro
sebe‘“. Tvrzeni, Ze takovy ,,soubéZny systém* je dnes skute¢nosti, je prosté nepravda;
nemame dosud ani pfedstavu o ekonomické proveditelnosti ,,vefejné prospésného infor-
macéniho systému soubéZné plsobiciho svymi konzolami doma, ve $kole a v kancelafi‘.

Nehledé na cenu (ktera se miize ¢asem znacné€ sniZit), zda se zfejmé, Ze aritmeticky dril
a dril stfedoskolské geometrie mohou byt se zdarem pfevedeny na poéitaé. Navic mizZe
mit odosobnény styk s individualizovanym ¢lovékem —strojem bezesporu lé¢ebny vliv
na déti s psychologickymi potiZzemi. Kone¢né€ cennym vedlej$im jevem by byla objektivni
statisticka informace o jednotlivych studentech. Mélo by byt rychlejsi, spolehlivéjsi
a vhodnéjsi pro poditace schraifiovat a zpracovavat takové informace nez pro uditele*).
Moudfe posouzena mohla by tato informace pomoci vychovatelim identifikovat studijni
typy a dovrsit ucinnost programovaného drilu. Zvlasté snadné by to mélo byt v mate-
matice, ktera je pomérné stereotypnim predmétem.

Samoziejmé Ze programovana instrukce nevyzaduje soubéZnych pocitada ,,konver-
za¢niho typu*‘. Jak zdlraztiuje SKINNER ([S1], str. 17), nejvétSim problémem ve vyuéo-
vani aritmetice je navrhnout a programovat posloupnost otizek, aby odpovédi vedly
studenta k Géelnému matematickému jednani, bude-li postaven pfed kterykoliv z 25—40
tisic riznych a nestejné sloZitych aritmetickych ptikladi. Tyto otazky mohou byt obsa-
Zeny v cvi¢ebnicich nebo na listcich typu otazka-odpove€d; nemuseji byt uloZeny v podi-
tadi, ani neni nutné, aby se objevovaly na obrazovce poéitate. Odpovédi mohou byt
napsany, ale neni nutné, aby se objevovaly na konzolach.

Ponechédme-li stranou otdzku nakladii, jsou nejvaZnéjSim omezenim vyucovacich
stroju (nebo CAI) hranice programované instrukce, at jiz na poé&ita¢i nebo ne. Popisi ted
néktera z téchto omezeni.

Pfedeviim co se tyle oprav: podita¢ muiZe (podobné jako kniha nebo skripta)
podat stereotypni vyklad a urdit osobni chyby studentovy, ale neni schopen rozpoznat
jeho dusevni stav nebo citové problémy. Omyly jsou &asto zpiisobeny dennim snénim
nebo pozorovanim sousedovych taskafic.

Mimoto jak miiZe programovana instrukce nahradit motivaci? Dokonce i déti si
instinktivn€é uvé€domuji, Ze cokoliv miZe byt strojem vyloZeno, mlZe byt i u&innéji
strojem spo&itano. Tak pro¢ se tomu udit? Poé&itade nikdy nemohou vycvidit lidi, jak
zaujimat vyznamna postaveni v automatizované spole¢nosti.

*) Viz P. Suppks, Sat. Rev., leden 14, 1967, str. 47—50. Je tieba uvazit, ze lidsky Cinitel zavisi
na zivotnich podminkdch a miZe se zménit z jednoho desetileti na druhé.
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Pokousel jsem se vas presv&dlit, Ze zakladnim pojmem aritmetiky je kvantita. Tento
pojem je obsaZen v popisech ,,deset mil“, ,,padesat tun®, ,,jitro*, ,,hodina*, ,,dva miliény
dolari“, pravé tak jako v rozdilu mezi 3% a 109, urokem! Jak vysvétlit po€itadi, co je to
kvantita?

Také jsem se vas snaZil upozornit na moZné logické p¥istupy ke geometrii a na skrom-
ny uspéch nejlepsiho existujiciho programu na feSeni ,,origindli‘*“ v Euklidové rovinné
geometrii. Jisté by bylo daleko t&Z8i programovat navod, ktery by byl schopen 1&inné
a systematicky ukazat studentim s riznym intuitivnim pozadim, jak fesit Sirokou stup-
nici téchto originald, :

Otazka rozli€nosti, ke které se pozdéji vratim, ma mnoho podob. Mélo by byt snad
vyu€ovani matematice a v€dé€ zjednoduseno na jeden jediny optimalni program, kterého
by se pouZivalo celondrodn& nebo celosvétové? Pochybuji o tom; myslim si, Ze rozliénost
je zdrava*) a prospé$na matematické tviiréi ¢innosti. Je-li tedy rozliénost Zadouci, bude
asi téZko existovat n&jaky program nejlepsi pro vechny druhy studentli; bude tfeba
vyvinout celou spoustu programi pro CAI a uréit je jednotlivym typtim.

Z téchto diivoda se mi zda uZitek vyu€ovacich stroji v blizké budoucnosti siln€é omezen
jen na podavani, opravovani a hodnoceni individualni poéetni zru€nosti na elementarni
urovni. Navic budou musit soutéZit soubéZné konzoly v hospodarnosti s pracovnimi listy
a kartami, produkovanymi ve velkém mnoZstvi, které mohou byt analyzovany a opravo-
vany velice levné a hromadn€ v podstaté timtéZ programem**) nebo opravovany volné
studenty podle klice.

Pfesto si myslim, Ze po&itae mohou byt ve stile v&t§i mife cennym pfinosem pro
vyudovani matematice, oviem budou-li jejich omezeni spravné pochopena.

18. Objevy v matematice. Fascinujici a sporna je otadzka, do jaké miry mohou pfispét
pocitade, divtipné programované, k objeviim v matematice. Mné je jasné, Ze to je poZa-
davek na vysoce vyvinutou ,,symbidzu ¢lovék — poditac, v niZ kazdy z partneri dé€la to,
na¢ se nejlépe hodi*“ ([1], sv. 8, str. 41; viz. také [7]).

Clovék nemusi byt tviiréim matematikem, aby pochopil, v &m je sporna otazka.
Nebot jak si v§iml HADAMARD ([21], str. 104): ,,Mezi tsilim studenta, ktery hleda feSeni
geometrické ulohy, a Gsilim genia ... je rozdil pouze v mife!* Podobné P6LYA ([42])
zalina svou pfedmluvu: ,,Veliky objev fesi veliky problém, ale zrnko objevu je v kazdém
problému.*

Dokazovani matematickych vét je pfevazné (ne-li viibec) zaleZitosti deduktivni logiky
a matematikové maji pronikavou a neobylejné pfesnou schopnost poznat, kdy je de-
duktivni krok spravny. Tato schopnost je tisickrat pfivolavana v fadé sylogismi, kde
jeden chybny krok miiZe byt osudny. Myslim, Ze tato schopnost zaleZi v rozpoznani
jistych pfijatelnych v&tnych vazeb; mohla by byt nazvina deduktivné logickym ,,smy-
slem‘. Neni to ovSem Zadny z naSich ¢tyf nebo péti vnéjsich smysli; je to vnitfni smysl,

*) O béinych rozdilech v nazorech, jak nejlépe ulit, viz Educational Studies in Mathematics, sv. 1,
Reidel Publishing Co., Dordrecht, Holland, 1968.

**) Za piedpokladu, Ze rukopis mizZe byt ,,éten* pocditatem; lze predpokladat, ze to bude mozné.



jako je smysl pro rovnovahu nebo pocit hore¢ky, které jsou ovlivnény mozkovou ¢in-
nosti. Tak jako na$ smysl pro hudbu (vyska ténd a jejich zabarveni) mohou byt i ony
do zna¢né miry ovlivnény cvikem.

ProtoZe &islicové pocitade jsou stroje s binirnimi prvky o koneéném poctu stavi,

domnivim se, Ze ndm mohou byt uZite¢né pfi dukazech v&t diskrétni matematiky.
Nejidinnéjsi bude zejména symbidza Elovek-stroj pfi ditkazech v logice, aritmetice
(teorii &isel) a v pfibuznych oblastech algebraickych*) a kombinatorickych. A&koliv
ani v téchto oblastech nas nesmi svddét nds obdiv pro logiku k podceriovdni vyznamu
nasich ostatnich smysli.
Ackoliv je vlastn€ mozné povaZovat ¢lovéka za hybridni podita¢, je ve skuteCnosti
né&¢im vice. Ve srovnani s lidmi jsou hybridni pocitace jako osobnosti velmi omezeny.
Jejich mysl je jednostranna: jsou dogmatické, bez pfedstavivosti a s oblibou se opakuji.
Nejsou schopny vnimat ani nejziejméjsi fakta tykajici se kontinua, pokud nejsou vyba-
veny specialni aritmetickou jednotkou (a fizeny numerickym analytikem). Tato jednotka
umozZiuje nahradit lidské ,,bleskové kalkulatory*, které jsou v§ak samy o sobé obvykle
bez matematické vnimavosti.

Domnivam se, Ze by se matematici méli pokusit rozptylit obecné vZity nazor, Ze i oni
jsou jen nevnimavymi automaty. Méli by popirat myslenku, Ze rozdil mezi nimi a hernimi
nebo dokazujicimi stroji je pouze v mife; rozdil je kvalitativni. Matematici museji
bojovat proti naféeni, Ze jejich jedinou duSevni schopnosti je obratnost v zachidzeni
se symboly a Cisly podle pevnych pravidel! Neni snad jejich schopnost zachazet s pojmy
ve smyslu Gestalt teorie**) pravé tak podstatna?

Tak pravé elementarni teorie &isel byla nesmirné obohacena pojmy (diofantské) apro-
ximace a krystalické mfiiZe***) (geometrie Cisel), zatimco naSe znalosti o rozloZeni prvo-
isel zavisi podstatn€ na pojmech asymptotického pfibliZzeni a komplexni analyzy (zo-
brazujici nuly {(¢#) v komplexni roviné). Bylo by patrné nesmirné€ obtizné programovat
pocitac tak, aby dovedl spojovat tyto pojmy tak obratné jako dovedny matematik.

Omezujici role binarni logiky pfi matematickych objevech je plsobivé vyjadiena
v jedinych psychologickych studiich matematické tvurci prace, které zndm: v HADAMAR-
povi ([21]) a PALyovr ([42]). Tak Polya dospiva k tomuto tvrzeni: ,,pokousejice se feSit
néjaky problém, prohliZime jej ze vSech stran, obracime jej ve své mysli; obmény problému
jsou podstatné pro na$i praci‘ ([42], str. 120). Podobné Hadamard ([21], kap. VII)
rozebira podrobné riizné psychologické postupy v matematické tviréi ¢innosti. Spojuje
postup ,,logické hry* s povrchnosti, tedy: ,,Je pfirozené mluvit spiSe o intuitivni mysli,
je-li oblast, kde vznikaji myslenky, hlubsi, a o logické mysli, je-li tato oblast spiSe na
povrchu....” Na dalsi strance zdiraziiuje vyznam matematickych vjemt v raném mladi
pro tvardi praci v dospélosti ([21], str. 114—115): ,,Zndma zkuSenost fika, Ze zcela
dokonala organizace a syntéza béZnych jevl se d&je v naSem nejranéj§im détstvi a pro-

*) Pro nedavné prispévky k algebie vz. J. J. CANNON Comm. ACM, 12 (1969) str. 3—12 a J. R.
GUARD et al., J. Assoc. Comput. Mach., 16 (1969), str. 49—62.

**) Také gestaltismus (Gestalt, tj. struktura): psychologicky a filozoficky smér, ktery odmita navza-
jem izolovat jevy, aby mohly byt vysvétleny, a povazuje je za nedélitelné struktury (formy). Pozn. pf.

**¥) Je dalezité pripomenout, Ze ,,prostorové grupy krystalickych mfizi byly nalezeny metodami,
které se opiraly o nazor drive, nez byly ,,grupy‘‘ presné zavedeny postulaty.



biha v hlubinéch naseho podvédomi, a tedy nesmirné rychle, a zddraziiuje ,,jak rozdiln€
se projevuji v&dci podle toho, jak jejich mysleni napomah4 obrazivost a jiné konkrétni
predstavy.*

Povrchnost myslenky, Ze matematicky objev je hra vhodna pro &islicové poéitace,
ironizuje i mnoho jinych matematikd. Tak E. W. BETH ([59], str. 210) pfipomina, Ze
vice ¢i méné trividlni zobecfiovani problémi (tj. provéfovani hypotéz) je jedna z mala
véci, které je schopen potitad. L. COUFFIGNOL také poznamenavé, ponékud kousavé,
Ze ,,Bourbaki je tu, aby si hral na Bourbakiho* ([59], str. 125). Jak si v§iml WEYL ([23],
str. 483), matematické véty jsou pravdy s plnym vyznamem,; jejich slovni opis je v tako-

vém vztahu k matematické pravd€, jako se pfirovndvd v pohfebni fe¢i balzamované _

lidské t&lo k Zivé osobé.

19. Umélecké dilo na poéitaci. Z psychologického hlediska ma matematika mnoho spo-
le¢ného s hudbou a s vytvarnym uménim. Oboji se spoléhaji na jemny esteticky cit. Jak
poznameniva VON NEUMANN ([41], str. 4): ,,Matematické mySlenky prameni ze skute¢-

nosti .... Ale od okam21ku, kdy je ptedmét zachycen ..., je ovladén vyluéné estetickymi

ohledy 7 Podobng piSe G. H. HARDY: ,,Matematik je pbdobne Jako basnik nebo malif
‘tvircem... Prvnim hlediskem je krasa.**)

Tedy moZnost pfevést dokazovani vét na pocitaé je jen jednim zfetelem §ir§iho pro-
blému, totiZ pfevést na pocita¢ uméleckou tvorbu. Chtél bych néco malo poznamenat
k této sviidné (pro nékteré vé€dce zabyvajici se pocitadi) a soucasné idésné (pro vétsinu
umélcl)) moZnosti, neZ se vratim k matematice. Chtél bych tak uéinit proto, Ze mij otec
GEORGE D. BIRKHOFF usilovné pfemyslel o této moznosti zmechanizovat umélecky vytvor
jiZ pted Ctyficeti léty.

Kdyz vykladal své myslenky matematikim v krasném Palazzo Vecchio ve Florencii,
zadal s odvolanim**) na HEMSTERHUISOVU (18. stol.) definici um&lecké hodnoty poza-
dujici ,,vyjadfeni co nejvétsiho potu myslenek v co nejkrats§im ase*. Jak je to blizko
duchu naseho sou¢asného sympozia o optimizaci!***)

Mij otec podal ve své kniZce Aesthetic Measure ([11]) kvantitativni ocenéni estetické
kvality M formuli M = O/C, v niz &itatel O znamena miru ,,fadu* a jmenovatel C miru
,sloZitosti‘ nebo usili o pochopeni. Tato studie byla napsana v duchu blizkém intro-
spektivni psychologii, v némzZ BOOLE vySetfoval zdkony logiky.

Muyj otec vytvofil také na ukdzku vazy, melodie a basné podle oné formule (i kdyz
bez pomoci pocitade). OvSem také varoval ([11], str. 13), Ze ,,iplné kvantitativni pouZiti
zakladni formule je moZné, jen jsou-li prvky fadu vesmés formélni“. Ackoliv tvofil,
veden formulemi, povaZoval to jen za ukazku dovednosti (tour de force) a mkdy ani
minutu nepomyslil na to, Ze by uméni mohlo z takovych pokusi téZit.

e

V kaZdé umelecké &innosti, at je to umeni nebo Cistd matematika, je nejobtizn&jsim

problémem volba z nes&islného ninozstvn moznosti. Tak napt. podle POINCAREA 2 HADA-

*) G. H. HARDY, 4 Mathematician’s Apology, London, 1940

**) Atti Congresso Internat. dei Matematici, sv. I, Bologna 1928 str. 315—333. Pfeti§ténd verze
nékterych téchto myslenek je v JAMES R. NEWMAN, The World of’ Mathematics, sv. 4.

*x#) Viz. SIAM, J. Control (1969) ,jehoZ piispévky byly predneseny na tomtéZ shromazdéni SIAM
jako tato rec.




MARDA ([21], str. 30) ,,podvédomi vytvafi neséetn& moZnosti a kombinaci, z nichZ védomi
zkoum4 jen malou Cast“. Hadamard zdiraziiuje podobnost s uméleckou tvaréi praci,
jak ji popisuje PAUL VALERY*): ,,Dvé stranky téZe mysli se z&astni na tvorbé. Jedna
kombinuje a druhé voli ..., co nazyvame géniem, je daleko méné prace prvé neZ poho-
tovost druhé, chopit se pfedloZenych hodnot a zvolit mezi nimi. Pravidla, kterymi se
tato volba fidi (v umeni i v matematice), jsou na vysost jemna a choulostiva. Stanovit je
presné je téméf nemoZné: jsou spi§ citéna nez vyjadfena ..., jak bychom si mohli pfed-
stavit sito schopné pouZivat jich mechanicky ?*

Proto si myslim, Ze by ,,védci‘ zabyvajici se poCitaci, ktefi navrhuji Smahem prevést
uméleckou tvorbu na poditae, méli peclivé volit sva slova. Jak objevil mijj otec, nej-
obtiZnéj§im problémem v pfevedeni umélecké ¢innosti na podcitaé je nalézt formuli pro
estetickou hodnotu, ktera by spolehlivé volila nejlepsi z mechanicky vytvofenych dél.
Pro uméleckou tvorbu je nejdileZitéj§im poZadavkem dobry vkus a ten je vSeobecné
povaZovan za nedefinovatelny. Je také tfeba zabranit tvorbé kylu a neplytvat Casem
pfi jejich hodnoceni. Dokud nebude stanoveno v matematickych terminech, co je to
dobry vkus a ky¢, mohou byt poéitale programovany jako kresli¢i a hra¢i na piano, ale
nikoliv jako hudebnici ani jako umélci.

A tak pochybuji, Ze ,,Eislicové pocitace budou psat hudbu, kterou kritikové oznadi za
esteticky cennou‘ uz v roce 1967, jak bylo prorokovano**). Pfinejlep§im mohou néktefi
védci zabyvajici se poéitadi a néktefi kritikové shledat, Ze pocitaCe jsou uZiteCné pri
analyze, pozméfiovani a znovusestavovani zlomkid jejich vytvori***). Skutedné se také
pocitade osvédCily vytvarnym umélcim v této symbidzni spolupraci.

Co se tyCe dokazovani vét, skute€n€ je moZné napsat program, ktery by dokazal
jakykoliv pocet pravdivych vét — vyjadfujicich napf. boolovské identity. Ale jak poucit
pocitag, aby vybiral dileZité véty? Nebo aby fadil lemmata tak, aby byla po ruce, kdyz
je prave tfeba? Nebo aby se vysttihal véénych opakovani na totéZ téma? Dosud se v tom
ni¢eho nedosihlo, a to na Zadné trovni.

Konecn€ téméf vSechny otisténé matematické dikazy vynechavaji velkou Cast ne-
podstatnych detailti, viz § 21 pro rozbor a vyznam této skuteCnosti. Jak programovat
pocitad, aby potlacoval ,,trivialni* detaily (a odstranil balast)? Nemohlo by to byt tak,
Ze by se optimizovala spoluprace ¢lovék-pocita¢ (viz § 18) a hlavni ulohou pocitate by
pfitom bylo pravé proveéfovani takovych detail? )

Z téchto duivod si myslim, Ze bude velice nesnadné prevést na poécita¢ umélecka dila
v matematice, natoZ pak ve vytvarném umeéni.

*) PauL VALERY (1871—1945), francouzsky spisovatel a basnik, Zdk S. MALLARMEA a dovrsitel
francouzského symbolismu. Po né€kolika sbirkdch se odvratil na ¢as od poezie, nebot ji povazoval
za ,,nebezpetné modlafstvi a vénoval se matematice. Hledani ,,jednoty tviréiho ducha‘ jej opét
privedlo k literatufe a nakonec nalezl znovu poezii. Pozn. pf.

** H. A. SiMON a A. NEWELL, Operations Res., 6 (1958), str. 1—10; viz také L. A. HiLLER a L. M.
IsAAcsoN, Experimental Music: Composition with an Electronic Computer, McGraw-Hill, New York,
1959.

***) Viz J. E. YOUNGBLOOD, J. Music Theory, 2 (1958), str. 24—35; A. FoRTE, tamtéz, 8 (1964),
str. 136— 183, a 10 (1966), str. 330—364; také J. E. CoHEN, Behavioral Sci., 7 (1962), str. 137—163.
Za tyto odkazy dékuji panu S. W. SMOLIAROVI.



20. Nézornost. Matematikové se zna&n€ rozchazeji v mife*), v jaké se pfi nalézani
a ovéfovani vét spoléhaji na nazor. Ze viak nazor hraje hlavni roli, vidim v tom, Ze
stile uZivime jako synonyma slov ,,dokazovat® ,,demonstrovat‘‘ nebo ,,ukézat“. Pravé
v abstraktni diskrétni matematice pfichdzi nazor vhod pfi manipulaci se symboly.
UvaZme napf. vSeobecnou popularitu &rtani diagrami v algebfe (zvIasté€ v teorii homo-
logii a kategorii).**)

Jak mohli Descartes a Hilbert uvaZovat jinak? Descartes byl pravdépodobné ovlivnén
svym skv€lym uspéchem, kdyZ se mu podafilo nahradit obrazky v Euklidové geometrii
polynomickou algebrou. Hilbert byl také ovlivnén kartézskou geometrii; ve své praci
o logice naraZi stale na to, Ze bezespornost Euklidovych axiémi by bylo lze dokazat
analyticky, kdyby se definovaly body abstraktné jako dvojice Cisel (x, y) nebo trojice
(x, y, z).***) (Jak je to vzdaleno Helmholtzovym myslenkdm o ,,zdkladech** geometrie!)
Hilbert mohl byt také ovlivnén svym uspéchem v pouZiti axiému vybéru k nekonstruk-
tivnim dikaziim algebraickych vét. V kaZdém pfipad€ jsou Hilbertovy a Descartovy
nazory jednostranné. Vsiml si toho Hadamard ([21], str. 87), kdyZ poznamenava: ,,Des-
cartes znevaZuje vliv ndzoru a preje si jej Uplné€ vymytit z védy... Docela nedavno byl
podan jiny pfesny vyklad geometrie prosty v$i intuice... slavnym matematikem Hilber-
tem. Logicky je vyloucen kazdy zdsah geometrického citu. Ale je to totéZ z psycholo-
gického hlediska? Jisté ne.... Obrazky se objevuji na kazdé strance (Hilbertovy knihy!).

V pfedmluvé k jiné knize****) Hilbert zdlraziiuje, Ze ,,intuitivni chapani hraje hlavni
ulohu v geometrii*“. TotéZ plati o klasickém axiomatickém pojeti projektivni geometrie,
i kdyZ se pouziva libovolnych systémt soufadnic.t) ‘

Naopak mnozi moderni algebrai¢ti a diferencialni geometfi nasleduji tvrdosijné Hil-
berta. Studuji geometrii trojrozmérného prostoru R, v némz Zijeme, nebo dokonce
naSeho prostorodasového kontinua R*. Jejich hlavnim zijmem jsou obecné vlastnosti
platné pro vSechny mnoZiny (m-rozmérné variety) vektorli x = (xy, ..., X,), komplex-
nich feSeni libovolné mnoZiny n — m nezavislych polynomickych rovnic. Ziejmym
znakem jejich nedostatku fyzikalniho citéni a nezajmu o geometrii je, Ze se v jejich
knihach nevyskytuje ani jeden obrazek redlné kiivky nebo plochy.

Bylo by neplodné debatovat o zasluhach téchto riiznych pojeti geometrie; zmifiuji se
o nich proto, abych ukazal na rliznorodost matematiki. Zda se, Ze bude zajimavéjsi
vratit se zpét k otazce: ,,Do jaké miry miiZe byt analyza zaloZena jen na logice?*

20.1. Klasick4 analyza. Zanedlouho potom, co Descartes ukazal, jak aplikovat soufadni-
covou geometrii (,,géométrie analytique‘“) na vyjadfeni kiivek a ploch algebraickymi
formulemi, byl vynalezen infinitezimalni pocet (infinitezimalni analyza, zkraceno pozdé&ji

*) Bylo by zajimavé napsat psychologickou studii modu operandi slepych matematiki, jako byl
Euler nebo Pontrjagin.

**) Viz S. MACLANE a G. BIRKHOFF, Algebra, MacMillan, New York, 1967.

**#) 7a predpokladu bezespornosti axiéomu euklidovského prostoru (tedy relativni bezespornost).
Pozn. prekl. :

#*#*) D. HiLBERT a S. COHN-VOSSEN, Geometry and the Imagination, Springer Verlag, Berlin, 1932
(podle Hilbertovych pfednasek z let 1920—1921).

1) Viz O. VEBLEN a J. W. YoOuUNG, Projective Geometry, sv. 1 a 2, Ginn, Boston, 1910, 1918.
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na analyzu) k urovéni jejich sklonu, obsahil, te¢en, tihli priseénic a jinych viditelnych
vlastnosti. Pro pfistich 150 let ztstala analyza ve svém vyvoji podstatné zavisla na nazoru
a fyzikalni intuici. Ve skuteénosti ani EULER, ani CAUCHY nikdy formaln& necharakteri-
zovali systém realnych ¢isel (jako jediného uplné uspofadaného télesa)*); ani si nebyli
védomi toho, Ze tato mnoZina je nespocetna. Euler si zcela jisté pFedstavoval realné &islo
stfidavé jako neomezené desetinné ¢islo a jako pfedstavitele bodu na pfimce s vyznade-
nou stupnici. Nikdy také nepodal obecnou definici funkce. Pfedstavoval si zfejmé funkce
stfidavé jako definované formulemi, grafy, tabulkami pfibliznych ¢&iselnych hodnot
a posloupnosti koeficientli mocninnych fad a zvla$tnimi geometrickymi nebo fyzikalni-
mi vztahy, které mohou byt jen matné popsany v symbolické logice. Pro ného (jako i pro
mne!) je uZasna skuteCnost, Ze tyto riizné pfedstavy jsou zaménné v té spousté aplikaci,
skuteCnost, kterd miize byt ovéfena na nescetn€ zpiisobi.

Navic pfivedlo Eulera intuitivni spojovani spojitych funkci s posloupnostmi koeficientti
(oby&ejné racionalnich &isel, alespofi v zajimavych ptipadech) jejich mocninnych rozvoja
k pouZiti vytvofujicich funkci na feSeni problémi z kombinatorické analyzy a teorie
éisel. Tato plodna mysSlenka by ho byla nikdy nenapadla ve stoleti, kdy byl nejasny
rozdil mezi analytickou a nekonecné diferencovatelnou funkci, kdyby byl trval na
detailnim a formalnim dikazu kazdého tvrzeni.

21. Logick4 pfesnost v analyze. Potieba vét§i logické presnosti v analyze se poprvé
ukazala po roce 1755, kdyZz DANIEL BERNOUILLI inspirovan matematickou teorii chvéjici
se struny vyslovil domnénku, Ze ,,kaZd4“ (rozumna) periodicka funkce mtiZe byt rozvi-
nuta, jak bychom dnes fekli, ve svou Fourierovu fadu. Proti této domnénce se vyslovili
D’ALEMBERT, Euler a LAGRANGE, ale ¢as ukazal, Ze jejich namitky nebyly spravné.

Tato nepriikaznost se stala zfejmou kolem roku 1815, kdyZ FOURIER podal pozoruhod-
né piiklady, ukazujici, Ze konvergentni fady hladkych (dokonce analytickych!) funkci
nemuseji mit hladké soudéty. Fourier také podal s pouZzitim Eulerova pojmu ortogonality
vymluvné intuitivni divody k podpofe tvrzeni, Ze ,,kazda‘“ funkce f(x) s kone¢nym
[f2|f(x)| dx muZe byt vyjadtena jako (Fourierdv) integral [A(k) cos kx dk +
+ [B(k) sin kx dk. Tento vysledek (Fourierdv integralni teorém) pomohl inspirovat
Helmbholtze k teorii slySeni, kterd byla rozebrana v § 12.

Rozpory kolem rozvinutelnosti ve Fourierovu fadu nutily matematiky podat jasnou
definici funkce, spojitosti a konvergence. Pfesto, jako ¢asto v matematické fyzice (viz 22),
pfesnost pfisla naposled. Bylo to az 1829, kdy DiricHLET podal rozumné pfesny deduk-
tivni dtikkaz Bernouillovy domnénky, zaloZeny na jasné definici spojité funkce a konver-
gence. To vedlo konecné kolem r. 1850 k RIEMANNOVE obecné teorii integrability.

Hledani vétsi teoretické pfesnosti v zdkladech analyzy vpokraéovalo az do 1. svétové
valky. Vedlo k moderni charakteristice realného kontinua jako jediného tiplné€ uspofada-
ného télesa a konecné€ k Lebesgove teorii integrace, daleko obecnéjsi, neZz byla Rieman-
nova, a v niZ podstatnou ulohu hraje Cantorova klasicka véta, Ze totiz rediné kontinuum

*) Oviem pokud ma mit systém redlnych ¢isel jediny model (jak se obvykle pfedpoklada), nemuze
byt zcela popsin zddnym formalnim systémem axiomi (ktery nemluvi neformdlné o mnozinach),
nebot kazdy formalni systém, ktery ma nekone¢ny model, ma modely libovolné velkych mohutnosti.
Pozn. pf.

10



Je nespocetné: je nemozné uspofddat mnoZinu R realnych &isel do posloupnosti. To
znamend, ¢ mohutnost ¢ redlného kontinua je nekonetné& vétsi neZ mohutnost neko-
ne¢né posloupnosti, ktera je N,.

21.1. Cantoriv rdj. Cantoriv skvély vysledek byl pravé jednou z aplikaci jeho dalekosahlé
obecné teorie nekoneénych mnoZin, ktera je Cisté deduktivni a ktera osvobodila rozbor
realného kontinua od v$eho nizoru a ode vs§i mystiky. Jako daldi pouZiti své obecné
teorie ukazal Cantor také, %e ¢ = n™° pro kazdé celé n > 1 a také, e ¢ = ¢* pro kazdé
pfirozené n: mezi prostory viech dimenzi existuje vzdjemné jednozna&ny vztah.

Je si tfeba uvédomit, Ze Cantorovy myslenky a metody nebyly zpo&atku uznavany.
KRONECKER byl tak zaujaty vi¢i Cantorovym metoddm, Ze jim odmital publikaci,
a i Cantor sam byl k nim nedivéfivy*).

21.2. Richardiiv paradox. Cantorova teorie skute¢né vedla k fadé paradoxti a hlubokych
otazek. UvaZme napf. problém definovani vsech realnych &isel. Mame-li néjakou koned-
nou abecedu, obsahujici pismena, ¢islice, interpunk&ni znaménka a mezery, je moZné
sefadit do nekone¢né posloupnosti vSechny moZné slovni definice: pouze koneéné mno-
ho jich ma délku n. Naopak, jak jiz bylo poznamenano, Cantor ukézal, Ze je nemoZné
uspofadat mnoZinu R redlnych &isel do posloupnosti. Z toho plyne, Ze jen nepatrnd dst
redinych Cisel je definovatelnd slovy: v jazyce, kterym piSeme na psacim stroji, nelze defi-
novat libovolné redlné Cislo (bod kontinua). Tento nepfijemny fakt se nazyva Richarduv
paradox.**) '

Logikové vénovali mnoho usili, aby popsali (spofetnou) mnoZinu W < R vSech
realnych Cisel, které lze (rekurzivné) definovat pomoci kone¢nych tvrzeni. Ponévadz
existuje bijekce b, b : R — 2P z mnoZiny realnych &isel do podmnoZin S = P mnoZiny
P viech ptirozenych &isel, existuje odpovidajici mnoZina b(W) definovatelnych mnoZin
pfirozenych &isel. TimtéZ zptisobem 1ze vydélit ,,definovatelné* podmnoZiny kazdé spo-
&etné mnoziny (napf. Z nebo Q). Dokonce Ize definovat podobn& mnoZinu viech defino-
vatelnych funkci f: U.— ¥V ze spofetné mnoZiny do jiné spo¢etné mnoZiny, nebof existuje
bijekce g : R — PP,

Turingovu tezi (€asto nazyvanou Churchovou tezi)***) lze snadno vysvétlit na pozadi

*) H. MescHkowsK1, Ways of Thought of Great Mathematicians, Holden-Day, San Francisko,
1964, str. 92—93.

*#*) Richardiv paradox se oby&ejné popisuje jinak: Mé&me konenou abecedu popsanou v textu.
Viechny definice vlastnostf pfirozenych &isel srovnejme do posloupnosti: 4,, .... Ze né&jaké &slo n
m4 vlastnost oznafenou A4, zapiSme A,(n), v opatném pifpadé ~ A4,(n). VSimn&€me si vyrazu ~ A4,(n)
(ktery je zdpisem tvrzeni: &islo n nem4 vlastnost 4,). Existuje tedy r tak, Ze 4,(n). Pro viechna n tedy
A, plati, prav€ kdyZ plati ~ A4,. PoloZme n = r a dostdvame spor. '

V tomto popisu je spousta nepiesnosti, které se podafilo odstranit GODELOVI a pfetvofit tak R.
paradox v jeden z nejvyznamnéjich metamatematickych vysledka, v tzv. Gédelovu vétu o nedplnosti
jistych formalnich systémua (ukazujici existenci intuitivn€ pravdivych vét, které jsou v téchto systé-
mech nedokazatelné). Pozn. pf.

**#) Churchovou tez{ se nazyva toto (v podstaté) filozofické tvrzeni: T¥ida viech funkci, které lze
efektivné vyjadfit, splyva s tfidou viech obecné rekurzivnich funkci (a s tfidou viech funkci, které
lze vyjadfit pomoci Turingova stroje (Turingova teze)). Pozn. pf.
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predchozich definic. Rik4, Ze kaZdé definovatelné realné &islo Ize spocitat na Turingové
stroji a naopak. Definovatelnost a spoditatelnost jsou tedy ekvivalentni.

21.3. Hypotéza kontinua. Nakonec Cantor uvizl. A¢koliv si byl jist, Ze neni Zadné neko-
neéné kardinalni Cislo mezi X, a ¢ — tj. Ze ¢ je druhé nejmensi nekoneéné kardinalni
¢islo N; — nemohl to dokazat. Weierstrass a Hilbert, ackoliv byli hlubokymi a pfesnymi
analytiky, oba véfili, Ze tuto domnénku, tzv. hypotézu kontinua, dokizali.*)

Nedavno dokazal PAuL CoHEN ([15]) intuitivnimi metamatematickymi metodami, Ze
hypotéza kontinua nemiiZe byt soudobymi metodami formalni logiky ani dokazana, ani
popfena.

Jak se mohli Weierstrass a Hilbert tak hluboce mylit? Podobné jak mohl velky logik
FREGE pracovat po léta na zikladech logiky a nakonec se dovédét od RUSSELA, Ze jeho
metody obsahuji spor (viz [23], str. 127, kde je popsan Russeliv paradox)? Podle mého
minéni ukazuji prosté tyto pfiklady na to, jak je nebezpeéné spoléhat se pouze na Cistou
deduktivni logiku.

To vSe ovSem nezlehCuje vyznam usili o zpfesiiovani analyzy. Samoziejmé Ze kaZdy
ma logikou kontrolovat intuici; HADAMARD fika ([21], str. 102), Ze nazor a zdravy
rozum jsou klamné. Ja4 pouze zdlraziiuji nebezpeli zaloZit analyzu vplucné na logice.
V tomto duchu zdirraziioval WEYL ([23], str. 483), Ze ,,asi jen pro ubohou ¢ast klasické
analyzy mohou byt podany zcela formalni dikazy*. WHITEHEAD a Russel ([55], éast VI)
doznéavaji, Ze dokonce v jejich mistrovském dile ,,dtikazy pocate¢nich vét jsou podany
se viemi podrobnostmi, ale jak dilo pokrafuje, postupné se zhustuji“. A i tak jim
zabralo tfi tlusté svazky psané ve zhusténém symbolismu jen ke konstrukci R.

~ Tyto uvahy mé presvédéily, Ze formalni logika sama o sob€ je nevhodna pro analyzu —
a ackoliv n€které formalni strinky analyzy mohou byt pfevedeny na pocitac ([1], sv. 8,
str. 64—66) a ([17], str. 191 —206), jsou mnohé z jejich pojml pochopitelné jen nazorem.
Jak napsal von Neumann ([41], str. 27): ,,Analyza je technicky nejispé$néjsim a nejlépe
vypracovanym odvétvim matematiky. A tak je formalni logika svym postupem odfiznuta
od nejlépe pésténych ¢asti matematiky. '

Jako na dalsi nepfimé svédectvi ve prospéch svych nazord bych vas chtél upozornit
na existenci dvou neklasickych (kacifskych) soucasnych verzi analyzy, z nichZ kazda je
alespoii tak logicka a v sob& bezespornd jako analyza Riemannova, Weierstrassova
a Poincaréova. Je to konstruktivni analyza a nestandardni analyza. Prvni prameni
z logického intuicionismu L. E. J. BROUWERA (chrabrého doptirce Hilbertova formalis-
mu); je silné omezujici a pfimo puritinska v tom, co nedovoluje. Druha je vytvofena
v genialni tradici Leibnizové a Cantorové a velmi liberalni, co se ty¢e vnitiné bezespor-
nych modelt skuteCnosti. S hrubym nésilim na Weierstrassové puritanstvi mluvi svo-
bodné o nekone¢né malych a nekonecné velkych bez jakychkoliv ¢ a §.

Abyste vidéli, jak se miZe analyza rozpadnout, kdyZ je vedena pouze deduktivni
logikou, doporucuji vam dvé p€kna klasicka dila popisujici obé tyto verze.**)

*) Viz [23], str. 367 a také K. GODEL, Amer. Mat. Monthly, 54 (1947), str. 515—524.

**) E. BisHoP, Constructive Analysis, John Wiley, New York, 1967; A. ROBINSON, Nonstandard

Analysis, North-Holland, 1966. Robinson ve své pfedchozi knize o nestandardni algebfe se stavi za
,,tak liberdlni a nespoutané hledisko, jak jen mozno*‘.
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22. Aplikovans matematika. Alkoliv toho potitate dosud mnoho neudglaly ani pro
uméleckou tvorbu ani pro &stou matematiku, jsou jiz pfes desetileti nepostradatelné
pro aplikovanou matematiku. Je to pravdépodobné tim, Ze kritéria pro optimizaci
primyslové vyroby jsou objektivni: obydejn& jde o to, jak dosdhnout nejvétsiho vynosu
s nejmensimi naklady! To udglalo z po&itati (obratn€ programovanych numerickymi
analytiky) nepostradatelny néstroj pro optimalni navrhy jadernych reaktoril, odbytu
nafty a vysilani druZic na ob&Znou drihu.

To mé& nepfekvapuje. Co m& viak piekvapuje, je stanovisko n€kterych v€dch zabyva-
jicich se potitadi, ktefi tento tisp&ch sniZuji pod vlivem zjednodusujicich pfedstav o lid-
ském mozku. Tito &sti ,,v&dci‘“ jsou podobni &stym matematikiim, ktefi ackoliv jsou
sami jen aplikovanymi logiky, neustéle sniZuji vyznam aplikované matematiky a nejradéji
by ji odsoudili k z4dniku. Osobné povaZuji za vétsi vyzvu na poli kybernetiky zlepSeni
lidskych Zivotnich podminek neZ pokusy o napodobeni lidského mozku. Jakkoliv jsou
takové pokusy uchvacujici ze stanoviska &isté psychologického, jsou z realistického
stanoviska zatim bezvyznamné.

Lidsky mozek, jak jsem se vas snaZil pfesvéd¢it, je mnohem vice neZ pouhy logicky
stroj. Ve smyslu von Neumannova pozorovani, Ze ,,matematické myslenky prameni
v empirii*, bych chtél upozornit, Ze matematika poprvé nabrala hloubku, kdyZz se lidé
pokouseli pouZit diskrétni pocetni techniky a logiky na geometrii. To vedlo PYTHAGORA
k objevu existence iracionalnich &isel a pozdé&ji k zdkladnimu pojmu Dedekindovych
fezli. Také teorie &isel se obohatila hlubsim obsahem, ktery byl din pojmu ,,diofantské
rovnice*‘. Teorii ¢isel nakonec zrevolucionovalo, kdyZ GAuss a jeho souasnici znazor-
nili algebraicka C¢isla v komplexni roviné.

Riemannova teorie funkci také vdééi za svilj pivod geometrické a dokonce fyzikalni
intuici.*) Tento pfiklad ukazuje zavislost analyzy nejen na nazoru, ale také na nasi
fyzikalni intuici pro tepelné a svételné jevy, pro elektfinu a magnetismus. Ocitujme
Fouriera: ,,Hluboké studium pfirody je nejvétSim pramenem matematickych objevi.*
V minulosti se ukazala fyzikalni intuice mnohem spolehlivjsi neZ formalni matematika
pii uvahach, které problémy z parcidlnich diferencialnich rovnic jsou dobfe poloZeny.**)
Navic byla fyzikalni intuice pramenem takovych zakladnich matematickych pojmu,
jako je stabilita, vektorové pole, Greenova funkce, ortogonélni rozvoj, vlastni funkce,
charakteristiky, obory zavislosti.

Koneéné jestlize byla fyzikalni intuice pramenem tolika nejhlubSich myslenek &isté
matematickych, jak mnohem vyznamnéjsi je pro aplikovanou matematiku, neustale vy-
zyvanou novymi problémy redlného Zivota nezbadatelné hloubky a sloZitosti. A zkusme
ovladnout tyto problémy logikou, vZdy nam néco unikne. V mechanice kapalin je napf.
znamo, Ze presvédCivé matematické diivody vedly Casto na scestf a k paradoxim¥***),

jejichZ feSeni zaméstnalo dovednost mnoha sofistii!

*) SOMMERFELD ve své Electricity poznamenava, 7e Weierstrass povazoval Riemannovy myslenky
za tézko pochopitelné, zatimco vice intuitivni Helmholtz se jich okamzité chopil.

**) Viz HADAMARD, Lectures on Cauchys Problem, Yale University Press, New Haven, 1922,

***) Viz G. BIRKHOFF, Hydrodynamics: A study in Logic, Fact and Similitude, 2nd ed., Princeton
University Press, Princeton, 1960.
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MiiZe byt, Ze v budoucnosti bude hrat fyzikalni intuice stile mensi roli v &isté i v apli-
kované matematice. Zijeme totiz ve véku, kdy aplikace matematiky sahaji daleko za
fyziku a inZenyrské obory, zaéinaji pronikat chemii, biologii, ekonomii a védami o fizeni.
Piedpovidam, Ze vznikne mnoho novych, vyznamnych pojmii v matematice, podniceno
svédectvim vsech naSich smysli a citd, a nejen smyslem pro logiku.

22.1. Symbioza ¢lovék-poditaé. S myslenkou ,,mysliciho stroje** na zpiisob robota, ktery
by nahradil lidskou bytost zvla§té v Cisté matematice, se asi musime rozloucit. Misto
toho se radgji podivejme na stile se rozvijejici symbiézu ¢loveék-poditac, v niz kazdy
partner déla, co nejlépe umi, Urdit, kterad je to Cinnost, nebude lehké. Bude uZiteCné
sledovat Polyiv navrh ([42]), Ze ,,matematickd vynalézavost a vyuCovani matematice
by mélo byt vySetfovano ... metodami experimentélni psychologie‘. Jen kdyZz bude
vedena porozuménim jednak pro psychologii lidského partnera, jednak pro zvlastnosti
&islicovych poditadi, bude symbidza €lovék-pocitac uspéSna v zittejsi Cisté a aplikované
matematice. .

VE&fim, Ze poditale se stanou cennym nastrojem vyzkumu psychologickych postupt
lidského uéeni, dokazovani vét, hrani her a jazykovych pfekladl. Ale zaroveri si myslim,
Ze pokusy nahradit lidské mysleni staticky nebo dynamicky programovanymi vypodty,
by mély byt omezeny na oblasti se zfejmym ekonomickym a spoleCenskym vyznamem.

To muze zazit ulohu Cistych védcii zabyvajicich se pocitaéi na tlohu technikl, ktefi
optimizuji pfispévek stroje k symbidze ClovE€k-polita. Aby se stala tato symbidza
opravdu ucinnou, bude naSe spolednost potfebovat jak aplikované matematiky, tak
numerické analytiky, aby fidili aproximace, které byly vytvofeny k modelovani kon-
tinui, a pfedevsim pfevadéli vysledky na védecké a inZenyrské problémy, jejichZ feseni
" méli najit.

Myslim si, Ze tyto potfeby davaji SIAMu jednu z nejvétSich pfileZitosti a sou¢asné
vyzvu: dodavat odvahu a povzbuzovat odborny vyvoj takovych aplikovanych matema-
tikd, ktefi jsou schopni s porozuménim rozmlouvat s ostatnimi védci a inZenyry a ktefi
znaji moZnosti a omezeni &islicovych poéitadt. MuZt s témito schopnostmi bude zapo-
tfebi v matematickém sv&té zitika, ale bude obtizné je nalézt a vychovat.
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