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vyucovani

MEZINARODNI MATEMATICKA
SOUTEZ ISTAM 83

Ivan Netuka, Jifi Vesely, Praha

S dvouletym odstupem se opét vracime
k 1ucasti studentli matematicko-fyzikalni
fakulty Univerzity Karlovy na bélehrad-
ském ISTAMU, tradi¢né porddaném sva-
zaky bélehradské matematicko-pfirodovéd-
né fakulty pfi pfileZitosti Dne studentstva
(4.4.). Na bedrech pedagogii této fakulty
leZi jen odpovédnost za vybér tloh; ve
spolupraci s vedoucimi druZstev zajiStuji
téZ opravu feSeni a jejich hodnoceni.
Stejné jako v minulych letech mohl kazdy
Ulastnik ziskat za Wsp&né feSeni Ctyf
zadanych uloh celkem 100 bodu, takZe
maximalni bodovy zisk druZstva je 300
bodi bez ohledu na to, v jaké kategorii
jeho clenové soutéZi. V prvni kategorii
urlené pro studenty prvnich dvou ro¢nikid
neni moZnost vybéru, kaZdy FfeSi &tyfi
zadané ulohy. Ve druhé kategorii si i¢ast-
nici pfedem voli dvojici pfedméti, ze kte-
rych fesi po dvou tlohach.

K vyctu tradic lze pfipojitifakt, Ze obdo-
bné jako vroce 1982 uniklo vitézstvi nase-
mu druZstvu o jediny bod. Na ISTAMU 82
skoncili na$i studenti se 159 body druzi
za druZstvem z Bélehradu, zatimco pfi
ISTAMU 83 stacilo druZstvu z Budapesti
na prvni misto 151 bodu. Zisk druhého
a Ctvrtého mista pfi GCasti 14 druZstev
znamend mirné zlepSeni proti pfedeslému
ro¢niku (druhé a sedmé misto).

V soutéZi jednotliveti ziskali v roce
1982 J. Tkadlec, P. Pyrih a P. Savicky ve
druhé kategorii 4., 6. a 8. misto a J. Ne-
kovar se v prvni kategorii délil o 4. misto.
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Vynahradil si to plng v tomto roéniku,
kdy s velkou pfevahou zvitézil ve druhé
kategorii. Také 3. misto O. Virdzka v prvni
kategorii je hezkym tisp&chem.

Vétsiné soutéZicich v prvni kategorii
se nepodafilo zvladnout tuto ulohu:

Oznaéme D mnoZinu vSech funkci f
z C*({0, n)), které nejsou identicky rovny
nule a pro né& plati f(0) = f(z) = 0. Pro
f € D definujeme L(f) =

= inf {f"(x)/f(x); x € (0, n), f(x) # O} .

Najdéte maximum funkcionalu L na D
a viechny funkce, pro néZ se tohoto maxi-
ma nabyva.

S feSenim si velmi vtipn€ poradil A. Sze-
nes z Budapesti (obsadil se ziskem 53 bodd
1. misto v této kategorii). UvaZoval takto:
Necht feD a f(x) =0 pro n&aké ae
€ (0, n). UkaZeme, Ze pak lze najit funkci
fieD, f; <0 na (0,n) tak, Ze L(f,) >
> L(f). ProtoZe L(f) = L(—f), lze pfed-
pokladat existenci &isla € (0, n) takové-
ho, Ze f(B) > 0. Zfejmé existuji body
Vi,y2 tak, Ze 0=Zy, <B<y,=m,
f)=f(r2) =0 a f>0 na (y,,y,)
ProtoZe f(«) =0, neni zdroveir y; =0
a y,=m Jeli tedy A= (y, — y,)[m, je
A < 1. Kdyby f” = 0 na (y4, y,), byla by
funkce f na intervalu (y;, y,) konvexni,
a tedy nekladna, coZ neni moZzné. Proto
plati L(f) < 0. Polozme ¢(x) = y, + Ax,
x € €0, ). Pak ¢(0, n)) = <{yy, y,) apro
funkci f; = f.o zfejmé& plati f, € D. Dale
je f1>0 na (0,n) a fi = A*(f"-9).
Odtud plyne, Ze L(f;) = A* L(f)> L(f).

Pfredpokladejme nyni, Ze fe D a L(f) >
> —1. Pak existuje f; € D tak, Ze f; > 0
na (0, n) a L(f,) > —1. Tedy f; + f; > O
na (0, ), takZe [o(ff + f,)sin > 0. Inte-
graci per-partes vSak dostavame, Ze inte-
grél je roven nule. Proto L(f) £ —1 pro
viechna f e D.



Jeli k#0, f=k
aLl(f)= -1

Necht fe D a L(f) = —1. Podle prvni
gasti dikazu je budto f > 0 na (0, =),
nebo f <0 na (0,7), a tedy /" + =10
na (0, 7). Dokoneme diikaz bez odkazii
na poznatky o feSeni diferencidlnich rov-
nic. Definujme dale ¢(x) = f(x) sin x
— f(x) cos x, x € €0, n). Pak ¢(0) = ¢(n)
a ¢'(x)=(f"(x) + f(x)).sinx = 0 pro
kaZdé x € (0, n). Odtud vSak snadno ply-
ne, Ze ¢(x) =0, kdykoli xe<0,n).
Plati (f[sin)’ = ¢[sin> na (0,7), takZe
f = k sin a ziejmé k # 0.

Tedy funkcionil L nabyva na D maxi-
malni hodnoty —1, a to pravé pro funkce,
které jsou nenulovym nasobkem funkce
sinus.

sin, pak feD

Jednu z uloh linearni algebry feSenych
ucastniky prvni kategorie lze téZ feSit
metodami analyzy probiranymi v prvnim
dvouleti — v diskusi pfi opravovani jsme
se dozvédéli tento pekny obrat, ktery se
mezi feSenimi Gcastnikd neobjevil:

Nechf 4 je matice typu (m, n) s redlnymi
prvky a b je realny vektor typu (m, 1).
Potom existuje FeSeni soustavy A7Ax =
= ATb, kde AT je transponovana matice
k matici 4. (V sout&Zi bylo jest& tieba
rozhodnout o platnosti tohoto tvrzeni
v pfipad€, Ze prvky matice A a sloZky
vektoru b jsou ¢isla komplexni.)

V podprostoru A(R") = R™ existuje
nejbliz§i bod k bodu b. Odtud plyne exi-
stence bodu x, € R", ve kterém funkce
¢(x) = |Ax — b||*, x € R", nabyva svého
minima; v tomto bod€ se anuluji v§echny
derivace d¢[0x,, k = 1, ..., n. Jednoduchy
vypocCet ukazuje, Ze tato podminka je
ekvivalentni rovnosti ATAx, = ATb.

Abychom ¢&tenéfi piibliZili alesponi ¢a-
ste¢né obtiZznost tloh ve druhé kategorii,
vybirame po jedné tloze z kazdého pied-

métu (jde vesmés o ulohy z letosniho roc-
niku).
Realna analyza:

Necht f:R" - R je diferencovatelna
zdola omezend funkce. DokaZte, Ze pro
kazdé ¢ > O existuje bod x e R" tak, Ze
[FC < e
Komplexni analyza:

Necht f(z) = Y a,z", a, 2 0 a necht
polomé&r konvergence této rady je roven 1.
DokaZte, Ze funkce f ma singularitu v bodé
z = 1.

Algebra:

Abelova grupa (4, +) se nazyva déli-
telnd, ma-li rovnice nx = a feSeni v 4
pro vsechna a € A a vSechna kladna cela
Cisla n. Je-li S systém rovnic nad délitel-
nou Abelovou grupou A, pak S ma feSeni,
pravé kdyZ ma feSeni v A kaZzdy kone&ny
podsystém systému S. DokaZte.
Funkciondlni analyza:

Nechf X je uplné regularni Hausdorf-
fiv prostor a necht C(X) je prostor viech
spojitych realnych funkci na X s topologii
stejnom&rné konvergence na kompaktnich
podmnoZinach X. DokaZte, Ze je-li F
nenulovy spojity linearni funkcional na
C(X), pak existuje nejmensi kompaktni
mnoZina K < X tak, Ze F(f)=0 pro
kaZdou f e C(X), pro kterou f(K) = {0}.
Topologie:

Necht S je spirala {(cost; sin#; t71);
t > 0}. Rozhodnéte, zda lze v prostoru
R?® \ S kontrahovat do konstanty kruiz-
nici {(0,1 + cost,1 +sint); tel—mn,
ny}.

Programovani:

Napiste program pro hrani hry MAS-
TERMIND. UvaZujte oba pfipady: &lo-
vé&k versus poditac a pocita versus ¢lovék.
Utajené d&islo, které je tfeba v prib&hu
hry urdit, je zapsano pomoci étyf riiznych
cifer.
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