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Zpomalil se rozvoj matematiky?

2. tast*)
Paul Halmos, Santa Clara, USA

Exploze 1: Problém &tyf barev. Kazdy vi, co je to problém étyi barev, ale piesto
bych rad na zadatku polozil v souvislosti s timto problémem nékolik jednoduchych
otdzek, nékolik otazek, které jste se moZna neobtéZovali sami sobé dfive kldst. Vég
je v tom, Ze problém se tykd euklidovské roviny a topologie roviny umi pfipravit
neoéekdvané a vystiedni projevy. ‘

Vite napiiklad, Ze v roviné existuje 5 oblasti (,, Wadskd jezera“), které véechny maji
tutéz hranici? S &slem ,, dvé“ misto »Péti“ to zna kazdy: jenom si vzpomeiite na pravou
a levou polorovinu, tj. v kartézskych soufadnicich mnozinu bodi s kladnou z-ovou
soufadnici a mnozinu bodi se zdpornou z-ovou soufadnici. Potom je spoleé¢nou hranici
y-ova osa a neni na tom nic pfekvapivého. (Mimochodem, ,oblast“ zde ma vyznam
obvykly ze zakladni pfednasky z komplexni proménné: oteviend a souvisld mnozina.)
Co takhle ,tfi“ oblasti se spoleénou hranici — existuje jednoduchy piiklad takové
situace? Ne, neexistuje; kazdy, kdo umi sestrojit p¥iklad se tiemi, umi stejné tak
snadno sestrojit s péti nebo vlastné s kazdym jinym poétem.

Nevypada to jako negativni feseni problému étyt barev? Pét oblasti pfedstavuje pét
zemi rovinné mapy, a protoze se kaidé dvé stykaji (v jejich spole¢né hranici), jediny
zpusob, jak sprdvné mapu obarvit, je pouZit péti riznych barev.

Ano, je to negativni feseni problému 4 barev, ale jen kdyZ je problém nedbale for-
mulovany. KdyZz ma 5 oblasti spoleénou hranici, pak se tyto oblasti a jejich hranice
musi kroutit a proplétat mimoradné osklivym zpusobem. Klasicky problém &tyf barev
predpoklada (obvykle mltky), Ze zemé vyznatené na mapé vypadaji zdravé, nepato-
logicky. Jednoducha cesta k vyloudeni patologii je pozadovat, aby hranice zemé byly
lomené ¢ary (koneény pocet dseéek); plnd hloubka a obtiznost problému jsou zachovéany
dokonce v takto silné omezujicim pripadé. Pokud se to zda ptili§ tvrdé, je v pofddku
pFipustit jako hranice piijemné spojité kiivky. V kazdém piipadé vsak, jak ukazuje
ptiklad s péti oblastmi, uréitd geometrickd omezeni jsou nutna.

Rozdilny druh pouéného piikladu, na ktery se podivime, je mapa tvofend kruhem,
v néms7 je vyznaéen uréity pocet prameéri (nap¥iklad 3). Tyto priiméry rozd&luji kruh »
na Sest zemi, z nichi kazd4 tvarem pfipomind kousek dortu, a viech Sest zemi se
,styka“ ve stfedu kruhu. Neznamens to, ze k obarveni mapy je zapotiebi 6 barev?
Ne, neznamen3. Je to situace, kterou obvykle formulace problému ¢étyf barev predvida

*) 1. &ast &lanku byla otidténa v minulém &isle. Pozn. red.

P. R. HALMOS: Has Progress in Mathematics Slowed Down? The American Mathematical Monthly
97 (1990), No. 7, 561-588. Prelozili OLDRICH KOWALSKI a IVAN NETUKA.
© 1990 The Mathematical Association of America.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 36 (1991), &. 6 305



a vyluéuje: Fika se, Ze se dvé zemé ,stykaji“, pokud maji rozumné dlouhy kus spole¢né
hranice, a to vice neZ né&jaké izolované rohy.

Tak dobra: jaky je nejmensi poet barev postafujici na obarveni vSech slusnych
map? Mohl by byt ,,dvé“? Jedna z moznosti, jak na tuto otdzku odpovédét, je zeptat
se: 1ze navrhnout mapu se tfemi zemémi, z nichZ kazda se styka s obéma ostatnimi?
Odpovéd je zde lehka: udélejte prosté takovou mapu a udélejte tii zemé, jako byste
rozkrojili dort na t¥i stejné kousky, takie kazdy ma ve stiedu 120°. V takovém p¥ipadé
je kazda ze zemi ,,mezi“ ostatnimi dvéma. Zavér: Dvé barvy nestaéi na obarveni viech
map.

V pofadku: existuje mapa se ¢tyfmi zemémi takova, aby se kazdd zemé dotykala
vSech tii ostatnich? Ano — vezméte praveé sestrojenou dortovou mapu a vykrojte v ni
" otvor — nahradte stied dosti velkou kruhovou zemi, feknéme s poloviénim polomérem,
neZ ma celd mapa. Vnéjsi zemé stale maji vlastnost, Ze kazda z nich je mezi ostatnimi
dvéma a zaroveri se kazda z nich stykd se zemi ve stfedu kruhu. Zavér: tfi barvy na
obarveni vech map nestaéi.

Bude postup, ktery jsme zatim uzili dvakrat, Gé¢inny v dal$im kroku: existuje mapa
s péti zemémi, z nichZ kazd4a se styka se vSemi ostatnimi? Ve snaze nalézt odpovéd
zamélime pravé zkoumanou mapu se ¢tyfmi zemémi ve dvou smérech: vloZme kruh
(fikejme mu C), ktery mapu predstavuje, do vétsiho kruhu (nazvéme ho D) a roz-
Fiznéme maly kruh ve stfedu puvodni mapy (fikejme mu B) na dvé &ésti. Vysledna
mapa m3 Sest oblasti: jedna je tvaru mezikruzi mezi D a C, dvé dalsi jsou poloviny B
a dalsi t¥i tam byly pred provedenymi zménami. Pét oblasti uvniti C' nazvéme zemémi.
Zbéiny pohled na obrazek ukazuje, Ze tfi z nich se stykaji s ostatnimi ¢tyfmi, ale dvé
z nich tuto vlastnost nemaji. P¥idejme vné&jsi oblast tvaru mezikruzi (jako kolonii?)
k té poloviné B, ktera se nestyka s kazdou z onéch &étyf zemi — a hle! — vysledkem je
mapa s péti zemémi, z nichz kazda se dotyka vSech ostatnich ¢tyf. Spravné obarveni
této mapy potiebuje pét barev — &tyfi nestali! Neni tézké tento postup zobecnit: pro
kaZzdé pfirozené n existuje mapa s n zemémi, z nichi kazd4 se styka se vSemi n — 1
ostatnimi. )

Je néco v nepoiadku? Mozna namitka je, 7e (v pfipadé n = 5) jedna z péti zemi
na obrazku se skldda ze dvou kusi — tato zemé neni souvisla. Je to Spatné? Stava se
to v realném svété? Jisté ano; napf. stit Michigan se sklada ze dvou éasti. Znamena
to, Ze &tyfi barvy nestadi k obarveni vsech map? Ano, znamena, pokud mapy mohou
obsahovat nesouvislé zemé&. Zde opét obvykla formulace problému étyf barev tuto
piekazku predvida a vyluduje ji: problém se tyka pouze souvislych zemi.

KdyZ nas piiklad s péti barvami neni pfijatelny, co by ¢lovék mél udélat pro dikaz,
Ze &tyti barvy nestaéi k obarveni viech map? Zfejma moznost naznatena predchazejici
diskusi je pokusit se znovu navrhnout mapu s péti zemémi, tentokrat vsak souvislymi,
aby se kaZd4 z nich stykala se étyFmi ostatnimi. Augustus de Morgan s uzitim vtipnych
topologickych tivah dokazal v r. 1852, Ze Zzadna takovd mapa neexistuje (za topologické
by jeho tvahy byly oznaceny alesponi ve dvacatém stoleti) — ale to mu neumoziiovalo
pristoupit k zavéru, ze dokazal problém &tyF barev. Mozna, 7e tu bylo uréité pokuseni
k takovému zavéru pfistoupit, ale tento zavér by nebyl spravny.
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Véc je v tomto: Fici, Ze n barev nestaéi k obarveni uréité mapy, to viibec neni totéz
Jjako Fici, Ze mapa obsahuje diléi mapu s n + 1 zemémi, v nichZ kazda se stykda s n
ostatnimi. Abychom se o tom pfesvéd¢ili, dokonce pro pfipad n = 3 uz prozkoumany,
uvazujme kruhovou mapu s péti zemémi ve tvaru kouski dortu (kazdy ma ve stiedu
kruhu 1hel 72°). Tuto mapu lze obarvit tfemi barvami: prosté postupujeme ABCAB
kolem kruhu. Nyni ve stfedu kruhu vyfizneme otvor, tj. stfed nahradime dosti velkou
kruhovou zemi. Vysledkem je mapa, v niZ 74dna diléi mapa tvofend étyFmi zemémi
nema vlastnost, Ze kazda z nich se styka se vSemi tfemi ostatnimi — pfesto vsak celou
mapu nelze obarvit pouze tfemi barvami. Tato tivaha opét prokazuje, Ze tii barvy
vidy nestali, ale nyni dikaz neuzivd ¢tyf vzdjemné se stykajicich zemi. To znamend:
hodné stykajicich se zemi vyvoldvad potiebu hodné barev, ale ne obracené — hodné
barev muze byt zapotiebi z delikdtnéjsich kombinatorickych diivodi, coZ je jeden ze
zdroju obtiZnosti problému &tyf barev. _

V r.1976 Apel a Haken pfedlozili dukaz problému étyf barev. Jejich hlavni ispéch
spotival v redukci problému na kone¢nou ilohu: ukazali, #e jakmile je odpovéd zndma
pro koneény seznam presné uréenych map (ve skuteénosti velmi rozsahly seznam),
je uz znadma pro viechny mapy. Zminéna redukce je prvni krok jejich dikazu, druhy
krok je pocitani. Provedeni redukce je standardni matematicka ivaha — v zasadé
(i kdy% urtité ne v podrobnostech) byla ddvno zndma. Tedy: bylo znadmo, jaky druh
redukce je potieba a mnoho jejich kroku u# bylo udélano. Potitani pak bylo provedeno
elektronicky, a kdy# systematickd vy&erpavajici procedura (ktera spotiebovala pies
1000 hodin strojového ¢asu p¥i prvnim spusténi), neohldsila z24dné piekazky, potitaé
vztydil prapor a zatroubil fanfaru. Vitézstvi: odpovéd je ano, &étyfi barvy staéi.

Po ochladnuti nadseni se zalaly ozyvat reptajici hlasy i vaZnéjsi stiznosti: program
nikdy nebyl zkontrolovan, néktefi fikali, Ze se ani zkontrolovat nedd, dokonce se §ifi-
ly éerné zvésti o obyéejnych tradiénich matematickych chybdch, mezerdch v dikazu .
redukce. Reptdni a famy snad jako takové mohou byt zajimavé, ale o né pravé ted
nejde. Za predpokladu, #e redukce je spravna, za piedpokladu, #e program je spravny,
a za pfedpokladu, Ze elektronické sou¢astky fungovaly zcela spravné (ty tak funguji
vidycky, neni-liz pravda?), chci se zeptat: co jsme se z dikazu dozvédéli? Co nyni
vime, aniZ bychom to védéli dkive?

Nepovazuji to za lehkou otazku k zodpovédéni. Abychom si rozuméli: nechystam se
stravit svij ¢as hledanim protipfikladu k tvrzeni o &tyfech barvich. Sjetina z poéita-
¢e méla alesponi jeden prakticky vyznam: odradila od pokusu dokazovat nespravnost
tvrzeni. S touto vyjimkou vSak mam pocit, Ze my, lidstvo, jsme se z dikazu dozvédé-
li hrozné malo. Jsem takika v pokuseni Fici, Ze jako matematici jsme se nedozvédéli
viibec nic. Nejasna zjeveni — to nejsou uZite¢né matematické nastroje.

Nejproslulejsi a nejtéZsi otevieny matematicky problém je Riemannova hypotéza.
Existuje mnoho dulezitych vét se sepsanymi spravnymi dukazy, které maji tvar: ,,jestli-
ze plati Riemannova hypotéza, potom ...“. Bylo by dobfe znat dukaz (nebo vyvraceni)
Riemannovy hypotézy, ale pokud nic takového neni objeveno, mohou véty, v nichz se
objevuje jako pfedpoklad, byt pouéné a uziteéné. Takové hodnoceni véak neméni muj
nazor na zjeveni. Kdyby mi zjeveni zvéstovalo, Ze Riemannova hypotéza je pravdiva,
nemyslim, Ze by se tim sluvkem moje duse jakkoli obohatila.
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Rozvoj matematiky zkracuje dukazy, pfinasi pochopeni a prohlubuje porozuméni
objevovanim stile novych pojmi a néaslednym vélefiovanim a zafazovdnim starych
pojmi do vhodné obecné teorie, jejiz vystavba znamena léta, desetileti a nékdy staleti
prace. Technické terminy (Banachiv prostor, Artinovsky okruh, fibrovany prostor)
mohou désit a odrazovat Elov&ka, ktery v oboru nepracuje, ale jsou to jen kratké
slovni obraty, které jsou zkratkou a zprihledné&nim usili, prace a mysleni nasich velkych
ptedchideci. ' :

Stale mizZeme byt daleko od nalezeni ,dobrého“ diikazu véty o Etyfech barvach.
Potfebujeme jednoduché porozuméni novych slozitych typu geometrie nebo spletité
algebry a vzdalenost odtud k &isté pojmovému, existenénimu dikazu véty o &étyfech
barvach je pravdépodobné stejné velkd. Pfedkladam vsak jako ¢lanek viry, Ze jsme
" uZ vidéli a prosli vétsi vzdalenosti. Vzdalenost od Peanovych axiémua k Atiyahové-
Singerové vété o indexu by mohla byt napfiklad jedna z nich. Vé&fim, Ze poéitaé
(a v jiném ptikladu, 10000 stranek publikovaného dilkazu feseni problému jednodu-
chych grup) se netrefily do spravného pojmu a spravného piistupu. Jejich doba pfijde.
Za sto let ode dneska budou obé véty (pro mapy a grupy) pouhd cviéeni pro tieti
ro¢nik univerzity, s dikazy na nékolika strankiach pomoci vhodnych pojmi, které v té
dobé budou zcela bézné. Pry¢ se zjevenimi, pravim, v matematice k ni¢emu nejsou.

Timto autoritativnim prohlasenim v8ak nemohu skonéit. Poctivé bych mél oznamit,
7e Apel a Haken moje nabozenstvi uplné nesdileji. Kdyz mluvi o své praci, fikaji: , Nyni
vime, Ze se dikaz di nalézt. Nevime zatim (a moznad nikdy nebudeme védét), zda
existuje dikaz, ktery je elegantni, struény a zcela ovéfitelny (lidskym) matematickym
myslenim.“

Posledni slovo. Explozi minim hlasity ramus, neoéekavanou a vzrusujici zvést, ne
v8ak nutné dobrou véc. Nékteré exploze odkryvaji nova teritoria a jsou ptislibem
budouciho rozmachu, jiné celou véc uzaviraji a zda se, ze nevedou nikam. Mordellova
domnénka, dile nasledujici exploze, je prvniho typu; véta o étyfech barvach druhého.

‘Literatura: EDM 165.

Exploze 2: Mordellova hypotéza. Kazdé dité ze zakladni skoly vi, ze 9+16 = 25,
nebo jinymi slovy 32 + 42 = 52, Okam#ité vidime, Ze tato rovnice zlistane v platnosti,
JjestliZe &isla 3, 4 a 5 jsou nahrazena &isly 3k, 4k a bk, kde k je jakékoli éislo. Jestlize
se zajimame o celo¢iselnd feseni rovnice z2 + y?> = 22, pak skute¢né neni diivodu
rozlisovat mezi &isly 3, 4, 5 a &isly 6, 8, 10. Uéinny zpusob, jak fici totéz, je vydélit
rovnici ¢lenem 22, &mi se obdr#i (z/2)2+(y/z)? = 1, a pak nahradit zlomky z/z, y/z
proménnymi z, y. Rovnice se tak upravi na tvar 2 + y?> = 1 s tim, Ze hledana feseni
Jjsou racionalni ¢isla, ne nutné &isla celd. Z tohoto hlediska vsechny kladné nasobky
Ciselné trojice 3, 4, 5 vedou k pravé jednomu feSeni v racionalnich &islech..

Rovnice z2 + y?> = 1 ma mnoho racionalnich feseni, dokonce nekoneé¢né mnoho —
v geometrické feti to znamena, Ze kfivka definovani touto rovnici obsahuje nekoneéné
mnoho racionalnich bodu. Tyto body se nazyvaji pythagorejské trojice a je snadné je
vSechny najit. Situace je zcela jind pro Fermatovy rovnice vyssiho stupné; slavny a zlo-
povéstny Fermatuv problém pozaduje ukazat, Ze jestlize n > 2, pak kfivka definovana
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rovnici " + y* = 1 nem4 #4adné racionalni body (s vyjimkou trividlnich ptipadi, kdy
z = 0 nebo y = 0).

Fermatav problém se da zaglenit do Sirsiho kontextu, ktery navrhl Louis Mordell
v roce 1922. Mordellova genialita se ve formulaci nové hypotézy projevila tak, Ze
Fermatav problém byl uéinén souéasné obtiZné&jsim i snadnéj§im. ObtiZné&jsim proto, ze
mnozina uvazovanych kfivek byla rozsifena (tak, aby obsahovala vsechny algebraické
kiivky rodu vyss$iho nez 1 nad raciondlnimi &isly — tato charakteristika zahrnuje
Fermatovy kiivky stupné vyssiho nez 3). Snadné&jsim proto, Ze zeslabime zavér, ke
- kterému mame dojit (a to tak, %e pfipustime existenci raciondlnich bodu, ale nanejvys
kone&ného poétu takovych bodi). Mordellova hypotéza jiz neni pouhou hypotézou —
byla dokazana v roce 1983 Gerdem Faltingsem. Dusledek: Fermatova hypotéza muze
byt stile jesté vyvracena nalezenim neéekanych feSeni, ale v kazdém p¥ipadé by poéet
takovych feSeni byl pro kazdou hodnotu exponentu pouze koneény.

Literatura: MI 6/2/41.

Vyvojova etapa 1: Ergodicka teorie. Kdy# odehrajete kuleénikovou kouli kol-
mo ke strané kuleénikového stolu, odrazi se pfimo zpatky k protéjsi strané a pak se
bude odréazet tam a zpatky mezi témito stranami. Kdyz ji oviem odehrajete od stie-
du jedné strany pfimo do stiedu sousedni strany, koule se odrazi pod stejnym thlem
jako pii dopadu, narazi na stfed strany prot&jsi ke strané, kde jste zagali, odrazi se ve
stiedu étvrté strany a stile bude takto cyklicky tuto drahu probihat. Pravdépodob-
né si umite pfedstavit mnoho dalsich takovych obrazcu — peélivé zvolené poéateéni
namifeni vytvoii periodicky obrazec. Co se v8ak stane, kdyZ odehrajete kouli v dhlu,
ktery je ke stranam stolu v iraciondlnim vztahu, nebo, srozumitelnéji fe¢eno, kdyz
odehrajete kouli v dhlu, ktery zpisobi neperiodickou drahu? Boltzmann, jeden ze
zakladatelii ergodické teorie v minulém stoleti, o takovych vécech pfemyslel a mj. for-
muloval poznatek, kterému se zadalo fikat ergodickd hypotéza. Podle primitivni verze
této hypotézy probéhne draha (iracionalné namifené) kuleénikové koule v nékterém
¢ase kazdym bodem kule¢nikového stolu.

Malé zamysleni nad topologii rovinného obdélniku a na druhé strané nad topologii
kiivky v tomto obdélniku vis asi presvédéi o tom, Ze takova verze ergodické hypotézy
neni viibec pravdépodobna — rozumné zdkony mechaniky asi nevytvofi kfivky vypl-
fiyjici rovinu. Objevila se modifikovana verze ergodické hypotézy: byla to domnénka,
e se draha kule¢nikové koule, i kdyz snad nebude prochazet kazdym bodem, dostane
v kazdém ptipadé libovolné blizko ke kazdému bodu, tj. bude, jinak fe¢eno, v kule¢-
nikovém stolu hust4. :

Statistickd mechanika se takovymi divahami zabyvala do doby, kdy G. D. Birkhoff
pfisel v r.1931 se svou zasadni praci. Birkhoff dokazal, Ze kdyZ si vezmete jakoukoli
rozumnou podmnoZinu stolu, napf. pravou polovinu nebo vnitfek kruhu se stiedem
ve stfedu stolu, prosté cokoli, je prumérny éas, ktery kuleénikovd koule v této pod-
mnoziné pobude, imérny obsahu podmnoziny, a to nezavisle na vychozi poloze koule.
Technicky obtizind &ast Birkhoffova vysledku spoéiva v tom, ze ma viibec smysl o pri-
mérném &ase mluvit, jinak Feceno, Ze limita schovana ve formulaci tvrzeni skuteéné
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existuje. Pfekvapiva ¢ast Birkhoffova zavéru tkvi v tom, Ze primérny &as je konstant-
ni, nezavisly na vychozi poloze koule. Z tohoto zavéru mj. vyplyva, ze podivite-li se na
vnitfek libovolného kruhu vyznaéeného na stole, neni dilezité, kde je vyznaéen a neni
dilezité, jak je velky ¢ maly, kuleénikova koule s jistotou bude vstupovat do tohoto
kruhu znovu a znovu, takZe zejména draha koule je skute¢né husta.

Birkhoffova prace byla publikovina pfed vice nez padesiti lety a od té doby se
ergodicka teorie stala dilezitou matematickou disciplinou s bohatymi vazbami na kla-
sickou i moderni analyzu. Za poslednich 75 let predstavuje tato disciplina rozhodné
jeden z velkych kroku vpied. (sznémka. k rodiné: Garrett Birkhoff je syn G. D. Birk-
hoffa. Svého asu oba piisobili na Harvardu.)

Literatura: EDM 146/B.

'Vyvojova etapa 2: Transcendentni &isla. Je &islo 2V? racionalni? Pokud ne, je
alespoii algebraické (tj. kofenem polynomu s celoéiselnymi koeficienty)? Slavny sedmy
Hilbertv problém se tykal této otazky a jejiho obecného zazemi. Dobry zpusob jak
formulovat obecnou otazku, je zeptat se, kdy jsou éisla tvaru of transcendentni. Pro
a = 0 je otazka nezajimava a totéz plati pro @ = 1; podobné by nikoho nezajimal
pfipad B = 0 nebo 3 = 1. Obecnéji, kdyz § je racionalni, pak se otazka redukuje na
snadné a vSeobecné znamé diléi otdzky tykajici se algebraickych éisel. Na druhé strané,
kdyz bud a, nebo 3 je transcendentni, hledana odpovéd se zda byt ptilis blizko zadani.
Se ztetelem na tyto poznamky ,spravné“ formulovana otazka je tato: jsou-li a a 3
algebraicka éisla, o riizné od 0 iod 1 a (3 iracionalni, je pak o transcendentni? Ukazuje
se, Ze odpovéd je kladna. Byla ziskdna, viceméné soucasné a nezavisle, A. O. Gelfondem
(rozlisujte od I. M. Gelfanda) a Theodorem Schneiderem v r.1934. Zahrnuje otdzku
o 2V2: ponévad 2 #0,2+#1, a2 je iracionalni, 2V? je transcendentni éislo.

Teorie se na tomto misté nezastavila. Zde je napf. n-nasobné zobecnéni, vzorek z fa-
dy hlubokych vysledku ziskanych Alanem Bakerem v sérii élanku z konce sedesatych
let (za né% dostal Fieldsovu medaili). Jestlize oy, . . ., ay, jsou algebraicka ¢isla razna jak
od 0, tak od 1 a 4, ..., B, jsou algebraicka ¢isla takova, ze 1, 8y, ..., Bn jsou linedrné
nezavisla nad télesem racionalnich éisel, potom a? ‘ag’ ...ab» je transcendentni.

Literatura: EDM 414/D.

Vyvojova etapa 3: Hypotéza kontinua. V roce 1900 se konal Mezinarodni kon-
gres matematika v Pafizi a tam pfedlozil Hilbert sviij seznam 23 problémi. Prvnim
z téchto problémi byla hypotéza kontinua, pivodné formulovana Cantorem. Nejjedno-
dussi verze Cantorovy hypotézy kontinua (existuji i jiné a obecnéjsi verze, vzbuzujici
velky zajem) Fika, ze kazda hespoéetné mnoZina redlnych ¢isel je ve vzajemné jedno-
znaéné korespondenci s mnozinou vsech redlnych ¢isel neboli (v Cantorové oznaceni),
e neexistuje kardinalni ¢islo, které by lezelo mezi Ry a 2¥o.

Je hypotéza kontinua pravdiva? Otazka byla ¢asto pfirovnavana k podobné otdzce
tykajici se Euklidova postulatu o rovnobézkach a odpovéd na ni pohorsila a rozmrzela
spoustu lidi, stejné jako Bolyaiovo a Lobaéevského feseni problému rovnobézek pohor-
gilo a rozmrzelo mnohé z nasich pradédecki. V obou pripadech existuje vice ¢i méné
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pfijemny systém axiému (v nasem pripadé je to Zermelova-Fraenkelova soustava axié-
Jestlize dodateény axiém je disledkem zdkladnich axiémi, je pravdivy a vse je v po-
tadku; jestlize jeho negace je disledkem zakladnich axiémd, je nepravdivy, a at uZ se
nam to libi nebo ne, otazka je definitivné zodpovédéna. Odpovéd, na kterou se &ekalo
dlouhou dobu, se ukazala byt delikitnim a hlubokym intelektualnim vykonem. Gédel
dokazal v roce 1940, Ze hypotéza kontinua neni nepravdiva — je sluéitelna s ostatnimi
axiémy teorie mnozin — a Paul Cohen dokazal v roce 1964, Ze neni ani pravdiva — je
_nezavisla na ostatnich axiémech; jinak feéeno, jeji negace je rovnéz sluéitelna s té€mito
axiomy.

Godel i Cohen argumentovali tak, Ze zkonstruovali vhodny model, ale pouzili velmi
rozdilné postupy. Godel uvazuje nékteré universum mnozin, které spliiuje Zermelovy-
-Fraenkelovy axi6émy a ukazuje existenci poduniversa, které je rovnés spliiuje a v némz
navic plati hypotéza kontinua. Cohenova argumentace je podobna, ale obtiZnéjsi. Po-
dob4 se konstrukci modelu Loba&evského roviny pochazejici od Felixe Kleina, pfi niz
se vezme otevieny euklidovsky kruh a opatfi se novou metrikou. Cohen, stejné jako
Godel, zaéind s uréitym modelem teorie mnozin a pak jej zvétsuje, ptiddva k nému,
nové objekty, a to tak, aby pfinutil (force) hypotézu kontinua k neplatnosti. (,Forcing“
se stal dileZitym technickym terminem v této problematice.)

V jakém stavu to zanechalo hypotézu kontinua? Mnozi lidé véFi, stejné jako Godel, ze
navzdory nezavislosti hypotézy kontinua je tato hypotéza v uréitém legitimnim smyslu
bud pravdiva, nebo nepravdivd — Ze lidstvo jesté nepfislo na ten pravy zpusob, jak
popsat plnou pravdu o teorii mnozin — a aZ vyjde plna pravda najevo, ai budou
nalezeny vhodné dodateéné axiémy a pfipojeny k tém souéasnym, pak se hypotéza
kontinua stane bud dokazatelnou, nebo vyvratitelnou. V.obou smérech existuji ideové
skoly a muzete se podle své chuti ptipojit k té, kterou pokladate za pritazlivéjsi.
Ovlivnilo by vase rozhodnuti, kdybyste védéli, co si piesné myslel Godel? Ten si myslel,
Ze by hypotéza mohla byt vyvréacena. , ‘

Literatura: EDM 35/D.

Vyvojoevd etapa 4: Lieovy grupy. Hilbertuv paty problém zélezel v otdzce, zda
nékteré pomérné mirné pozadavky kladené na topologické grupy staéi k vyvozent sil-
nych zivéru. Topologicka grupa je mnoZina, ktera je souéasné grupou a topologickym
prostorem, pfi¢éemsz jsou obé struktury kompatibilni v tom smyslu, %e grupové operace
(nésobeni a inverze) jsou spojité.

y .
0 1],kdez>0,

topologicka struktura je struktura horni soufadnicové poloroviny (sloZené ze viech bo-
du (z,y), kde z > 0) a multiplikativni struktura je dina oby&ejnym ndsobenim matic.
Tento pifiklad ma dilezitou specialni vlastnost: je ,lokilné euklidovsky“ v tom smys-
lu, Ze kazdy bod ma okoli, které je homeomorfni s otevienou kouli v dvojrozmérném
euklidovském prostoru. (Jinymi slovy: kazdy bod pfipousti ,,lokdlni soufadnicovou sou-
stavu“.) Jesté dulezit&jsi specidlni vlastnosti tohoto prikladu je, Ze grupové operace,

Typickym piikladem je mnoZina vSech matic typu 2 x 2 a tvaru [z
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chapané jako funkce na vhodném euklidovském prostoru, jsou nejen spojité, ale do-

konce analytické. To je hned zfejmé; jestlize matici ztotoZnime s uspofadanou

T Yy
01
dvojici (z,y), pak

(u,v)(2,9) = (uz,uy +v) a (2,97 = <l;q) .

z T

Jestlize grupa je lokdlné euklidovskd, tj. muZe byt ,opatfena soufadnicemi“, pak
Jje mnoho zpisobi, jak zavést soufadnice; pokud alesponi jeden z téchto zplisobi je
takovy, Ze grupové operace jsou pfi ném analytické; grupa se nazyva , Lieova grupa“.
Hilbertliv problém znél: je kazda lokalné euklidovskd grupa Lieovou grupou?

Problém je podobny jistému problému v teorii funkci komplexni proménné. Je po-
mérné elementarni dokazat, Ze kazdd dvakrat diferencovatelnd funkce je analyticka;
tézké je dokazat, Ze zavér plati za mnohem slabsich pfedpokladi. Podobné bylo dlou-
hou dobu znamo, Ze jestlize topologickd grupa piipousti dostateénékrat diferencova-
telné soufadnice, pak pfipousti i soufadnice analytické; Hilbertuv problém pozaduje
dokazat totéZ za mnohem slabsich pfedpokladi.

Bezprostiedné po objevu Haarovy miry vyuzil von Neumann (1933) tuto miru k da-
kazu, 7e odpovéd na Hilbertiv problém je ,,ano“ pro kompaktni grupy. O néco pozdé&ji
Pontrjagin (1939) vyresil abelovsky pfipad a Chevalley (1941) vyfidil piipad Fesitel-
nych grup. Obecny piipad byl vyfesen v letech 1952 a 1953 Gleasonem a Yamabem
a dvojici Montgomery-Zippin; odpovéd na Hilbertuv problém je kladna. Gleason na-
bidl novou charakterizaci Lieovych grup; Montgomery s Zippinem vyuzili geometricko-
topologické prostiedky (a Gleasoniv vysledek) k dosazeni Zadaného zavéru.

Literatura: EDM 406/N.

Vyvojova etapa 5: Jednoduché grupy. Kazda grupa ma dvé normalni podgrupy,
totiz samotnou grupu a potom podgrupu, ktera se sklada z jednotkového prvku. Grupa
se nazyva jednoduchd, jestlize to jsou jeji jediné normalni podgrupy.

Jednoduché grupy se podobaji prvoéislim, a to ze dvou aspekti: nemaji Zadné
vlastni ¢asti a kazdd koneénd grupa muZe byt sestrojena s jejich pomoci. Skuteéné,
uvazujme libovolnou koneénou grupu a v ni maximalni normalni podgrupu, tj. normal-
ni podgrupu, kterd neni obsazena v Zddné jiné vlastni normalni podgrupé. Je-li dana
grupa jednoduchd, pak se tato maximalni normalni podgrupa sklada pouze z jednotky.
Ale v kazdém piipadé a nezavisle na tom, jak tato podgrupa vypada, jeji maximalita
znamena, Ze faktorovd grupa dané grupy podle této podgrupy je jednoducha. Vztah
mezi grupou, normalni podgrupou a faktorovou grupou se nékdy popisuje slovy, ze
puvodni grupa je rozsifenim faktorové grupy pomoci jeji podgrupy. V této termino-
logii je pak kazda koneéna grupa (s vyjimkou trividlni) rozsifenim jednoduché grupy
pomoci grupy mensiho fadu. Toto tvrzeni je grupové teoretickou obdobou ¢iselné teo-
retického tvrzeni, ze kazdé kladné celé ¢islo (s vyjimkou jedni¢ky) je nasobek prvocisla
a mensiho kladného celého ¢isla.

Jestlize maximalni normaélni podgrupa je netrivialni, pak pravé pouzita procedura
muZe byt pouzita znovuy; vysledkem bude maximalni normalni podgrupa maximalni
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normalni podgrupy; vétsi normalni podgrupa se tak opét stane rozsifenim jednoduché
grupy pomoci normalni podgrupy. Postup muze byt opakovan tak dlouho, dokud pro-
dukuje netrividlni podgrupy; nakonec se dostane sestupny fetézec (kompoziéni fada)
podgrup puvodni grupy s vlastnosti, Ze kazda faktorova grupa ziskand ,vydélenim*
¢lenu fetézce nasledujicim jeho élenem je jednoduchd grupa. Velka édst problému,
Jak popsat v8echny koneéné grupy, se tim redukuje na problém uréeni jednoduchych
koneénych grup.

Abelovské grupy se mezi jednoduchymi koneénymi grupami uréi snadno — je pou-
. hym cvi¢enim ukdzat, Ze jsou to pravé viechny cyklické grupy prvoéiselného fadu. To je
v8ak jedind snadna &ist problému. Obtizné je najit vSechny neabelovské jednoduché
grupy. Pro nékteré piiklady jednoduchych grup nemusime chodit daleko: naptiklad
mezi grupami permutaci jsou nejznaméjsi alternujici grupy stupné 5 a vyssiho. Po
dlouhou dobu se zndmé jednoduché grupy nechtély podfizovat jakymkoli pravidlim
a dokonce i nejjednodussi otazky o téchto grupach odolavaly véemu usili. Napiiklad
Burnside vyslovil v roce 1911 hypotézu, Ze kazda koneéna neabelovskd jednoduchd
grupa je sudého ¥adu a tato hypotéza zistala @eviena po vice nez 50 let.

Ve velkolepé demonstraci grupové teoretické sily vytidili Feit a Thompson (v roce
1963) Burnsideovu hypotézu — ukazali, Ze plati. Dikaz zabird celé &islo (pfes 250
stran) &asopisu Pacific Journal. Je to technicky naroéna teorie grup a teorie charak-
terii. Od té doby byla provedena néktera zkraceni diikazu, ale nikdo neobjevil kratky
nebo snadny dikaz. Vysledek ma mnoho dusledki a pouzité metody byly vyuZity také
ke zdolavani mnoha jinych problému v teorii koneénych grup: obor, ktery kdysi mnozi
pokladali za odumfely, se ukdzal byt schopnym nového a temperamentniho Zivota.
Takze napfiklad Burnsideav sen se nyni zcela naplnil: gigantickym spoleénym dsi-
lim mnoha matematika na celém svété se podafilo najit véechny koneéné jednoduché.
grupy a vsechny je explicitné popsat.

Literatura: EDM 160/D.

Vyvojova etapa 6: Atiyahova-Singerova véta. Jak se muze stat, ze k linearni
transformaci kone¢nérozmérného vektorového prostoru neexistuje inverzni transforma-
ce? Ziejmé to nastane ve dvou pripadech: bud transformace neni injektivni (tj. neni
prostym zobrazenim), nebo neni surjektivni (tj. neni zobrazenim na cely prostor). Prv-
ni pfipad znamena existenci netrividlniho jadra a druhy pfipad existenci netrividlniho
»kojadra“. Jadro transformace T (oznafované ker T') je ovSem jeji nulovy prostor, tj.
vzor nulového vektoru. Kojadro (oznatované coker T') je, zhruba feteno, doplnék obo-
ru hodnot nebo pfesnéji kvocient celého vektorového prostoru podle oboru hodnot. Je
dobfe znamo z linearni algebry, Ze obé piekazky pro existenci inverzni transformace
vystupuji vzdy soulasné a Ze dokonce numerické hodnoty obou piekazek, tj. dimenze
jadra a kojadra, jsou si vidy rovny.

Pro nekone¢nérozmérné prostory se maji véci jinak. Jestlize napfiklad 7" oznaéuje
»posunuti o jedno misto doprava“ v prostoru /> nekone¢nych posloupnosti, tj. trans-
formaci definovanou vzorcem

T(€17€2’£3: .. ) = (0>€11€2y€3) .. ')7
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pak jadro je trividlni podprostor (0), ale obor hodnot je podprostor véech posloupnosti
s nulou na prvnim misté; odtud dim ker T' = 0°a dim coker T' = 1.
Indez linearni transformace T je nyni definovan formuli

index T = dim ker T— dim coker T,

pokud ma tato formule smysl (tj. pokud vpravo neni neuréity vyraz typu oo — 00).
Pro linearni transformace koneénérozmérnych prostoru je index vidy nulovy, ale na
nekoneénérozmérnych prostorech mize dat index zajimavou informaci.

Atiyahova-Singerova véta hovofi o »analytickém* indexu, jak byl pravé definovan.
Prvnim ptikladem, ke kterému se vét$ina z nas uchyli, je specialni pfipad Cauchyova
integralniho vzorce pouZity pro vypoéet indexu (uzaviené rovinné) kfivky. Jinym pti-
" kladem je Riemannova-Rochova véta. Kompaktni Riemannovy plochy, jako jsou sféra
a anuloid, vystupuji v teorii funkci komplexni proménné a Riemannova-Rochova véta
(ktera se objevuje v Rochové praci z r.1865) hovoii o dimenzi jistych vektorovych
prostoru meromorfnich funkei na takovych Riemannovych plochach; je to vlastné vzo-
rec pro tuto dimenzi. Obecna Atiyahsva-Singerova véta je zobecnénim Riemannovy-
Rochovy véty. Pojednava o hladkych kompaktnich varietach, které jsou obecnéjsi nez
Riemannovy plochy. Eliptické diferencidlni operatory pro hladké funkce definované na
takovych varietach ddvaji vidy dva &iselné invarianty. Jeden z nich je analyticky in-
dex, definovany vyse uvedenym zpisobem, a druhy z nich je topologicky index, coz
je néco jiného. Topologicky index souvisi s K-teorii a obzvlast&, ve spiSe klasickém
kontextu, s Eulerovou charakteristikou. Vysledkem Atiyahovy-Singerovy véty (1963)
Je, Ze tyto dva indexy maji stejnou hodnotu, coz jinymi slovy znamend, Ze vlastnost
velké analytické dulezitosti a s ¢isté analytickou definici je vlastné téméf celd uréena
topologickymi vlastnostmi piislusné variety.

Rovnice, o které jsme pravé hovotili, je pouze malou ¢&asti spoleéné prace Atiyaha
a Singera. Vysledky této spoluprace patii v matematice k tém nejhlubsim, k tém s nej-
sir§im zabérem. Pro mne jako zpravodaje pak $lo o zdaleka nejtézsi ikol. Nejde zdaleka
jen o véty, ale o teorii, o kontext, o hledisko, které ovlivituje mnoho oblasti matematiky
a je jimi zpétné ovliviiovano. Kdyz Osserman psal o pozoruhodnych uspésich vyzkumu
v diferencialni geometrii za poslednich padesat let, nazval Atiyahovu-Singerovu vétu
»velkou syntézou analyzy, topologie a geometrie, ktera vede obzvlasté k novému zpa-
sobu nazirani na Gaussovu-Bonnetovu vétu: ne jako na izolovany vysledek, ale jako na
ptipad vélenény do Sirsi souvislosti jevi“. Tato syntéza byla pravdépodobné hlavnim
divodem, pro¢ byl Michael Atiyah v Anglii povy$en do Slechtického stavu a Isadore
Singer obdrzel v USA prezidentskou medaili.

Literatura: EDM 236/H.

Vyvojova etapa 7: Fourierovy Fady. Historickd rana osudu (kvili které se slo
dalsich takika 200 let po falesné stopé) je skuteénost, ze Fourierovy fady byly objeveny
pied konvergenci. Fourierovy fady jsou zivotnou partii klasické i moderni analyzy, jsou
dulezité pro abstraktni teorii i pro konkrétni aplikace. Objevuji se v topologickych
grupach a v teorii operatoru, svij puvod maji v problémech kmitajicich strun a vedeni
tepla.
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Ve své nejklasi¢téjsi podob& se Fourierovy fady tykaji &iselnych ‘(nejlépe kom-
plexnich) 2x-periodickych funkci na redlné ose integrovatelnych na intervalu [0,27].
Fourierova tada takové funkce je nekone¢na linearni kombinace exponencialnich funk-
cie®® n=0,+1,42,...s koeficienty uréenymi integrovanim zadané funkce vzhledem
k témto exponencidlam. (Ve Fourierové fadé se mohou uZit siny a cosiny a pak n
probiha jen jednim smérem; s komplexnim tvarem se viak algebraicky lépe pracuje.)

Trigonometrické polynomy (v redlném & komplexnim tvaru) jsou dobfe znamé
objekty a jsou z poéetniho hlediska pristupné. Uréité nic Spatného nemohlo vzejit
. z vyjadfeni slozit&jsich funkci limitami takovych polynomi. Proto se zdilo p¥irozené
doufat, e ,,soucet“ Fourierovy fady prislusejici funkci f se bude ,rovnat“ f, a v kaz-
dém piipadé se ptat, pro jaké funkce to nastava. Zilo se v nadéji na odpovéd, ze dobré
funkce budou mit dobré Fady, a historie této ¢asti matematiky byla touto nadé&ji silné
ovlivnéna. :

Kdy?Z se zacalo rozumét limitam, slova ,souéet“ a ,rovnat se“ byla interpretovana ve
smyslu bodové konvergence; plodnéjsi a pouzitelnéjsi pojem slabé konvergence a kon-
vergence v norme se objevily az poté, kdy se matematické spolecenstvi nenaprawtelne
upnulo smérem k bodové konvergenci.

Jak dobra musi dobra funkce byt? Diferencovatelnost je dobra dostate¢ng, ale uka-
zuje se, Ze spojitost neni. Existuji spojité funkce, jejichz Fourierova fada diverguje
v jistém bodé (du Bois Reymond, 1876) a ve skute¢nosti v mnoha bodech. Musi
Fourierova fada spojité funkce konvergovat skoro vsude? Toto byl po mnoho let nefe-
Seny problém.

Kolmogorov ukazal, 7e kdy# se pfedpoklada pouze integrovatelnost f na [0,27], pak
se muze stat, ze Fourierova fada funkce f diverguje skoro vsude (1923) & dokonce
viude (1926). Nejzivainéjsi otdzka v tomto sméru byla poloZena Luzinem a zustala
po 50 let nezodpovézena: konverguje pro f integrovatelnou s kvadratem na [0,27] jeji
Fourierova fada skoro véude? Opakované nelspéchy ziskat pozitivni odpovéd v pade-
satych a Sedesdtych letech prerostly mezi experty k piijeti oficidlniho naboZenského
pfesvédéeni, Ze odpovéd musi znit ne.

Odpovéd zni ano. Prvni dikaz pochazi od Carlesona (1966). Pozoruhodnym rysem
Carlesonova vysledku je to, Ze neuziva 2adnych neznamych postupii; jenom lépe vyuzi-
va ty znamé. Spoéiva na vtipném a vyvaZeném zpusobu vybéru diléich intervalu. Jako
by Carleson mél mimofadnou moc nahradit &islo € kohokoli jiného éislem €2, a v tom
ten trik spocival.

Literatura: EDM 167/H.

Vyvojova etapa 8: Diofantické rovnice. Hilbertuv desity problém se zaby-
va Fesitelnosti diofantickych rovnic. Problém vyzadoval nalezeni algoritmu, vypodetni
procedury, kterd by uréila, zdali libovolné pfedepsana polynomialni rovnice s (kladny-
mi) celoéiselnymi koeficienty ma (kladnd) celotiselna feseni. (Omezime-li se na kladny
piipad, je to technicky vyhodné a neni to na tkor obecnosti.)

Co mame na mysli, fekneme-li, Ze existuje algoritmus na rozhodovani o fesitelnos-
ti? Rozumny zpiisob, jak zodpovédét tuto otazku, je nabidnout definici vyéislitelnosti
pro mnoZiny a funkce a potom definovat algoritmus v pojmech vyéislitelnosti. Pojmu
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vytislitelnosti bylo vénovano mnoho pozornosti; ma nékolik ruznych, ale logicky rov-
nocennych definic, které jsou v8echny ve shodé s intuitivnim smyslem, ktery toto slovo
napovida. '

Piedpokladejme nyni, ze {E;, E,, E3, ...} je néjaké efektivni usporadani vsech uva-
#ovanych polynomidlnich rovnic do posloupnosti, a necht S je mno#ina téch indexu,
pro které ma rovnice E} feSeni. Hilbertiv problém (existuje algoritmus?) mize byt
vyjadien ve tvaru-otazky, zda je S vyd¢islitelnd mnoZina. Odpovéd je zaporna. Na od-
povéd se Eekalo dlouho: je to vysledek nashromazdéného sili J. Robinsona (1952),
M. Davise (1953), H. Putnama (1961) a J. Matijasevi¢e (1970).

Ustredni myslenkou dikazu je pojem diofantické mnoziny a hlavni krok zalezi v du-
kazu, Ze kazda vy¢cislitelnd mnozina je diofanticka. Postup dumyslné vyuZiva elemen-
. tarni teorie &isel (nap¥. Cinské zbytkové véty a éasti teorie Fibonacciho &isel). Dikaz
poskytuje zajimavé diofantické mnoziny, jejichz diofanticky charakter neni ani zdaleka
ziejmy (napf. mocniny dvojky, faktorialy a prvoéisla).

Jednim ze zpisobi, jak dokdzat, Ze S (podmnoZina indexu viech Fesitelnych rovnic)
neni vydislitelnd, je dikaz sporem. Kdyby byla mnozina S vyéislitelna, vyplynulo by
odtud (s vyuZitim nékolika malo dalsich argumenti), Ze kazd4 partikuldrni diofanticka
mnozina (tj. mnozina Feseni ka?dé jednotlivé rovnice zvlast) je vyéislitelnd a odtud
(s vyuzitim zminéného , hlavniho kroku“) pak, %e doplnék kazdé diofantické mnoZiny
je diofantickda mnoZina. Spor se odvodi tak, Ze se sestroji diofantickd mnoZina, jejiz
doplnék neni diofanticky.

Posledni krok vyuZiva jisté verze znamé Cantorovy diagonalni konstrukce. Postup
je takovy, Ze se nejprve ,efektivné“ usporadaji viechny diofantické mnoziny, napk. do
tvaru posloupnosti {D, Dy, Ds, ...}, dile se dokaZe, Ze¢ mnozina D* = {n;n € D,} je
diofantickd (coZ vyZaduje uréitou argumentaci) a koneéné se ukaze, ze doplnék mnoziny
D* neni diofanticky — a pravé zde se vyuzije Cantorova konstrukce.

Literatura: EDM 100. ’

Vyvojova etapa 9: Banachovy baze. V kalkulu (s poé¢atky v 17. stoleti) se uéime
hledat maxima a minima &iselnych funkci definovanych na dobfe znamych definiénich
oborech, jako jsou intervaly na redlné ose nebo obdélniky v roviné. V pozdé&jsi matema-
tické discipling, které se Fika variaéni pocet (s poéatky v 18. stoleti), se snazime nalézt
maxima a minima ¢iselnych funkci, jejichZ definié¢nimi obory jsou mnoziny funkci. Nej-
slavnéjsi ptiklad: pro kazdou drahu spojujici dva body v prostoru je potieba uréita
doba k tomu, aby po této draze &astice sklouzla z jednoho bodu do druhého — jaké
je minimum vsech takovych ¢asi? (Minimélniho ¢asu se nabyva pro proslulou drahu
nazyvanou brachystochrona — brachysto kvili nejkratsi a chrona kvili ¢asu.) Takové
tlohy se vyskytovaly mezi problémy, které daly vznik funkcionalni analyze, té &asti
analyzy, v ni% definiéni obory studovanych funkci jsou mnoziny funkci, podmnoziny
prostoru funkci a v nichZ se bohaté uzivaji algebraické a topologické metody.

Z jiného hlediska lze na funkciondlni analyzu pohliZet jako na nekoneéné rozmérné
zobecnéni linedrni algebry. Prvni myslenkou bylo nahradit vektory funkcemi a naso-
beni vektori maticemi nahradit integrovanim funkci vynasobenych jadry. Prvni syste-
mizace discipliny (okolo r.1920) byla ptedloZena Banachem a Wienerem (nezavisle)

316 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 36 (1991), &. 6



— vysledkem byla teorie Banachovych prostori a mnoha jejich sméle zobecnénych
odnozi. Studium Banachovych prostort je typickym pfikladem axiomatické metody
v matematice — je abstraktni a obecné a ma piitom kofeny v konkrétnim a special-
nim. Nékdo ho nazyva piili§ obecnym, jiny nedostateéné obecnym. V kazdém p¥ipadé
je to stale Ziva partie matematiky a nejvétsi pokrok v ni byl u¢inén relativné nedavno.

Jednou z prvnich otdzek v Banachovych prostorech byl problém baze poloZeny sa-
motnym Banachem v jeho knize (1932). Posloupnost prvki Banachova prostoru je
Schauderova baze prostoru, pokud kazdy vektor ma jednoznaéné vyjadfeni ve tva-
. ru nekoneéné linedrni kombinace ¢lenu posloupnosti. Ze spoéetnosti zabudované do
definice slova ,,posloupnost“ vyplyva, Ze pokud Banachtuv prostor bazi ma, pak je se-
parabilni (tj. obsahuje hustou spofetnou mnozinu). Problém baze, ktery byl otevieny
po 40 let, spoéival v obrdceni: ma kazdy separabilni prostor bazi? Kazdy prostor, ktery
se kdy v analyze vynofil, bazi mél, a pfesto dikaz, Ze tomu tak musi byt, stale unikal.

Dilezity klasicky pojem vyskytujici se pfi studiu Banachovych prostori je pojem
kompaktniho (totalné spojitého) operatoru, tedy linedrniho zobrazeni mezi Banacho-
vymi prostory takového, Ze obraz jednotkové koule je kompaktni. P¥irozené kompaktni
operatory jsou kone¢nérozmérné operatory (tj. operatory s kone¢nérozmérnym oborem
hodnot); dalsi pfirozené kompaktni operitory jsou (stejnorozmérné) limity koneéné-
rozmérnych operatora. Je-li Banachiv prostor ,rozumny“, pak kazdé jeho kompaktni
dobrazeni do sebe je takovou limitou (¥ikime, %e prostor ma aproximaéni vlastnost);
tuto aproximaini vlastnost ma zejména kazdy Banachuv prostor s bazi.

Problém baze byl vyfesen v r. 1973 Perem Enfloem. Ukazalo se, Ze FeSeni je negativni:
existuje separabilni Banachiiv prostor, ktery nema aproximaéni vlastnost. Diukazova
technika zavisi na konstrukci: je to kombinatoricky postup umoziujici sestrojit a spojit
nekoneéné mnoho koneénérozmérnych Banachovych prostoru.

Literatura: EDM 39/A.

Vyvojova etapa 10: Variety. Dvojrozmérna varieta je topologicky prostor, ktery
se lokalné chova jako dvojrozmérny euklidovsky prostor (tj. kaidy bod mé okoli ho-
meomorfni s otevienym kruhem v roviné) s tim, Ze lokalné euklidovské kousky jsou
vzajemnsé slepeny spojité a Ze jich neni p¥ili§ mnoho (co# znamené, #e cely prostor je se-
parabilni). Definice variet dimenze 3, 4, 5 atd. (zkracené oznageni: 3-varieta, 4-varieta,
atd.) jsou pfesné stejné — pouze nahradime rovinu prostorem pfislusné dimenze 3, 4,
5, atd.

2-varieta muze byt velkd (miZe to byt napfiklad celd rovina) a dokonce i kdyz
nevypadé velka, muze byt stile ,vniting“ velkd v tom smyslu, e v ni mnoho para-
metrizovanych kfivek konverguje k bodum leZicim vné variety, jako je tomu v pfipadé
otevieného kruhu. Variety, jejichZ zkoumdni vypada slibnéji, jsou kompaktni variety.

Je moZné vyjmenovat viecliny kompaktni 2-variety? Ano, je to mozné, a nejjed-
nodussi seznam dostaneme pro tzv. orientabilni variety. Jedna z nich je jednoduse
souvisld (sféra), dalsi ma rod 1 (anuloid neboli torus), dalsi ma rod 2 (preclik se
dvéma otvory), atd. — a viechny mozné orientabilni 2-variety vypadaji podobné (ve
smyslu homeomorfismu). Problém klasifikace kompaktnich 2-variet je klasicky a byl
vyiesen jiz ddvno. (1-rozmérny pfipad lze docela dobfe uloZit za domdci cvigeni.)

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 36 (1991), &. 6 317



Ve vyssich dimenzich je vSechno hiife vidét a hufe se dokazuje. Je ovéem piekvapuji-
ci, Ze pro dimenzi pét a vyssi dimenze je velka éast odpovédi znama — jednoduse sou-
vislé 5-variety jsou dobfe pochopeny a klasifikoviny pomoci homotopické teorie. Pro
3-variety je problém nevyfeSen — toho se tyka slavnad Poincarého hypotéza. 4-variety
tvoii zvlastni kapitolu. Dvou velkych vitézstvi bylo dosaieno Michaelem Friedmanem
a Simonem Donaldsonem v roce 1982 (a kazdy z nich dostal na kongresu v Berkeley
v roce 1986 Fieldsovu medaili).

Ukazuje se, Ze kazdé orientované 4-varieté je piifazena nékterd celoéiselna mati-
ce (,prisekovad matice) s determinantem rovnym +1 a Friedman ukazal, e viechny
takové matice se skuteéné vyskytnou jako hodnoty. Korespondence mezi maticemi
a varietami je z pllky vzdjemné jednoznatna a z druhé piilky takova, Ze jedna mati-

-ce odpovida pouze dvéma varietdm. Koneénym vysledkem je tiplna klasifikace vsech
jednoduse souvislych (kompaktnich) orientovanych 4-variet. Jestlize povazujeme mi¢
(povrch sféry) za dvojrozmérny objekt (nezdleZi na tom, Ze jej obvykle vidime vlo-
zeny do trojrozmérného prostoru), pak Friedmanovy price ndm dévaji stejné dobrou
pfedstavu o &tyfrozmérnych miéich, jakou mame o téch pravych a nefalsovanych.

Donaldson naproti tomu ukdzal, Ze jestlize jednoduse souvisld a orientovana 4-
varieta ma hladkou diferencovatelnou strukturu a jestlize jeji matice je pozitivné de-
finitni, pak tato matice musi byt ekvivalentni s jednotkovou matici. To je velmi silny
zavér; ukazuje to, Ze teorie topologxckych 4-variet a diferencovatelnych 4-variet jsou
podstatné ruzné.

KdyZ John Milnor hovotil o Fnedmanove praci, fekl, Ze dukazy jeho vysledki jsou
mimoradné obtizné. Kdyz Michael Atiyah hovoril o dile S. Donaldsona, fekl, e otevielo
zcela novou oblast vyzkumu a dale prohlasil, Ze Donaldsonovo mladi a matematicka
sila jsou ,,znamenim, Ze matematika neztratila svou jednotu ani Zivotnost“.

Literatura: MI 5/3/39. ‘

Vyvojova etapa 11: Bieberbachova domné&nka. Né&které problémy nejsou za-
jimavé pro svou zajimavost, nybrZ proto, Ze je nelze zdolat. Nejlepsi ilustraci toho
je pravdépodobné Fermativ problém. Ve skuteé¢nosti nikdo nechce znat pouhou od-
povéd na tuto otdzku. Matematici chtéji védét, pro¢ neznaji odpovéd. Bieberbachova
domnénka o prostych holomorfnich funkcich byla naprosto p¥irozena pro specialisty
v oboru, vétsiné nezasvécencii vsak pfipadala jen jako podivna formalni drobnost,
ktera se tésila v&hlasu hlavné proto, Ze zustavala nezodpovédéna.

Bieberbachova domnénka se tyka t&ch funkci vyjadfenych mocninnou fadou tvaru

! 00
Lz4 Y anz®,
n=2
které jsou prosté (klasickym jazykem fe¢eno: univalentni) v otevieném jednotkovém
kruhu. Tato tf¥ida tvofi ,normalni systém“ (m4a vlastnost kompaktnosti). Odtud vyply-
va, Ze pro kazdé n zustava koeficient a, omezeny pro vSechny funkce z dané tiidy. Pii
studiu funkci uvedeného typu dokazal Bierberbach v r. 1916, Ze pro né ve skuteénosti
plati odhad |as| £ 2. Jedna konkrétni funkce z nasi tiidy, tzv. Koebeho extremalni
funkce, definovana vztahem a,, = n, ukazuje, Ze horni hranice 2 je nejlepsi mozna (a ve
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skuteénosti ji i dosdhne). Bieberbachova domnénka spoéivala v tom, Ze-obecné&ji plati
lan| £ n pro kazdé n.

Loewner dokazal v r.1923, 7e domnénka plati pro n = 3; v r. 1955 ji Garabedian
a Schiffer dokdzali pro n = 4; v r.1968 ji Pedersen a Ozawa dokazali pro n = 6;
v 1. 1972 ji Garabedian, Pedersen a Schiffer dokazali pro n = 5; a v r. 1973 ji Ozawa
a Kubota dokéazali pro n = 8. Pokrok byl pomaly a nikterak slibny.

Prulom, ktery domnénku proménil v matematickou vétu, prisel v r.1984, kdy
Louis de Branges pfedloZil dikaz obecného pFipadu. Dikaz na nékolik set stranek

byl zaloZen na jeho teorii mocninnych fad, pro néz &tverce absolutnich hodnot koe-

ficientd maji koneény souéet. Jeho plivodni diikaz obsahoval mensi chyby, které byly
opravitelné a byly brzo opraveny. Odbornici byli stéle tak trochu nesvi, ale jejich nepo-
koj netrval pfili§ dlouho. Nelibilo se jim, Ze dikaz spo¢ival na metodach funkcionélni
analyzy, kterd zdanlivé nema s véci nic spole¢ného. Koneéné Leningradsky seminaf
geometrické teorie funkci vypracoval diikaz, ktery by se skoro jisté Bieberbachovi libil.
Dikaz je kratsi a priizraénéjsi ne? jeho specidlngjsi pfedchidci pro ptipady n = 5
a n = 6. Mocninné fady, pro né% ¢tverce absolutnich hodnot koeficienti maji koneény
soucet, vypadly ze hry, de Brangeovy p}onikavé pohledy do podstaty vSak zustivaji
tim, co uvedlo udalosti do pohybu. Diky pfedchozi slavé nebudou vSechny zapomenuty.

Literatura: MI 8/1/40

Epilog: Odpovédi na otazku uvedenou v nazvu élanku je nesporné a rozhodné ne.

Deterministické fyzikalni soustavy
s chaotickym chovanim

Ludék Pekdrek, Pavel Kolaiik, Praha

1. l‘Jvod'

Slovo chaos chdpeme obyéejné jako synonymum pro naprosty zmatek a spojujeme ho
vétsinou s nepfedvidatelnym chovanim nebo s ndhodnym pohybem. Oznatujeme jim
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