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Princip maxima entropie

Silviu Guiasu a Abe Shenitzer

Matematické modelovani a variaéni principy

Jist€ neni tfeba zdiraziiovat dileZitost variaénich problému v matematice a jejich
aplikacich. Vy&et variaénich uloh riiznych stupiii obtiZnosti je velmi dlouhy: od slavnych
starovékych tloh na hleddni minima a maxima pfes variaéni ulohy analytické mechaniky
a teoretické fyziky aZ k varia¢nim problémim moderniho operaéniho vyzkumu. Zatimco
maximalizace nebo minimalizace funkce ¢i funkciondlu je rutinni zileZitosti, n€které
specidlni variaéni problémy ddvaji fefeni, jeZ bud sjednocuji pivodn€ nijak spolu ne-
souvisejici vysledky, anebo prekvapivé dobie vystihuji vysledky naSich experimentd.
Takové varia¢ni problémy se nazyvaji varia¢ni principy. Zda struktura na$eho svéta je
v souladu s variaénimi principy & nikoliv, je filozoficky problém. Avsak odhalovat
a aplikovat varia¢ni principy lze povaZovat za spolehlivou strategii k lep$imu chdpani
Casti této struktury. V aplikované matematice vytvafime model reality vyzdviZenim
jistych souvislosti a (nevyhnutelné) zanedbanim jinych. Jednou z cest k vytvofeni
presvédéivého a uZite¢ného modelu je ziskat jej jako feSeni n&jakého variaéniho problé-
mu.

Zamérem tohoto ¢lanku je dodat jisté argumenty ve prospéch myslenky, Ze by variaéni
problém maximalizace entropie mél byt povysen na varia¢ni princip.

Entropie jako mira neurcitosti

Neékdy se variaéni princip realizuje v maximalizaci nebo minimalizaci funkce ¢&i
funkciondlu, jejichZ vyznam neni bezprostfedné zfejmy. V takovych pfipadech je pouZiti
varia¢niho principu opravnéno vlastnostmi jeho fefeni. DuileZitym p¥ikladem je princip
nejmensi akce v analytické mechanice. Zde tzv. ,,akce* nem4 Z4dnou okamZitou a pfi-
rozenou fyzikdlni interpretaci, aviak feSeni (Hamiltonovy kanonické rovnice) dava
pfesné zdkon pohybu. V pfipad€ principu maxima entropie v§ak sama funkce, ktera je
maximalizovéna, totiZ entropie, md pozoruhodné vlastnosti opraviiujici ji k tomu, aby
byla povaZovana za dobrou miru mnoZstvi neurcitosti obsaZené v pravdépodobnostnim
rozdéleni.

Necht p = (py, ..., Pm) je konetné pravdépodobnostni rozdéleni, tj. m-tice redlnych
&isel spliiujicich vztahy

8y 20, (k=1,...,m); kz‘ipk:l'
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Cislo p, miZe pfedstavovat pravdépodobnost k-tého vysledku pravdépodobnostniho
pokusu nebo pravdépodobnost nabyvdni k-té moZné hodnoty pro koneénou diskrétni
ndhodnou veliéinu. .

Entropie pfifazenad pravdépodobnostnimu rozdgleni (1) je &islo

(2) Hm(ﬁ) = Hm(pl’ ) pm) = _kglpk In p,

kde klademe 0 . In 0 = O kvuli zaji§t&ni spojitosti funkce —x In x v po&atku. Pro kazdé
kladné celé &islo m = 2 je H, funkce definovand na mnoZiné pravdépodobnostnich
rozdgleni vyhovujicich podmince (1).

Entropie ma n&kolik vlastnosti se zajimavymi interpretacemi. Zminime se o nékterych
z nich.

1. H,(p) = 0, je spojitd a invariantni vzhledem ke kaZdé permutaci indexu.

2. Mé-li p pouze jedinou slozku riiznou od nuly (tj. rovnou jedné), je H,(p) = O.

w

. Hm(pla seey pm) = Hm+l(p13 eevs Pms 0)‘

. H,(py, ..., pm) < H,(1/m, ..., 1/m); rovnost nastava, pravé kdyz p, = 1/m (k =
1,...,m).

&S

5.Je-li @ = (my 4, ... Ap,) sdruZené pravdépodobnostni rozd&leni, jehoZz margindlni
pravdépodobnostni rozdgleni jsou p = (py, ..., Pm), Tesp. § = (41, ..., 4,), pak

(3) Hmn(nl,la soey 7Tm,n) = Hm(pla ey Pm) +k—zl pan(nk,I/pk’ ceey 7'[k,n/pk) ’
kde podmin&na entropie H,(my 1/Ps, ..., Tx,»/Pi) s€ POCitd pouze pro takové hodnoty k,
pro néZ p, % 0.

6. Pfi vy$e uvedeném znadeni i)lati

(4) kZIPan(nk,l/pk’ cees ﬂk,n/Pk) =< Hn(‘h, ceey Qn)

a rovnost nastane, kdyZ a jen kdyZ
ma=pndy (k=1,...m;1l=1,..,n);
v tomto pfipadg (3) nabyvé tvaru
H,() = H,(p) + H,q) .-

Viechny tyto vlastnosti mohou byt ovéfeny elementdrnim zpisobem. AniZ bychom
zachdzeli do technickych detailG, poviimn&me si toho, Ze vlastnosti 1—3 jsou ziejmé,
zatimco vlastnost 5 se d4 ovéfit pfimym vypoétem z definice entropie. Kone¢nég, z Jense-
novy nerovnosti

i af (bk) s fi (k;i akbk) ,

k=1
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pouZité na konkdvni funkci f(x) = —x In x, dostaneme vlastnost 4 volbou a, = 1/m,
b, = py (k = 1, ..., m) a nerovnost (4) volbou a, = p,, b, = m )/p, (k = 1, ..., m) pro
kazdé I = 1, ..., n a nakonec seétenim vyslednych n nerovnosti.

Interpretace vy$e uvedenych vlastnosti je ve shod€ se zdravym rozumem, intuici
a odlvodnitelnymi poZadavky, které by méla mira neuréitosti spliiovat. Vskutku,
pravdépodobnostni experiment s pouze jednim moZnym vysledkem (tzn. striktng deter-
ministicky experiment) neobsahuje vibec Zi4dnou neurcitost; je$t€ pfed uskuten&nim
pokusu vime, co nastane. To je piesné vlastnost 2. Pfipojime-li k moZnym vysledkm
pravd€podobnostniho experimentu jiny vysledek majici nulovou pravdépodobnost,
zlistdvd mnoZstvi neurditosti ohledn& priib&hu experimentu nezmé&n&né (vlastnost 3).
Vlastnost 4 nam fik4, Ze ve tfidé vSech pravdépodobnostnich pokusti majicich m moz-
nych vysledkli je maximalni neurcitost obsaZena ve specidlnim pravdépodobnostnim
pokusu, jehoZ vysledky jsou stejné pravdépodobné. Driive neZ budeme interpretovat
posledni dvé vlastnosti, uvaZzujme dvé diskrétni nahodné veli¢iny X a Y, jejichZ obory
hodnot obsahuji m, resp. n hodnot. Pfi uziti téZe notace jako u vlastnosti 5, necht = je
sdruZend pravd&podobnostni distribuce dvojice (X,Y) a necht p a g jsou margindlni
pravd&podobnostni rozd&leni veli¢iny X, resp. Y. V tomto ptipadg lze rovnost (3) psat
prehlednéji jako

) H(X,Y) = H(X) + H(Y| X),
kde
H(X’ Y) = Hmn(nl,l’ vy 7lm,,.) ’

H(X) = Hm(pla LRRE] pm)
a kde

H(Yl X) =k§1Pan(“k,1/Pk, e ”k,n/Pk)

zna&i podmin&nou entropii Y za podminky X. Vzhledem k (5) se mnoZstvi neur&itosti
obsaZené ve dvojici ndhodnych veli€in (neboli ve sloZeném ¢&i soudinovém pravdépodob-
nostnim experimentu) obdrZi seStenim mnoZstvi neurditosti obsaZené v jedné sloZce
(fekn&me v X) a neur¢itosti obsazené ve druhé sloZce (Y) podmin&né prvni z nich (X).
Podobng dostdvdme pro H(X, Y) rozklad

(6) H(X,Y)=H(Y)+ HX|Y),
kde
H(Y) = Hn(‘h’ vy qn)
a
H(X | Y) =‘§Iq,ﬂm(n,,,/q,, o T i) -
Zde

Hm(7T1,1/‘11, oo ﬂm,t/‘]l)
je podmin&na entropie X vzhledem k I-té hodnoté Y, H, je definovdna pouze pro
takové hodnoty I, pro néZ q, > 0. Z (5) a (6) dostavame

H(X) - H(X|Y)=H(Y) - H(Y|X),
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coz je tak zvand ,,rovnovaha neuréitosti®, jediny zdkon zachovani platny pro entropii.
Koneéné vlastnost 6 ukazuje, Ze n&jaké idaje o X mohou pouze zmenSit neurcitost Y,

totiz

™) H(Y| X) < H(Y)

s rovnosti pravé kdyZ X a Y jsou nezavislé. Ze vztahi (5) a (7) dostavame

H(X, Y) < H(X) + H(Y)

s rovnosti pravé kdyZ X a Y jsou nezavislé. Tato nerovnost plati pro libovolny pocet
sloZek. Obecngji pro s ndhodnych veliéin s libovolnym koneénym oborem hodnot miiZe-
me psat

H(X,,....X,) £ HX,) + ... + H(X,)

s rovnosti pravé kdyz X, ..., X jsou nezavislé. Tedy vyraz
W(X,y,...,X,) =Y HX,) - HX,,...,X,) 20
i=1

méfi globdlni zdvislost ndhodnych veli¢in X, ..., X,, tj. stupefl, v jakém je systém
(X4, ..., X,) ,,n&im vice“ nez pouhym vyétem svych sloZek. Specidlng plati, Ze W = 0
pravé tehdy, kdyz X, ..., X jsou nezavislé.

Viimnéme si, Ze rozdil mezi mnoZstvim neurcitosti obsaZené ve dvojici (X , Y) a mnoz-
stvim zdvislosti mezi sloZzkami X a Y, totiz

d(x, Y) = H(X, Y) — W(X, Y)
neboli ekvivalentné

d(X,Y)=2H(X,Y)— H(X) — H(Y) = HX | Y) + H(Y| X),

lze povaZovat za vzddlenost nahodnych veli¢in X a Y, pfiCemZ dvé ndhodné veli¢iny
chapeme jako identické, kdyZ kaZda z nich pln& pfedpovida druhou, tj. kdyZ H(X | Y) =
=0a H( Y| X) = 0. Tedy ,,Cistd ndhodnost* obsaZend ve dvojici (X, Y), tj. neur&itost
celku minus zavislost mezi slozkami, je vzdalenost. To dava geometrickou pfedstavu
o chaosu!

Diskrétni entropie jako mira neurcitosti byla zavedena C. E. Shannonem [12] jako
analogie k Boltzmannové H-funkci [ 1] ve statistické mechanice. Shannon ji také pouZival
jako miru informace, kde informace znamena odstranénou neur¢itost. PFed provedenim
pravdépodobnostniho experimentu méfi entropie mnoZstvi neurcitosti spojené s mozny-
mi vysledky. Po experimentu entropie mé&fi mnoZstvi dodané informace. Zdiraziiujeme,
Ze zde bylo poprvé vyuzito matematické funkce k méfeni neurditosti obsaZené v pravdé-
podobnostnim experimentu — entity tolik odlisné od méfitelnych charakteristik real-
ného svéta, jakymi jsou délka, obsah, objem, teplota, tlak, hmotnost, naboj atd.

Je Shannonova entropie jednozna¢né uréena? Odpovéd zavisi na zvolenych axidmech
pro miru neur¢itosti. Chincin [9] ukdzal, Ze vlastnosti 1, 3, 4 a 5 brané jako axidmy
(coz je z intuitivniho hlediska docela pfijatelné) implikuji vyjadieni miry neurgitosti
ve tvaru (2), a to jednozna¢né aZ na nasobeni libovolnou kladnou konstantou. To ndm
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dovoluje zvolit za ziklad logaritmu libovolné &islo v&t§i neZ 1, aniZ bychom ovlivnili
zakladni vlastnosti miry.

Princip maxima entropie

Vratme se k vlastnosti 4. Neurditost je maximalni, jsou-li vysledky stejn& pravdépo-
dobné. Rovnomérné rozdéleni maximalizuje entropii; rovnom&rné rozdéleni obsahuje
nejveétsi mnoZstvi neurditosti. Aviak to je pfesné v souladu s Laplaceovym principem
schazejiciho divodu, podle n&hoZ neni-li diivod preferovat jednu ze dvou ¢&i nékolika
moZnosti, pak nejlepsi strategii je povaZovat je za stejné pravdépodobné. V Laplaceové
piipad¢ samoziejmé §lo o subjektivni hledisko, zaloZené na opatrnosti a zdravém rozu-
mu. Skute¢né, i kdyZ nic nevime o pojmu entropie, pouZivime Laplacetv princip scha-
zejiciho diivodu v kaZdodennim Zivot&, dokonce i pfi analyze nejjednodussich experi-
mentd. Napfiklad pfi hdzeni minci obydejné pfikladime stejnou pravdépodobnost
ob&éma moZnym vysledkdm, a to nikoliv aZ po dlouhé sérii opakovani tohoto jednodu-
chého pokusu a bedlivém zkoumani stability relativnich ¢etnosti moZnych vysledkd,
nybrZz jednoduse proto, Ze pouZivime Laplacedv princip a jsme si védomi toho, Ze neni
divod davat né€kterému vysledku pfednost. Jak jsme v3ak jiZ vidéli, pfijmeme-li Shanno-
novu entropii za miru neurditosti, je vlastnost 4 vlastné matematickym zdivodnénim
principu maxima entropie, ktery fikd, Ze neni-li na pravdépodobnostni rozdéleni kladeno
Z4dné omezeni, je entropie maximalizovdna rozdélenim rovnomérnym. V takovém
pripad€ nam nase intuice zaloZend na zkuSenosti dava spravné feSeni. Co se vSak stane,
budou-li na pravdépodobnostni rozdéleni kladena néjakd omezeni?

Pfed zodpovézenim této otdzky si nejprve v§imnéme, jakého druhu tato omezeni
mohou byt. V aplikacich mame velmi ¢asto k dispozici jednu ¢i nékolik sttednich hodnot
jedné ¢&i n&kolika ndhodnych veli¢in. ProtoZe stavovy prostor ve statistické mechanice
je pravdépodobnostni, jsou stavové funkce nahodnymi veli€éinami a je moZno méFit
pouze nékteré jejich stiedni hodnoty. Napiiklad kaZdému mikrostavu odpovida dobie
definovana hodnota energie systému. AvSak uréit s jistotou v daném okamZiku ¢ skuteny
jediny mikroskopicky stav systému nemtZeme, proto namisto toho konstruujeme prav-
dépodobnostni rozdéleni moZnych stavi systému. Potom se energie stivd ndhodnou
velidinou a co méfit skute¢né miZeme (oviem na makroskopické wrovni), je stfedni
hodnota této ndhodné velitiny, tj. makroskopickd energie. Makroskopickd uroveil
je uroveii stfednich hodnot, z nichZ nékteré mohou byt zméfeny. Aviak my potfebujeme
pravdépodobnostni model mikroskopické wrovng, tj. pravdépodobmnostni rozdé€leni
moZnych mikrostavii systému. Obecné existuje mnoho pravdépodobnostnich rozdéleni
(dokonce nekone&n& mnoho!), kterd jsou v souladu s nam&fenymi stfednimi hodnotami.
Odtud vyvstdva otdzka, jaké pravdépodobnostni rozdéleni je ,,nejlepsi* a podle jakého
kritéria.

V roce 1957 podal E. T. Jaynes [8] velmi pfirozené kritérium vyb&ru zavedenim
principu maxima entropie: z mnoZiny viech pravdépodobnostnich rozdé€leni, jeZ jsou
v souladu s jednou &i nékolika stfednimi hodnotami jedné ¢i n€kolika ndhodnych velicin,
se vybira takové, které maximalizuje Shannonovu entropii. Takové pravdépodobnostni
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rozdéleni je ,,nejiirsi*; pfedem nevyloudi Zddnou moZnost a je pfi daném omezeni nej-
rovnomérnéji. Princip maxima entropie, zavedeny k fe¥eni problému statistické mecha-
niky, se stal §iroce pouZivanym néstrojem pro sestrojovani pravdépodobnostnich rozdg-
leni ve statistice, v teorii rozhodovani, pfi rozpozndvani obrazci, v teorii informace
a v analyze &asovych fad, protoZe ve viech t&chto oblastech jsou nase znalosti vieobecné
vyjadfeny stfednimi hodnotami jistych ndhodnych veli¢in a hled4 se pravdépodobnostni
rozdéleni, které nevyluéuje Zidnou moZnost podfizenou pfislu$nym omezenim.
Abychom poznali, jak se tento princip projevuje, uvaZujme nejjednodu$$i moZny
ptipad, toti takovy, kdy znime stfedni hodnotu E(f) ndhodné veli¢iny f, jejiz moZné
hodnoty jsou fy, ..., f,.. Hleddme pravd&podobnostni rozd&leni p = (p;, ..., Pn),

(8) >0, (k=1,...,m); k_lek=1
vyhovujici omezeni
(9) E(f ) =kz1f KDk -

V trividlnim pfipad€ m = 2 stfedni hodnota E(f) jednoznain¥ definuje odpovidajici
pravdépodobnostni rozdéleni na zdklad& linedrni rovnice

E(f) = fips + f2(1 — Pl)-

Av¥ak pro kazdé m = 3 existuje nekoneéné mnoho pravdépodobnostnich rozdéleni
tvaru (8) splitujicich (9). Pouzitim principu maxima entropie vybirdme pravdépodobnost-
ni rozdéleni s nejvE&t§i neurtitosti, tj. pravdépodobnostni rozdéleni maximalizujici en-
tropii

m
H,(p) = —k;pk In p,

pfi omezenich (8) a (9). Samozfejm& H,, je konkdvni a spojita funkce definovand v kon-
vexni oblasti charakterizované pomoci (8) a (9). Existuje tedy pouze jeden bod globélniho

w7

maxima patfici do oteviené mnoZiny

{p=(Py0sPm)| >0, k=1,...m; Y p—1=0,

kilfkpk - E(f ) = 0} .

PouZitim Lagrangeovy funkce
L= H,(py, ..e, Pm) — a(k_lek -1) - B(kZlfkpk - E(f)),

kde « a B jsou Lagrangeovy multiplikdtory pfislufejici nadim dv&éma podminkim,
a poloZenim parcidlnich derivaci prvniho ¥4du rovnym nule dostdvame
oL

._—=—ln -—1—' — =0, k=1,-.., ’
P Pk' o — Bfy ( m)
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oL &
= 1 - Z pk = 0 3
oo K=1
oL i
= Z E(f) - =0.
B (f) kz,lfkpk
Odtud fefenim je
e-ﬂofk
(10) pk=-m———’ (k=1s-~',m)5

Z c_ﬂﬁfr

r=1

kde B, je feSeni exponencialni rovnice
m
(11) Z [fk - E(f)] e BUK—EU - .
k=1

Je-li ndhodna veli€ina f nedegenerovana (tj. nabyva-li f alespoii dvou riznych hodnot),
pak takové feSeni existuje a je jediné, ponévadZ funkce

(12) G(B) =é1[fk — E(f)] e PUs—EUD

je striktné klesajici s
lim G(f) = +, lim G(f) = —o.
B—— o0 B—+ o0
Vidéli jsme jiZ, Ze neexistuje-li Zddné omezeni, je feSenim principu maxima entropie
rovnomérné pravdépodobnostni rozdéleni. Je-li dana stfedni hodnota E(f) ndhodné
veli¢iny f, pak feSenim principu maxima entropie je (10), nebo ekvivalentn&

P = —l——e_”"f" (k=1,...,m),

®(B)
kde

#(p) = 3 ¢4
k=1
a f, je jediné ¥eSeni rovnice
dln &(f)
dg

To je pfesné Gibbsovo neboli kanonické rozdéleni, vyskytujici se skoro ve viech
knihdch o statistické mechanice a mnohem nové&ji v nékterych knihach teorie rozhodo-
vani. Vidime nyni, pro¢ je kanonické rozdéleni v aplikacich uZite¢né: ma nejvétsi
neurditost, je nejrovnomérnéj§i, nevyluCuje pfedem Zadnou moZnost s pfihlédnutim
k omezeni danému stfedni hodnotou E(f).

Pongvadz (11) je exponencialni rovnice, miZe byt jeji feSeni B, transcendentni Cislo.
Oviem skute¢nost, Ze funkce G dand vztahem (12) je striktné klesajici, nam umozZiuje
aproximovat feSeni B, s velkou pfesnosti. ~

—E(f).
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Napfiklad, necht m = 3, f; = 12, f, = 15, f3 = 20 a stfedni hodnota E(f) = 18.12.
Pouzitim jednoduchého kapesniho kalkulatoru TI-57 miZeme ziskat feSeni rovnice (11)
(spravné na Sest desetinnych mist) b&hem n&kolika minut, a to B, & —0.2364201.
Pfisluiné feSeni principu maxima entropie je p; = 0.1035103, p, = 0.2103835, p,; =
= 0.6861062. Toto je pravdépodobnostni rozdéleni o nejvétsi neurditosti, které je ve
shodé s danou stfedni hodnotou. Pro néktera jind omezeni mohou byt hodnoty Lagran-
geovych multiplikdtord zavedenych k maximalizaci entropie urfeny exaktn€. AniZ
bychom zachdzeli do technickych detailti, zminime se dle o n&kterych pozoruhodnych
vysledcich tykajicich se principu maxima entropie.

a) Je-li f ndhodna veli¢ina se spoCetnym oborem hodnot
{kulu >0, k=0,1,2,...}

(coZ je spIn&no pro energii v kvantové mechanice — v tomto pfipadé je u kvantum ener-
gie — nebo pro mnoho diskrétnich funkci pouZivanych v opera¢nim vyzkumu — v tomto
pfipad€ je u jednotka) a je-li ddna stfedni hodnota E(f), pak pravdépodobnostni roz-
déleni

>0, (k=0,1,...), hzopk=1

maximalizujici spoéetnou entropii

o0
H= - Z P In p;
k=0
je tvaru

LT 0)) P
(u +E(f))k+1

Je vidét, Ze feSeni principu maxima entropie je plné ureno veli¢inou u a stfedni hod-
notou E(f). DiileZitost tohoto pravdépodobnostniho rozdéleni zdiraznil M. Born [2].

Dfive nez budeme diskutovat spojity pfipad, pov§imnéme si jedné neobvyklé vlastnosti
entropie, ktera ndm dovoli maximalizovat ji dokonce tehdy, ma-li byt fe§enim posloup-
nost spliiujici

k

>0, Yp=1.
k=0

V takovém ptipadé namisto vypo¢tu parcidlnich derivaci‘vzhledem ke spodetné mnoZiné

promé&nnych (po, py, ... a Lagrangeovy multiplikdtory pfisluSejici omezenim) posta&i
vzit v uvahu jednoduchou rovnost

tlnt=(t—1)+i(t—1)2,
27

platnou pro vSechna t > 0, pti¢emz kladné Cislo t zavisi na t a leXi n€kde mezi 1 a ¢
(tato rovnost se obdrZi z Taylorova rozvoje funkce ¢1Int v bodg 1). Jejim pouZitim za
" podminky tvaru

E(f) =

ib18

kup, < oo
0
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méme proa > 0,8 >0

H-o.1-BEf)= -3 p,In(p e+ =
k=0
= — Z c—a—ﬂku (pk ea+ﬁku) In (pk e¢+pku) é - Z e-—a—ﬁku (pk ea+ﬁku - 1) =
k=0 k=0

@©
= =1 + Ze—a—pku;
k=0

ohranieni shora je zde nezdvislé na pravdépodobnostnim rozd&leni {p,, k =0, 1, ...}
a rovnost mame pravé tehdy, kdyz

Z prvni podminky

obdrZime

a z druhé podminky
E(f) =Y ku(l — e=P*) e Pk
k=0
obdrZime feSeni

k
P = __“(E_UL_, k=0,1,...
(u + E(f))
b) Ve spojitém piipadé piedpokladejme, Ze zname stfedni hodnotu pu nezdporné
ndhodné veli¢iny, jejiz hustota pravdépodobnosti & je integrovatelnd se &tvercem.
V tomto pfipadé je spojita entropie

(13) H() = - J jwé(x) In 8(x) dx

maximalizovana p¥i

lc"‘/“ pokud x >0
é(x) = l‘
0 jinak,

coZ je dobfe znamd hustota pravdépodobnosti exponencidlniho rozdéleni. Nyni mame
opravnéni k obvyklému pfedpokladu v teorii hromadné obsluhy, Ze totiZ doba mezi
udalostmi ma exponencidlni rozdéleni. Takové pravdépodobnostni rozdéleni ma nej-
vétsi neurditost, je nejopatrn&jsi a nevylucuje Zddnou moZnost zachovavajici stfedni
dobu u mezi dvéma uddlostmi.
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¢) Samozfejm& je moZno klast vice podminek. Pfedpoklddejme ve spojitém p¥ipadg,
%e je zndma stfedni hodnota u i rozptyl 62 spojité ndhodné veli¢iny, jejiZ hustota pravdg-
podobnosti je integrovatelna se &tvercem. Je pfijemnym pfekvapenim, Ze v tomto pfi-
padg se spojita entropie (13) maximalizuje pravé p¥i

5(x) = e TmN2t | (o0 < x < +0),

1
o .J2n
coZ je hustota pravdépodobnosti normélniho rozdéleni N(u, 0?). Nyni tedy vidime,
pro¢ se toto pravdépodobnostni rozdéleni hojn& pouZiva v aplikacich statistickych zavért
a pro¢ si zasluhuje adjektivum ,,normdlni*; v'nekone¢né mnoZin& hustot pravdépodob-
nosti na redlné pfimce integrovatelnych se &tvercem se stfedni hodnotou u a rozptylem
o? je normélni rozdéleni (neboli Moivrovo-Laplacovo-Gaussovo rozdé&leni) rozdélenim
s nejve&tsi neuréitosti a maximalizujicim entropii. Entropie by musela byt vynalezena uZ
jen proto, aby demonstrovala tuto variaéni vlastnost normalniho rozdéleni.

Skuteénost, Ze princip maxima entropie umoziiuje jednotny varia¢ni p¥istup k n&kte-
rym dobfe zndamym pravdépodobnostnim rozdélenim, je pravé jednim z divodid jeho
duleZitosti. TutéZ strategii (tj. maximalizaci entropie) 1ze pouZit i v ptipad® Cetn&jiich
a dimysln&jich omezeni, jako je predepsany velky pofet momentii (fadu v&tiiho neZ 2)
n&€kolika ndhodnych veli¢in. PouZitim principu maxima entropie obdrZime jako fefeni
dosud nevidana pravdépodobnostni rozdéleni.

Na zavér né€kolik poznamek objastiujicich pomér subjektivniho a objektivniho pfi
pouZivani principu maxima entropie. Sdm variaéni problém (maximalizace entropie
za danych podminek pro stfedni hodnoty n&jakych ndhodnych veli&in) je stejné objektiv-
ni jako kaZdy jiny optimalizaéni matematicky problém. Pfijeti pravdépodobnostni
entropie za miru neuréitosti a interpretace feSeni z hlediska mnoZstvi obsaZené neurci-
tosti v8ak je navzdory ,,pfirozenosti“ vy§e uvedenych vlastnosti 1 —6 postojem subjek-
tivnim. Ov8em skutenost, Ze néktera dileZitd pravdépodobnostni rozdéleni statistickych
zavérd (exponencidlni, kanonické, rovnomérné a pfedeviim normélni rozdéleni, které
je nejduileZit&jsi) jsou jeho feSenimi, nds opraviiuje k prohlé$eni, Ze princip maxima entro-
pie je vice neZ pouhd jednoduchd konvence.

Princip maxima entropie v sob& zahrnuje jak nékteré dal$i entropické variaéni problé-
my (minimalizace Kullbackovy-Leiblerovy divergence, minimalizace vzdjemné zavis-
losti), tak i mnohé nové aplikace (napfiklad jeho nové pouZiti v analyze &asovych fad
a entropicky algoritmus p¥i rozpozndvéni obrazci, ktery ma nejmensi stfedni délku),
coZ je ov8em jiZ jina zéleZitost.

PFelozil M. Krutina
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vyucovani

FYZIKA A MATEMATIKA V ETIOPIIL

Josef Jelen, Praha

Tento prispévek je uréén k prehledné
informaci o soucasné situaci vyuky mate-
matiky a fyziky na univerzit¢ v Addis
Abebé. Obecnéji v§ak miiZze poslouZit téZ
jako priklad postaveni fyziky a matema-
tiky i v fadé jinych rozvojovych zemich.
Snad alespori néktefi Ctendfi usoudi, Ze
informace v ném obsaZené nejsou zcela
nezajimavé a stoji za to je preist. Cldnek
je zaloZen na zkuS$enostech z let 1981 aZ
1984, kdy autor pusobil na uvedené uni-
verzité a byl vedoucim tamni katedry fy-
ziky. Proto také vé€nuje pon€kud vétsi po-
zornost stavu fyziky neZ matematice.
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Univerzita v Addis Abebé byla zaloZena
r. 1950. Od r. 1962 existuji na jeji pfirodo-
védecké fakulté samostatné katedry mate-
matiky a fyziky. V systému a organizaci
vyuky jsou dosud zfetelné& patrné pivodni
americké a britské vlivy. Vyu€ovacim ja-
zykem je angli¢tina. Jinak tomu ostatné
dosud ani nemuZe byt, nebof vlastni vé-
deckd terminologie v amharsting se teprve
zalind vytvdfet. Pivodné bylo moZno na
této univerzité ziskat jen hodnost B. Sc.
(Bachelor of Science). Za vyssim vzdéla-
nim museli studenti odchdzet do zahranidi.
Od r. 1981, kdy studium bylo upraveno
a rozsifeno, je mozno zde ziskat i hodnost
M. Sc. (Master of Science). O nejvysSim
stupni studia, poskytujicim hodnost Ph.D.
(Doctor of Philosophy), se uvaZuje pro
budoucnost.

Zdkladni program, vedouci k hodnosti
B. Sc., je étyflety. VétSina jeho absolventi
po jeho ukondeni pisobi jako ucitelé na
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