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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE, ROCNIiK XXIX (1984) CISLO 6

Eduard Helly,
konvexita a funkcionalni analyza

Ivan Netuka, JiFi Vesely, Praha

S Hellyovym jménem byvaji nejCastéji spojovdna dv€ dnes jiZ klasickd tvrzeni. Prvni
se tykd posloupnosti stejné omezenych redlnych funkci se stejn€ omezenymi variacemi
a fikd, Ze z takové posloupnosti 1ze vybrat posloupnost bodové konvergentni (princip
selekce). Druhé tvrzeni fikd, Ze prinik systému m konvexnich mnoZin v R” je neprdzdny,
pokud m > n a kaZdych n + 1 mnoZin z tohoto systému md neprdzdny priinik. Zmi-
néné véty, z nichZ prvni nalezla dalekosdhld zobecnéni i uplatn€ni v matematické ana-
lyze a teorii pravdépodobnosti a druhd v kombinatorické geometrii a konvexité, by
patrné samy o sob€ stadily zajistit Hellymu dostate¢nou zndmost. Helly se viak znaéné
zaslouZil i 0 rozvoj funkciondlni analyzy, avSak tento jeho pfinos byvd asto opomi-
jen. Abychom ho mohli &tendfi alespofi z&dsti pFibliZit, v§imneme si né&kterych
aspektli vyvoje funkciondlni analyzy v prvnich tfech desetiletich tohoto stoleti. Pfitom
voln& navdzeme na &lénky [14], [15], které popisuji n&které etapy tohoto vyvoje.

Zivot protagonisty naseho vyprdvéni byl natolik neobvykly, Ze stoji za podrobn&jsi
zminku. Eduard Helly se narodil 1. ¢ervna 1884 ve Vidni. Jiz v dobé studii na cisafském
Maxmilianové gymnaziu v letech 1894 — 1902 se zajimal o matematiku. V dobé dal§iho
studia, které ukoncil ziskanim doktordtu v r. 1907, poslouchal pfedndsky z matematiky
a fyziky jak na videfiské univerzit&, tak i na technice. Jeho uciteli byli napt. F. Mertens
(1840—1927), W. Wirtinger (1865—1945) a L. Boltzmann (1844 —1906). Wirtinger,
jeden z oponentti Hellyovy disertace, mél o ném tak dobré miné€ni, Ze mu umozZnil
na zdkladé stipendia ve §kolnim roce 1907/8 roni pobyt v tehdejsim ,,stfedu‘* mate-
matického déni — v Gottingen. Tam se Helly na Hilbertové semindfi setkdval napf.
s R. Courantem (1888—1972), A. Haarem (1885—1933), E. Hellingerem (1883 —1950)
a O. Toeplitzem (1881 —1940). Z ugiteld m&l na Hellyho vliv nejen D. Hilbert (1862 —
1943), ale téZ napf. F. Klein (1849—1925), H. Minkowski (1864—1909) a O. Runge
(1865—1927).

Po ndvratu z Gottingen do Vidn€ nebylo Hellyovo postaveni lehké — Zivil se kondi-
cemi, ucil téZ na gymndziu a vypracoval né€kolik soubort feSeni ke stfedoSkolskym
sbirkdm prikladi. Byl také né&jaky Cas pokladnikem Videiiské matematické spolecnosti
(pro zajimavost: pfednesl v ni za svého videfiského pobytu celkem 17 piedndsek).
Hlavnim Hellyovym zdjmem bylo vSak dal§i studium matematiky. Toto studium pfi-
ndsi vysledky: v r. 1912 publikuje praci [9], ke které se je§t& vrdtime, o rok pozd&ji
objevuje (viz téZ ddle) v&tu o priniku konvexnich mnoZin. Spolu s vysledky ziskdvd
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ani ne tficetilety Helly matematickou reputaci. A7 potud by mohl mit &tendf dojem,
Ze se Helly muiZe stdt stdlici na hvézdném nebi matematiky; prichdzi viak prvni svétovd
vélka.

Helly se dobrovolné hldsi do armddy. V zdfi r. 1915 je na rusko-rakouské fronté

t&7ce ran&n; své zranéni (prustfel plic s komplikacemi, které vedly pozdgji k jeho srdec-
nim obtizim), pfekondvd v lazaretech v Kyjevé, Kursku a Voron&Zi. Pozdgji, jako
zajatec na Sibifi, u¢i své druhy matematiku (byl mezi nimi i T. Radé (1895 —1965)).
Do Vidné se vraci velmi komplikovan€ pfes Ddlny vychod a Egypt aZz v listopadu
r. 1920. Thned po ndvratu zaind pracovat na své habilitaéni prdci, kterou pfedklddd
r. 1921; komise pov&fuje vypracovdnim zprdvy H. Hahna (1879 —1934).
“Brzo po predloZeni prdce se Helly oZenil s Elise Blochovou (ziskala doktorat z mate-
matiky na videfiské univerzit® r. 1915) a krdtce nato byl 3. srpna 1921 jmenovén sou-
kromym docentem; od jeho doktordtu vSak ubéhlo jiz 14 let a Hahn se domnival, Ze
stdlé misto (na videfiské univerzit€) je tieba nabidnout n€komu mladsimu. Kromé toho
zde sehrdly roli pravdépodobng téZ rasové divody (srovnej [12]). Aby uZivil rodinu,
stdvd se Helly bankovnim ufednikem. Pracovni doba mu neumoZiiovala, aby se vice
mohl vénovat matematice; navic ,,éerny pdtek* r. 1929 vedl k upadku banky a ke ztrdté
tohoto zaméstndni. R. 1930 nastoupil jako pojistny matematik u pojistovny ,,Phonix‘
(téhoZ roku se mu narodil syn; W. S. Helly ziskal doktordt z fyziky na M.LT. v r. 1959
a stal se pozdé&ji profesorem v oblasti operacniho vyzkumu na polytechnickém institutu
v Brooklynu). Zajimavé jsou neddvné vzpominky Z. W. Birnbauma, ktery s Hellym
ve ,,Phénixu‘ pusobil (viz [3]). Popisuje rozdil v pfistupu Hellyov€ a jeho dvou spolu-
pracovnikl k feSeni nerutinnich problému: Helly dal problému matematickou formulaci
a dosdhl feSeni, které bylo moZno opakované uZivat v podobnych pfipadech. Ostatni
dva zpracovali zvld$f numericky kaZdy jednotlivy pfiklad metodou zkusmych oprav
fukdnim na ruéni Odhnerové€ pocitatce. Mimochodem, dokonce i zplisob jeho prdce
s pocitackou byl vtipny, obsahoval obraty, které vedly ke zkrdceni vypoctu nebo k re-
dukci poctu potfebnych krokii.

Nedlouho nato r. 1933 ztrdci Helly jakékoli $ance na ziskdni mista na videfiské uni-
verzité (je zajimavé, Ze tam vedl celkem t¥i disertani prdce; posledni byla obhdjena
do USA; stryc Hellyovy Zeny tam pracoval jako inZenyr a zafidil vizové formality.

V zéfi r. 1939 priplouvd Helly s manZelkou a osmiletym synem do New Yorku.
Zaldtky byly krusné, opét bylo nutné ziskdvat Zivobyti kondicemi. S pomoci pfdtel.
mj. i A. Einsteina (1879 —1955), ziskdvali Helly a jeho Zena pfim&fené postaveni. Pfichd-
zeji v8ak zdravotni problémy — v r. 1942 prodéldvd Helly té€Zky infarkt. V zdfi r. 1943
se viak zdd, Ze se konecné& vie v dobré obrdti: Helly ziskdvd misto hostujiciho profesora
a (relativng) krdlovsky plat na Illinois Institute of Technology (z doporugeni H. Weyla
(1895—1955) vybirdme: ,,... Sledoval jsem kariéru dr. Hellyho dlouhou dobu. (...) Je
to laskavy, velmi skromny a kultivovany &lovék. (...) Dosdhl vyjime&nych vysledki
v teorii redlnych funkci, zejména v teorii integrélnich rovnic a linedrnich rovnic s ne-
kone&nym po&tem nezndmych.*) Ve svych 58 letech se tedy miZze Helly opét po dlouhé
dob€ plné€ vénovat matematice.

Zivotni osudy nemivaji $fastny konec jako pohddky: Na vyro&nim zaseddni Ame-
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rické matematické asociace Helly dne 28. listopadu 1943 v Chicagu druhému infarktu
podlehl. Byl to podle svédectvi pidtel mily a jemny Elov€k. Krdsné pfedndiel, dobfe
hrdl $achy, miloval klasickou hudbu a literaturu a rdd fotografoval. Pfedeviim byl viak
talentovanym matematikem a zejména z této strdnky ho chceme Ctendfi pfibliZit.
I kdyZ seznam jeho praci ¢itd jen 11 poloZek a téch, které obsahuji ptivodni matematické
vysledky, je vlastn€ jenom 6, stoji za to prdvé t€mto pracim vénovat pozornost.

Dnes je moZné napsat uCebnici funkciondlni analyzy bez zminky o Hellym a také se
to Casto stdvd. Jeho pfinos zlstdvd pak v nedohlednu ,,zarovndn‘ hluboko pod mnoha
vrstvami nejriznéj§ich zobecnéni a novych verzi vét o rozsifeni linedrnich funkciondla
¢i v&t o stejnomérné omezenosti. Mnohy student poznd v ucenostech o w*-kompakt-
nosti omezenych podmnoZin dudlu topologického vektorového prostoru spiSe Ticho-
novovu vétu o topologickych soudinech kompaktnich prostordt nez Hellyovu vétu
o selekci.

Na druhé stran€ je vcelku nemyslitelné napsat ulebnici o konvexnich mnoZindch
a opomenout vétu, o niZ jsme se v ivodu zminili.

Neddvno na jedné konferenci v Oberwolfachu jeden z pfedndSejicich vyslovil pozoru-
hodnou (nematematickou) vétu: Matematika neni nic jiného neZ dobré uspofdddni
trivialit. Ostatné kaZdy matematik ze svého oboru potvrdi, Ze u zrodu ,,velkych*
matematickych vét byvd Casto prekvapivé jednoduchy postieh.

V préci [9] z r. 1912 Helly implicitn& pouZivd toto tvrzeni: Systém & uzavienych
omezenych intervalil na redlné ose md neprdzdny prinik, jestlize maji neprdzdny prinik
kazdé dva intervaly ze systému &. Diikaz je ziejmy: Je-li & = {<a,, b,y; a €I}, pak
sup {a,; a € I} € (\&. Mimochodem, pfesn& toto tvrzeni se dnes stdle vyuZivd pfi dikazu
Hahnovy-Banachovy véty (viz [18], str. 123; srv. téZ s [7]).

Intervaly jsou oviem (jediné) konvexni mnoZiny na redlné ose R. Pfipomeiime, Ze
podmnoZina M vektorového prostoru (nad t&lesem redinych &isel) se nazyvd konvexni,
jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje i useCku tyto body spojujici. To znamend, Ze
plati tato podminka: Je-li x, ye M a 1€ <0, 1), potom Ax + (1 - /1) y € M. Z definice
je zfejmé, Ze prinik libovolného systému konvexnich mnoZin je konvexni mnoZina —
miZe byt oviem prdzdnd. Je-li & = {(0,1/n); n e N} nebo & = {(n, ©); n e N}, pak
N = 0 a ptitom kazdé dva intervaly z & maji neprdzdny prinik.

K podstatnému zobecnéni vySe uvedeného postiehu o neprdzdnosti priniku systému
jednorozmérnych intervald dospél Helly v r. 1913.

Hellyova véta. Necht & je systém alespori n + 1 konvexnich podmnoZin prostoru
R". Necht systém & je bud konecny, nebo kaZdd mnofina z & je kompaktni. Jestlie
kaZdych n + 1 mnoZin ze systému & md neprdzdny prinik, pak prinik v§ech mno%in
ze systému & je neprdzdny.

Poznamenejme, Ze kazdé dvé strany trojihelniku v roviné maji neprazdny prinik
a prinik viech ti stran je oviem prdzdny. Obecnéji: Cislo n + 1 ve vét& nelze nahradit
mengim. Také pfedpoklad konvexity mnoZin je podstatny, jak ukazuje ,,8kolni* pfiklad
na obr. 1: KaZzdé tfi z mnoZin K, K3, K3, K, maji neprazdny prinik, pfesto viak prinik
viech t&chto mnoZin je prézdny. V tomto piikladé je podstatné, Ze mnoZina K, (vysra-
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fované mezikruZi) neni konvexni. Také jsme jiz v piipadé R vidéli, Ze bez predpokladu
kompaktnosti véta neplati pro nekone¢né systémy. Je vSak uZite¢né zdlraznit, Ze diikaz
,,kompaktniho* pfipadu lze standardnim obratem pievést na pfipad kone¢n€ mnoha
mnoZin. Podstata Hellyovy véty je ve skute¢nosti kombinatorického a ne topologického
charakteru.

Obr. 1

Helly sviij diikaz publikoval aZ deset let po objeveni véty v [11]. (Pfeklad této price
do rustiny byl uvefejnén v jednom z prvnich ro¢nikd Usp&chi mat. nauk.) Pfed oti§ténim
&ldnku [11] uvetejnil dikaz Hellyovy vty v r. 1921 J. Radon (1887 —1956) a v r. 1922
D. Kénig (1884 —1944). Konig se o Hellyové v&t& dozvédél z Radonova &ldnku a jeho
dikaz se v zdsad® neli$i od dikazu Hellyova. Radon se s tvrzenim (bez diikazu) seznd-
mil p¥i pfedvédleéné predndsce, kterou Helly proslovil ve Videriské matematické spolec-
nosti. Radontiv diikaz se opird o vétu, kterou niZe uvddime — patfi dnes k zdkladnim
vétdm o konvexnich mnoZindch. Neni bez zajimavosti, Ze Radontv dukaz byl znovu
objeven v r. 1940 (a pozdgji publikovdn) studentem univerzity v Minsku J. Dukorem.
Tento mlady matematik zahynul na fronté ve druhé svétové vdlce.

Pripomefime zde jeS§t€ pojem konvexniho obalu. Je-li M libovolnd podmnoZina
vektorového prostoru X, pak konvexni obal conv M mnoZiny M je, podle definice,
prinik vSech konvexnich mnoZin obsahujicich M. Neni téZké dokdzat, Ze M je piesné
mnozina vSech konvexnich kombinaci bodd z M. Tedy bod x padne do conv M, pravé

k
kdyZ existuje k € N, body x,, ..., x, € M a nezdpornd &isla «,, ..., o, tak, Ze ) o; = 1
k ji=1

ax =)y ax;

j=1
Radonova véta. Necht koneénd mnoZina M < R" obsahuje alespoii n + 2 bodii.
Pak existuji M, M, tak,2e M = M, U M,, M, n M, = Qaconv M, nconv M, # 0.

Jesté se chvilku zdrZime u konvexnich kombinaci. Je-li M = R" a x € conv M, pak
se x dd napsat jako konvexni kombinace koneiného (obecn& velkého) poétu boda
z M. V této souvislosti je zajimavd ndsledujici véta, kterou Carathéodory dokdzal
v r. 1907.

Carathéodoryova véta. Je-li M = R", pak kazdy bod z conv M lze vyjddrit jako
konvexni kombinaci n + 1 (nebo méné) bodii z M.
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Posledni tfi uvedené vty maji tésnou souvislost: kaZdou z nich Ize dokdzat na zdkladé
jakékoli ze dvou zbyvajicich. Ve skute¢nosti je dnes zndmo mnoho ditkazti Hellyovy
véty a jesté vice je jejich nejruznéjSich modifikaci a zobecnéni (k jednomu zobecnéni
topologického charakteru se sdm Helly vraci v r. 1930 ve své posledni publikované
matematické praci). Pfedstavu o situaci poskytuje monografie [4] (pteloZend z amerického
origindlu vydaného v r. 1963), v niZ je na n&kolik set citaci vztahujicich se k Hellyov&
vété. Obrdzek dokresluje nahlédnuti do pfedmétové klasifikace uZivané napf. v refera-
tivnim Casopise ,,Mathematical Reviews*. Pod kdédem 52 A 35 c¢teme: Helly type
theorems.

Z mnoha aplikaci uvedeme né€kolik ilustrativnich pfikladt; v§echny budou mit geo-
metricky charakter. Neméli bychom vsak zatajit, Ze Hellyova véta pfinesla sviij vkiad
do zdédnlivé nesouvisejicich partii matematiky: napt. sovétsky matematik L. G. Snirel-
man ji uzil k zisdni silnych vysledki o stejnomérné aproximaci polynomy.

Zacnéme zcela neformdln€, aZz pohddkové. Na louce je v dany okamzZik n€kolik ovci
a vikl. Za jakych rozumnych podminek se ndm rovnym plotem podafi oddé€lit ovce
od vlkii? Podminka je pfekvapivé jednoduchd: Jestlize l1ze ,,pfimkovym‘ plotem od-
délit kazdou &tvefici zvifat, pak 1ze uz oddélit viechny ovce od viech viku.

Nechme vsak vlky a ovce osudu a vyslovme ndsledujici vétu dokdzanou P. Kirch-
bergerem v r. 1902 (srv. [4], [13]).

Kirchbergerova véta. Necht M a N jsou konecné podmnoZiny R". Potom lzetyto
mnoZiny ostfe oddélit nadrovinou, prdvé kdy: pro kaZdou nejvyse (n + 2)-bodovou
mnofinu S « M U N lze ostfe oddélit mnoZiny M nSaN n S.

Pavodni Kirchbergertv diikaz je vice neZ dvacetistrdnkovy. Dvandctifddkovy dikaz
zaloZeny na Hellyov& v&t& Ize nalézt v [4].

To samoziejmé neni v matematice fidky pfipad; z vét zpocdtku ,,t€Zkych* se Casem
stdvaji véty ,,jednoduché‘‘: jejich dilkkazy se Casto dafi zjednodusit, a tim jsou pak
véty priihledné a srozumitelné. Jsou vak véty, k jejichz piivodnimu dtkazu se rddi
vracime pro jeho myslenku nebo krdsu. Pékny je i ptivodni dikaz Hellyovy véty pro
svou intuitivni geometrickou povahu. Pfipomeiime si ho pro formulaci s kompaktnimi
mnoZinami.

Helly postupuje indukci podle dimenze prostoru. Pfipad n = 1 jsme si jiZ rozmysleli.
Predpoklddejme, Ze v&ta plati pro kazdy (n — 1)-rozm&rny prostor, n > 1. Necht &
Je systém alespoii n + 1 kompaktnich konvexnich podmnoZin v R", z nichZ kazdych
n + 1 md neprdzdny prinik. Pfedpoklddejme, Ze prunik systému & je prazdny; odvo-
dime spor. ProtoZe prinik systému & je prdzdny, je také prinik jistého kone&ného
podtu mnoZin z & prdzdny (kompaktnost!). Uvaha o takovém koneéném podsystému
o nejmen§im poétu prvkid vede k zdvéru, Ze existuje koneény systém J <« & aTe T
tak, ze NI = 0, ale (7 ~\ {T}) # 0. (Poznamenejme, ze J obsahuje vice neZ n + 1
mnoZin.) Ozname 7' = J \ {T} a T' = (\J". ProtoZe T a T’ jsou disjunktni kom-
paktni konvexni mnoZiny, existuje nadrovina H < R" ostfe odd&lujici T a T’ (to zna-
mend, Ze T a T’ lezi v riznych otevienych poloprostorech uréenych nadrovinou H).

Existence takové nadroviny se dokdZe snadno: zvolme x € T a x' € T' tak, aby vzdd-
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lenost libovolnych bodd y e T a y’ € T’ byla vétsi nebo rovna vzddlenosti bodi x a x’
(kompaktnost!). Pak za H lze volit nadrovinu kolmou k tseéce xx’a prochdzejici jejim
stfedem.

Necht Q je prinik libovolnych n mnoZinz 7. Pak oviem T' < Q. Aviak Q n T # 0,
nebof kazdych n + 1 mnoZin z & md neprdzdny priunik. ProtoZze mnoZina Q je kon-
vexni a protind T'i T’, md spole¢ny bod s H. UvaZujme nyni systtm 7, = {M n H;
MeJ ’}. Ten obsahuje alespoii n mnoZin a prdv€ jsme zjistili, Ze kazdych n mnoZin
z 7 j; md neprdzdny prinik. Podle induk&niho predpokladu (aplikovaného na (n — 1)-
rozmérny prostor H) je (\T i # @ neboli T' n H # 0. Dospéli jsme ke sporu s volbou
nadroviny H.

Té&m, ktefi kromé& geometrie maji rddi také analyzu, se patrné zalibi diikaz zaloZeny
na tvrzeni, které v souvislosti s teorii her dokdzali Bohnenblust, Karlin a Shapley
v 1. 1950 (viz [4], str. 49):

Tvrzeni. Necht C je kompaktni konvexni podmnoZina v R* a & je konecny systém

spojitych konvexnich funkci na C majici ndsledujici vlastnosti: Pro kaZdy bod x € C

existuje f € F tak, %e f(x) > 0. Pak existuje pfirozené ¢islo k < n, kladnd disla
k

%o, -+, % @ funkce |, ..., fr € F tak, Ze funkce ), «;f; je kladnd na C.
j=o

K dukazu Hellyovy véty staéi predpoklddat, Ze & je koneCny systém neprdzdnych
kompkatnich konvexnich mnoZin v R". Pfedpoklddejme, Ze (& = 0 a dokaime, Ze
pak jisty koneény podsystém o nejvyse n + 1 mnozindch z & md prdzdny prinik.

Ozna¢me C kompaktni konvexni mnoZinu obsahujici sjednoceni v§ech mnozin z &.
Oznaéme fi(x) vzddlenost bodu x € R" od mnoziny K € &. ProtoZe (\& = 0, spliiuje
systém F = {fx; K € &} predpoklady tvrzeni. Tedy existuji K% ....K*e &, k < n,
a kladnd é&isla «, ..., o, tak, Ze na C plati

k

Y o;fgs > 0.
j=o
To znamend, ze (\{K’;0 < j < k} = 0.

Dalsi hezkou aplikaci Hellyovy véty je ,,véta o obrazové galérii pochdzejici od M. A.
Krasnoselského z r. 1946; viz [13],[4].

Pfedstavme si obrazovou galérii (nejlépe moderniho uméni) sestdvajici se z n&kolika
spojenych sdli (nejlépe nepravidelnych tvarii). Jestlize kaZdou trojici obrazi Ize uhlidat
jednim pracovnikem galérie (to znamend, Ze kaZd4 trojice obrazi je viditelnd ze vhodné&
voleného mista galérie), pak jediny pracovnik uhlidd celou galérii, tedy z vhodného
mista jsou vSechny obrazy viditelné.

Krasnoselského véta. Nechr' S = R" je kompaktni podmnoZina obsahujici alesporn
n + 1 bodii. Necht pro kaZdou (n + 1)-bodovou podmnoZinu mnoZiny S existuje bod,
z néhoZ jsou viechny jeji body viditelné v ramci S. Pak je mnoZina S hvézdovitd.

Pripomenime, Ze bod y € S je viditelny 2z bodu x v rdmci mnoZiny S, jestlize tsecka
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xy je obsaZena v S. MnoZina se nazyva hvézdovitd, jestliZe existuje bod, z n€hoZ jsou
viechny body z S viditelné v rdmci S. Véta tedy uddvd kombinatorickou podminku
zarucujici, Ze mnoZina je hvézdovitd.

Uvedené aplikace Hellyovy véty mély kombinatorickou povahu jako véta sama.
Je pozoruhodné, Ze Hellyova véta se hodi k dikaziim tvrzeni, kterd maji vyrazné ,,ne-
kombinatoricky* vzhled. (Ndsledujici a dal3i priklady jsou uvedeny v [4].)

Jungova vé&ta. Necht M = R" a necht primér.mnoZiny M nepfesahuje 2. Potom
existuje koule o poloméru nejvyse [2n(n + 1)]'/? obsahujici mnoZinu M.

Cislo uvedené ve v&t& md dobry geometricky vyznam: Uddvd polomér koule opsané
n-rozmérnému pravidelnému simplexu o délce hrany 2. Je zndmo, Ze pokud se mnoZina
M nevejde do Zddné mensi koule neZ s uvedenym polomérem, pak uzdvér M obsahuje
vrcholy n-rozmérného pravidelného simplexu o délce hrany 2.

Poznamendvdme, Ze zcela neddvno na$la Jungova véta aplikace v nejmodernéjSich
partiich diferencidlni geometrie. S jeji pomoci dokdzal M. Katz v r. 1983, Ze tzv. vypliiu-
jici polomér variety (metricko-topologicky invariant pro kompaktni Riemannovy variety
zavedeny M. Gromovem) je pro jednotkovou sféru S" = R**! roven 1/2 arccos
(=(n + 1)7"). (Na toto uZiti Jungovy véty nds upozornil O. Kowalski.)

Jak jsme jiZ uvedli, Hellyova véta uddvd podminku pro neprdzdnost priniku kon-
vexnich mnoZin. Vznikd pfirozend otdzka: jak ,.velky‘ je tento prunik. Ndsledujici
véta pochdzi z r. 1953:

Kleeova véta. Necht & je systém alespori n + 1 kompaktnich konvexnich mnoZin
v R" a necht K = R" je kompaktni konvexni mnoZina. Pfedpoklddejme, Ze plati tato
podminka: Pro kaZdy systém n + 1 mnoZin z & existuje posunuti mnoZiny K obsaZené
v jeho priiniku. Potom existuje posunuti mnoZiny K obsaZené ve vSech mnoZindch z & .

Jinou variantu ,,kvantitativni‘‘ Hellyovy véty ohldsil J. Pach z Budapesti na neddvné
konferenci o konvexit& (Videti, 1981). (Pozndmka pti korektute: viz [20].)

Véta. Existuje konstanta V(n) s touto vlastnosti: Je-li & koneény systém konvexnich
podmnoZin prostoru R" takovy, Ze primik kaZdého podsystému o 2n mnoZindch md
objem vétsi nebo roven Cislu V(n), pak objem priniku vSech mnoZin ze systému &
Jje vétsi nebo roven 1.

Poznamenejme, Ze obecné pocet 2n nelze zmensit a autorovi jsou znamy odhady
gisla ¥V(n).

Tak jsme se zvolna dostali do doby zcela neddvné. Stadi jen dodat, Ze v ,,Mathematical
Reviews* bylo v letech 1980—82 v poloZce ,,Helly type theorems‘ recenzovdno na 30
¢ldnk.

Madme-li zvdZit Hellyovy zdsluhy o vyvoj funkciondlni analyzy, je tfeba se vrdtit do
jeji ,,prehistorie* a — jak jsme se jJiZ zminili — prokopat se k zdkladiim rtiznymi zobec-
nénimi, kosmetickymi Gpravami a poznatky, které s piivodnimi zddnlivé ani nesouvisi.
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Zacneme odzadu: v r. 1932 vysla jako prvni svazek v kniZnici Monografie matema-
tyczne ve Var$avé kniha [2] S. Banacha (1892—1945) Théorie des opérations linéaires.
Je to vlastn€ prvni monografie z funkciondlni analyzy a obsahuje mnoho vysledk

'z teorie normovanych linedrnich prostori, mj. téZ tzv. hlavni principy (linedrni) funkcio-
nélni analyzy (srovnej [6]). Jsou jimi v&ta o rozsifeni spojitého linedrniho funkciondlu
z podprostoru na cely prostor se zachovdnim normy, véta o stejné omezenosti bodové
omezeného systému spojitych linedrnich funkciondlit na Banachové (tj. tplném normo-
vaném linedrnim) prostoru a véta o otevienosti prostého spojitého linedrniho zobrazeni
Banachova prostoru na Banachiiv prostor.

Zrod prvnich dvou vét, dnes obvykle oznaCovanych jako Hahnova-Banachova véta
a Banachova-Steinhausova véta, md del3i historii. JiZ kolem r. 1855 fesil P. L. Cebysev
(1821 —1894) problém, zda je (rozumnd) funkce x jednozna&n& uréena svymi momenty,
tj. hodnotami

0
ck=j t*x(t)dr, k=0,1,2,....

-
Podobnymi problémy se pozdgji zabyvala fada dalsich matematikd (Stieltjes, Ham-
burger, Hausdorff aj.). Jedno dnes jiz klasické tvrzeni z této oblasti ndlezi i Ceskému
matematikovi M. Lerchovi (1860 —1922).

Ve funkciondlné-analytické formulaci v soudobém oznadeni 1ze momentovy problém
popsat takto: je-li X (redlny) normovany linedrni prostor a f spojity linedrni funkciondl
na X (piSeme f € X*), md se feit systém rovnic

(M) fx) = ¢,y a€4d,

vzhledem k ,,neznédmé* f (prvky x, € X a &isla ¢, jsou ddny, A4 je libovolnd indexovd
mnoZina, kterou parametr a probihd). ReSenim této tilohy se pro prostor X = C(<a, b))
zabyval i Helly v [9], je vSak tfeba si alespofi &dste¢n& pFipomenout §irsi souvislosti.

Piiblizné v dobé Hellyova pfichodu do Géttingen je zdsluhou Hilberta, Frécheta,
Riesze a Schmidta dokon&ovdno zdkladni studium Hilbertova prostoru I2, resp.
I?*(a, b); (ndzev Hilbertiv prostor je zaveden v [17] o néco pozdgji, k axiomatickému
vybudovdni teorie doslo aZ na sklonku dvacitych let). Je nutno si uv€domit, Ze v tomto
pfipadé je prostor X izomorfni se svym dudlem X*.

V r. 1909 popsal Riesz pomoci Stieltjesova integrdlu obecny tvar spojitého linedrniho
funkciondlu na prostoru C(a, b)) viech spojitych funkei na intervalu {a, b). Zde jiz
prvky C*(<a, b)) nejsou reprezentovdny pouze funkcemi z C(<a, b)), dudlni prostor
je ,,vetsi“. O rok pozdgji zacal Riesz studovat prostory I”(a, b) t&ch méfitelnych funkci
f na (a, b), pro néz je [ f l” integrovatelnd funkce. Za pomoci vysledkii o prostorech po-
sloupnosti 12, resp. I7, ke kterym dospé&li dfive Hellinger, Toeplitz a E. Landau (1877 —
1938), dokdzal felit zmingny momentovy problém (M) nejprve v kontextu prostori
I*(a, b) a pozdé&ji v [16] i pro prostor X = C(<a, b)). Pro fesitelnost (M) zjistil Riesz
tuto podminku: musi existovat takové Cislo m > 0, Ze pro kaZzdou kone¢nou podmno-
zinu A' c A a kaZdy systém ¢&isel {A,; « € 4’} plati

*) IZ}‘GC«I = m. sup {lzj-uxa(t)l; teda,by}.
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Helly ve své prdci [9] z r. 1912 atakuje rovn&Z momentovy problém (M) pro prostor
X = C(<a, b)). Podminku (*) vyuZivd viak na rozdil od Riesze takto: je-li ) A,x, = 0
v C({a, b)), pak je i ¥ A,c, = 0. Oznatime-li X, podprostor prostoru C(<a, b)) gene-
rovany {x,; « € A'}, plyne odtud, Ze existuje prév€ jeden linedrni funkciondl g na (ko-
ne¢nérozmérném) prostoru X, takovy, Ze plati g(x,) = ¢,, € A’. Nalezeni funkce
s kone¥nou variaci determinujici hledany funkciondl f z C*({a, b)) interpretuje Helly
tak, Ze tento funkciondl f je rozsifenim g z X, na X a toto rozsifeni je spojité (plati
I£]|x+ € m). V [9] je dokdzdno ndsledujici tvrzeni.

Hellyovo lemma. Jsou-lix;, k = 1, ..., 1, funkce z C({a, b)) a ¢;,, k = 1, ..., 1, jsou
redind Cisla takovd, Ze plati (¥) pro A’ = {1, ..., I} a kaZzdou volbu 4, k € A', pak pro
dalsi funkei x,4, € C(<a, b)) lze nalézt ¢,y tak, Ze (*) plati i pro A’ = {1,...,1 + 1}
a kaZdou volbu A, k =1,...,1 + 1.

PouZijeme-li dne$niho oznaceni, je kli€¢ovym bodem diikazu zjisténi podminky

I 1 1 1
_m”;ﬂk-xk + Xt+1” - ;#kck Sy =m “;#;cxk + x1+1“ - ;ﬂ;ck

a odivodnéni existence takového &isla ¢, ,, pro néZ tato podminka je spln€na pro
viechny mozné volby &isel py, u,, k = 1, ..., I. Z hlediska standardniho diikazu Hahno-
vy-Banachovy véty je Hellyovo lemma (pro specidlni pfipad X = C({a, b»)) prvnim
a d4 se fici téZ hlavnim krokem — zbyvd totiZ jen dnes jiZ zcela obvykld aplikace Zorno-
va lemmatu nebo uZiti jiného obdobného obratu a dikaz je hotov.

V r. 1927 se Hahn v [8] vraci k problému existence roziifeni spojitého linedrniho
funkciondlu. Pfi dikazu tvrzeni z prvniho hlavniho principu (ve form& zmin&né na str.
308) pouzivd v podstaté Hellyv postup z r. 1912, ktery kombinuje s vtipnym pouZitim
transfinitni indukce.

Viimnéme si je§t€ krdtce historie Banachovy-Steinhausovy véty. Je pomérné¢ mdlo
zndmo, Ze pro specidlni prostor C({a, b)) ji dokdzal jiz Helly v prdci [9] z r. 1912.
Abychom mohli ¢tendfi pfibliZit ,,tradi¢ni* diikazovou metodu pouZitou Hellym i po-
zdéji Hahnem (fiké se ji zpravidla ,,metoda klouzavého hrbu‘‘), pfipomeiime nejprve
podrobné znéni véty:

Je-li X Banachiv prostor a f,e X*, n = 1,2, ..., jsou funkciondly takové, Ze pro
kaZdé x € X existuje M(x) tak, Ze plati

(**) [fulx)] = M(x) < oo
proviechnan = 1,2, ..., potom existuje M < o tak, Ze pro vSechna pFirozend Cisla n je
[l < M

Princip diikazu pouZitého Hellym lze popsat takto: pfedpoklddd se, Ze sup, H f,," =
= +00; pak se sestroji posloupnost {x,} bodi z X a posloupnost pfirozenych Cisel
{n,} tak, aby platilo
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Txa=xeX, Y b)) S 1,
j=k+1

k-1
,f"k(xk), g k +j§1[f'lk(xi), *
Snadno se ukdZe, Ze je
[fu(x)| 2 k=1,

coZ vede ke sporu s (**). Trochu neobvykly ndzev metody souvisi s tim, Ze kazdd z funkci
Su, md v bodé€ x, ,,hrb*.

Pred Hellym pouzil tuto metodu Lebesgue pfi diikazu existence spojité funkce, jejiz
Fourierova fada v n&jakém bodé diverguje. Teprve Helly metodu pouzil k dikazu
obecného principu, i kdyZ pouze pro specidlni prostor C(<a, b)). Dne¥ni standardni
dilkaz véty zaloZeny na elegantnim pouziti véty Baireovy pochdzi od Steinhause a Ba-
nacha.

Zminénym pfinosem k nalezeni dvou ze tfi zdkladnich principd vSak Hellyovy
zdsluhy o budovdni funkciondlni analyzy nekon¢i. Lze dokumentovat, Ze jiZ v obdobi
1910—1920 uvaZoval Riesz o vybudovadni axiomatického systému zobeciiujiciho dosud
zndmé funkéni prostory. V r. 1913 vy3la jeho kniha [17], pfevdZn& vénovand prostorim
I?, av8ak ani tam, ani v dalSich pracich se Riesz o uvaZovanou axiomatizaci nepokusil.
Jeden z prvnich krokd v tomto sméru podnikl Helly: s devitiletym odstupem se v r.
1921 vrdtil opét k problematice souvisejici s momentovym problémem. J. Dieudonné
ve své knize [5] oznaCuje Hellyho préci [10] za meznik ve vyvoji funkciondlni ana-
lyzy. K popisu vyledkii z [10] pouZijeme dneSniho oznadeni v&etn& pojmii zavedenych
po r. 1921.

Helly zde uvaZuje dosti obecny pfipad: nejprve voli linedrni podprostor Y prostoru
viech komplexnich posloupnosti y = {y,} s obecnou normou y — |y| (pro ni uZivd
dnes béZnych axiémi). Ddle uvazuje ,,dudl* Y’ (pozor, nemusi splyvat s dnes uZivanym
pojmem dudlniho prostoru zavedeného Hahnem pozdgji) jako linedrni prostor viech
z = {z,}, pro néz je

<z, y> = ZZ,..V,.

konvergentni pro vSechna y € Y. Kromé& zobecnéni vysledkd, kterych dosdhl o vztahu
norem a omezenych uzavienych symetrickych okoli podédtku v koneénérozmérném
prostoru Minkowski (zdd se, Ze Helly jako jeden z prvnich pochopil vyznam konvexity
v souvislosti s normou), zabyval se feSenim systému rovnic

(M) ' (Zp ) = C,r a€A,

s kone¢nou, resp. spoCetnou indexovou mnoZinou A4. Zavede-li se norma na Y’ tak,
jak jsme zvykli (,,singuldrni p¥ipad*, kdy by vychdzelo Hz” = 0 pro z # 0, Helly vylu-
&uje), 1ze Hellyho vysledky popsat takto: Je-li mnoZina A kone¢nd, napt. 4 = {1, ..., I},
zzeY,k=1,...,1, arovnice v (M’) jsou ve zfejmém smyslu nezdvislé a bezesporné,
pak existence m > 0 s vlastnosti

'Z’lkckl < m. HZZ,‘zkH

310



(pro vsechny moZné volby 4, k = 1,...,1) je nutnd a stadi k tomu, aby pro kazdé
¢ > 0 existovalo feSeni y € Y systému (M’) s vlastnosti |] y” < m + &. Pro nekonecnou
mnoZinu A = {1,2,...} pfisluind analogickd v&ta neplati bez dodatednych ptedpo-
kladt.

Na zdvér jest§ poznamenejme, Ze ,,dneSni* vty o Felitelnosti systémi (M), (M)
se prakticky neli§i od vysledktl, ke kterym dosp&l Helly. Analogickd tvrzeni plati i pro
systémy nerovnic. i

Maly podet publikaci nesniZuje Hellyovy zdsluhy o rozvoj funkciondlni analyzy.
Spolu s Banachem, Rieszem, Hahnem, Wienerem, Hilbertem, Schmidtem a dal$imi
je potitdn k jejim tvircim v fad& obsdhlych studii vyznamnych autorti (ymenujme
n&které: M. Kline, A. F. Monna, J. Dieudonné, M. Bernkopf, E. Heilinger a O. Toeplitz;
podrobngji viz [3]) a je dodnes citovén v fad€ u€ebnic a monografii.

Eduard Helly nepatiil mezi matematiky, ktefi se mohou pyS$nit rozsdhlym seznamem
praci nebo jmény véhlasnych ¢asopisti, v nichZ publikuji. Nebyl nikdy zvolen ¢lenem
z4dné udené spole€nosti, nebyly vyddny jeho sebrané spisy a s vyjimkou [3] o ném
nebylo mnoho napsdno. Z. W. Birnbaum v dopise z r. 1979 (viz [3]) poznamendvd:
,,Je skutetn€ dosti smutné, Ze takovému &lovéku je v€novdno tak mdlo pozornosti,
atkoliv v&ty nesouci jeho jméno jsou jiZ polovinu stoieti povaZovdny za klasické. (...)
Nelze se zbavit dojmu, Ze to byl dobry Elovek, ktery nemél v Zivoté Stésti.*

Piesto vSechno patii dilo E. Hellyho k trvalym a pfitom stdle Zivym hodnotdm mate-
matického pozndni. Mohl by si kdokoli z matematikii pfdt vice?
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BDF neboli véta o hlavnich osach
v nekoneCné dimenzi*)

P. R. Halmos**)

Nejslavnéjsi vysledek z konecnérozmérné linedrni algebry je tzv. véta o hlavnich
osdch: redlné symetrické matice lze diagonalizovat. Nekonecnérozmérné zobecnéni se
nazyvd spektrdlni vétou; to je stard véc. Mnohem hlubsi a okdzalejsi nekonecénd verze
je soulasné mnohem novéjsiho data; byla objevena v roce 1973 Brownem, Douglasem
a Fillmorem (BDF). Jejich pFispévek md dvé dsti: proniknuti do struktury a konstrukci
dikazu. Proniknuti je divtipné a krdsné; ditkaz je komplikovany a obtiZny. Domnivdm
se, Ze diukaz se jednoho dne zjednodusi. Dokud tomu tak nebude, kaZdy prispévek

podobny nasSemu miiZe pouze popsat proniknuti.

Diagonalizace

Pro danou redlnou symetrickou matici A nalezn&me jeji vlastni &isla (kofeny charak-
teristické rovnice) a prislunou ortogondlni bdzi vlastnich vektori délky 1. Proces
diagonalizace 1ze popsat dvéma ekvivalentnimi zpisoby: geometricky a algebraicky.
(1) Vyjddfete linedrni zobrazeni, které matice A definuje, jako matici vzhledem k vyse

*) Tento &lanek je zdpisem prednaSky na pozvani na denverském zasedani MAA 7. ledna 1983.
Nazev prednasky byl Jak se zbavit malych matic neboli Co vlastné udélali Brown, Douglas a Fillmore
v roce 1973?

**) Gdaje o autorovi viz PMFA 27, & 5 (1982), str. 280—281.

Reprinted from the “Notices of the American Mathematical Society‘, BDF or the Infinite Prin-
cipal Axis Theorem, P. R. HALMOs, June, 1983, pages 387—391, by permission of the American
Mathematical Society.
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