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Matematicka ™*2olympiada

Texty vSech dvanacti uloh pro rok 1973 (&. 13 az 24) uZ byly otistény; proto zatim
neuvetejiujeme dalsi ulohy, ale budeme se zabyvat jesté trochu feSenim uloh prvniho
ro¢niku (€l. 1 aZ 12). Minule jsme otiskli ukazkové feSeni tilohy 2; dnes to bude ukazkové
feSeni ulohy 10. Zajimavé uloze 12 (véta van der Waerdenova) bude vénovan zvlastni
Elanek.

Jak je vidét, nemiizeme publikovat v Pokrocich autorska nebo ¢tenafska feSeni vsech
soutéZnich uloh; tim bychom zabrali polovinu obsahu kazdého &isla (druhou polovinu
by zabrali pravdépodobné fyzikové) a pfitom metaolympiaddy zajimaji jen ¢ast tenaii.

Proto jsme se rozhodli, Ze budeme vydavat feSeni autorska i ¢tenafska v Tiskovém
sttedisku JCSMEF, a to vzdy asi 24 uloh (dva roéniky) pohromadg. Tak bude vznikat
po castech nova sbirka metodicky feSenych uloh a domnivame se, Ze se tim nasim ¢tena-
fum zavdééime.*) Pokroky budou nadale pfinaset jen texty uloh, vyhodnocovani sou-
t&Ze, informace o soutéZi a vybrana zvlast zajimava feSeni Ctenafi.

Dnes tedy jesté autorské feSeni ulohy 10. Jeji text zni: Zjistéte, zda existuje takovych
deset bezprostiedné po sobé ndsledujicich pFirozenych Cisel, Ze jejich soucet je délitelem
souctu jejich druhych mocnin. Je-li uloha Fesitelnd, najdéte vSechna jeji Feseni.

Prvni rozprava o tiloze povede Zaky asi k domnénce, Ze podet deseti po sob& nasleduji-
cich prirozenych Cisel neni pravdépodobné podstatny pro zptisob feSeni a Ze misto po-
sloupnosti deseti Cisel bychom méli zkoumat posloupnost k bezprostfedné po sob& nasle-
dujicich ¢isel, tj. posloupnost

(1) n+l,n+2,..,n+k
a soucty
(2) s=m+1)+m+2)+...4+(n+k)),

o=n+1P+m+2>+...+(n+k)>.
V této obecnéjsi formulaci ma uloha dv& prom&nné v oboru pfirozenych &isel: k (kolik
glenit) a n (za kterym &islem zadit).

Druhy impuls, vhodny zejména pro mladsi Zaky, bude patrné fesit ilohu pro néktera
mensi k — tfeba i experimentalné —, abychom ,,objevili“ metodu feSeni. Zvolime

wevr ~

k = 3 a zapiSeme v novém, pro tento pfipad vhodnéjsim oznadeni

(3) s=(v=-1D+v+(+1), o=(v-12+v+(v+1)3,
t.
s=3v, o6=3v+2, v=2.

ProtoZe podle (3) s je nasobek tfi a o nikoli, neni &islo o nasobkem &isla s pro Zddné

*) Prvni seSit zamyS$lime vydat jesté v kalendafnim roce 1973.
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prirozené Cislo v. V celém prub&hu feSeni budeme Zaky ostrazité hlidat, aby Gpln&
a spravné uzivali kvantifikator.
Obdobny pokus mohou provést Zici jedté pro k = 5. Zde bude podle (2) p¥i zm&n&ném
oznadeni
s=5, oa=5%2+10, v=3.

Cislo ¢ bude nasobkem ¢&isla s, pravé kdyZ bude &islo v2 + 2 nasobkem &isla v, tj. &islo
2 nasobkem &isla v. To vsak je vzhledem k podmince v > 3 nesplnitelné. Uloha je tedy
pro k = 3, 5 nefesSitelna.

Dame zaktm prozkouset jesté pfipad k = 4. Zde bude

(4) s=(0-=1D+v+ @+ +v+2=4+2=22v+1),
o=0—-1)+vV+(+1)?+(v+2?>=
=42+ +6=2v+1)*+5

a zarovedt v = 2. Cislo ¢ je podle (4) nasobkem ¢&isla s, pravé kdyZ je &islo 5 nasobkem
Cisla 2v + 1. Vzhledem k tomu, Zeje v = 2,je2v + 1 2 5,tj.2v + 1 = 5, v = 2.
Posloupnost
1,2,3,4

dava skutené jediné feSeni ulohy, nebot v tomto pfipadé je s = 10, ¢ = 30. Naproti
tomu napf. posloupnost 2, 3, 4, 5 nenf feSenim tlohy (s = 14, ¢ = 54).
Predchézejicimi pokusy jsou Zaci mentaln& pfipraveni k tomu, aby fesili Glohu obecnég.
n n+k n n+k n

Podle vzorch pro soudty Y j, ».j° vyjadiis = Y. j — Yj, o =Y j* — ¥.j* a dostanou po
1 1 1 1

1 1

upravach
(5) 2s = k(2n + k + 1),
(6) 60 = 6n’k + 6nk* + 6nk + 2k*> + 3k? + k.

Podil /s = r je ptirozené &islo, pravé kdyz plati
(7) 60 = 3r.2s (r pfirozené).

Dosadime do (7) z (5), (6) a d&lime &islem k; vyjde
(8) 6nk + 6n* + 6n + 2k*> + 3k + 1 =3r(2n + k + 1).

AzZ posud mohli provadét Zaci vSechny uipravy zcela samostatng; k dalsi ipravé rov-
nice (8) viak potiebuji podnét. Vyraz na jeji levé strang je tfeba upravit v soudet dvou

&lent, z nichZ jeden bude nasobkem trojélenu z pravé strany rovnice (pro¢ asi?). Po ne-
dlouhém vypoétu dostaneme

32n + k+ 12+ (K* —1)=6r2n + k + 1)
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neboli

k* —1

—_ =6r.
2n + k + 1

) 32n 4+ k+ 1) +

Rovnice (9) je vychodiskem pro zpola deduktivni, zpola experimentalni feSeni zobec-
néné tlohy.

Pfi feseni zadané Gilohy 10 poloZime k = 10. ReSeni miZeme dostat jen v pripadg, Ze

K* —1 _ 99
2n + k + 1 2n + 11

(10)

je celé ¢&islo kladné (a dokonce dglitelné tfemi — viz (9)). Rozhodn& nebudeme problém
fesit ekvivalentnimi Gpravami, ale metodou inkluze, tj. budeme formulovat nutné pod-
minky pro feSeni; o jejich postacitelnosti se nakonec pfesvéd¢ime zkouskou. Pokud nema
&islo k? — 1 piilis mnoho délitelt, je tento postup nejjednodussi. V nasem ptipadé je
2n + 11 = 13, tj. 2n + 11 je délitelem ¢&isla 99, ktery je vétsi nebo rovny 13. Je tedy
2n + 11 = 33 nebo 2n + 11 = 99. Odtud dostaneme n = 11 nebo n = 44. Pti dosazeni
do (9) dostaneme r = 17 nebo 149/3. MuzZe tedy vyhovovat jen n = 11 (nikoli 44).
Posloupnost

12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21

je skutecné jedinym teSenim ulohy, jak se presvédéime zkouSkou. Zavér feseni, které
mohou provést zaci pomoci (9) zcela samostatné, je jistou Skolou metody inkluze.

I kdyZ snad by bylo obtizné fesit s Zaky stfedni §koly zobecnénou tilohu bez jakého-
koli omezeni, bylo by moZné omezit se na uzsi okruh tiloh (jde vlastné o problémovou
situaci) a vyslovit tento problém:

Je ddno liché prvocislo p. Zjistéte, zda existuje p — 1 bezprostiedné po sobé ndsledujicich
pFirozenych ¢isel tak, aby jejich soucet byl délitelem souctu jejich druhych mocnin.

Reseni této varianty zni: dana tloha je feSitelna, pravé kdyZz je p =11 a p =2
(mod. 3).

Také pfi feSeni této varianty je vychodiskem rovnice (9), ktera se tak zakiim prezen-
tuje jako algebraické jadro celého feSeni. Mimo odvozeni této rovnice pak potfebuji zZaci
jen nékolik malo vét z teorie Eisel.

Za zminku stoji snad je$té jiné moZnosti zobecnéni, napt. nahradit soucet prvnich &i
druhych mocnin soutem mocnin s jinym exponentem. Tak napf. tloha: Zjistéte ctyFi
bezprostiedné po sobé ndsledujici pfirozend Cisla, jejichZ soucet je délitelem souctu jejich
tFetich mocnin, ma nekone¢né mnoho feseni, jak vyplyva z jednoduchého vypodétu:

s=v-1D)+v++)+(+2)=4+2,
o=0—-1+vV+(+1)>+(+2)3,
.
a=4v3+6v2+18v+8=2(2v3+3v2+9v+4)=2(2v+1)(v2+v+4),
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t.

c=s.(vV*+v+4).

Regenim tlohy jsou tedy viecky posloupnosti éty¥ bezprostfedné po sobé nasledujicich

ptirozenych &isel.

Jak je vidét, tloha 10 nalezi do problémové situace, ze které Ize Cerpat mnoho uloh

od nejjednodussich az po dosti slozité.

Poznédmka
k ,,metaolympiadé‘

Zbynék Nddenik, Praha

Pro ucelnost ,,metaolympiady* [8] bez
vyhrad svédci kratka historie jeji 12. ulohy
(Pokroky 77 (1972), 159).

Uzaviené lomené Cafe v prostoru, ktera
se sklada z n stejnych stran, a kterd méa
vSechny uhly stejné, fikejme (podle V. I
ARNOLDA [1]) pravidelny n-uhelnik. Podle
12. tlohy se ma dokéazat: (x) Pravidelny
pétithelnik je rovinny.

Na podzim 1970 dostal K. HAVLiCEK
z redakce referativniho Casopisu Zentral-
blatt fiir Mathematik VAN DER WAERDE-
Novu praci [10] z ¢ervence 1970, se kterou
meé seznamil. Nejdfive se mé vSak otazal,
zda bych cekal, Ze plati (x). Odpovédél
jsem zaporng, protoZe jsem si piedstavil
z hran pravidelného &tyfsténu a krychle
pravidelny nikoliv rovinny Ctyfahelnik
a Sestithelnik. Van der Waerdenovym vy-
sledkem () z [10] jsem byl velmi pfekva-
pen. V [10] je navic dodatek, Ze (x*) pravi-
delny pétivhelnik je budto konvexni (s Ghly
108°), anebo hvézdicovy (s uhly 36°).

Van der Waerden pojal praci [10], kte-
rou prednesl jiz v unoru 1970 v cury$ském
matematickém kolokviu, jako pfispévek

Jan VySin

k psychologii matematického mysleni.
O ném uZ v roce 1968 vydal knizku [9],
ktera spolu s [10] vyznamné dopliiuje se-
znam literatury, uvedeny J. VySinem
v tvodnim ¢lanku [8] k ,,metaolympiddé*’.
Van der Waerden piSe, jak uZzasl, kdyz
v prosinci 1969 mu chemik J. D. DuniTZ
tvrdil, Ze podle jistych chemickych poznat-
k@ musi platit (*). Pak van der Waerden
obsahle li¢i svij postup pfi ovéfeni.
J. D. Dunitz sdélil v tunoru 1970 své tvrzeni
i G. POLyovr*), ktery vyloucil jakoukoliv
drivéjsi znamost véty (x) a pripojil: ,,Kdyz
van der Waerden o tom nevédél, pak to
nebylo znamo v matematice* ([3], pozn. '),
str. 25).

V tnoru 1971 jsem navrhl K. MALEC-
KOVI, aby se zamyslil nad vlastnostmi pra-
videlnych r-thelnikd pfi n > 5. Referoval
o tom v geometrickém seminafi v kvétnu
1971 spolu o van der Waerdenové praci
[10] a dalSich odtvodnénich véty (x) od
W. LUssyHo a E. TrosTA [6] z Cervence
1970 a H. IRMINGERA [5] z listopadu 1970.
Na pristim seminafi uvedl T. JANCAR, Ze
V. 1. Arnold ([1]) uz v roce 1957 vyslovil
ulohu: Pro kterda » existuji pravidelné

*) Viz jeho kratkou biografii (Pokroky 17
(1972), 237) pred jeho pretist€énym proslovem
,,Matematikové, které jsem znal®“ (tamtéz,
237—244).
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