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PreloZil Jifi Niederle

Ergodické preludium

Beloslav Riecan, Bratislava

Ergodicka tedria, ostatne podobne ako mnohé iné matematické tedrie, je zaujimava
z dvoch stanovisk: na jednej strane pracuje ergodicka tedria s rozsiahlym a elegantne
pouZivanym matematickym aparatom (tedrie miery, funkcionalnej analyzy a pod.);
na druhej strane poskytuje bohaté moZnosti aplikacii, Statistickou fyzikou poéntic
a trebars tedriou ¢isel konéiac.

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberaf jednym zo zavaZnych problémov ergodicke;j
tedrie, ktory bol rieSeny v poslednych rokoch, problémom izomorfizmu Bernoulliho
dynamickych systémov a s tym stvisiacim pojmom entrépie. Clanok by mohol mat
nazov ,,0 entrdpii a izomorfizme Bernoulliho dynamickych systémov*. Ale to by bol
titul vonkoncom nepritazlivy.

Najprv trochu terminoldgie. Budeme pracovat s pravdepodobnostnym priestorom,tj.
trojicou (X, S, P), kde X je neprizdna mnoZina, S je o-algebra podmnoZin mnoZiny X
a P je pravdepodobnostnd miera na S. Pripomefime, Ze g-algebra je systém podmnoZin
mnoZiny X s tymito vlastnostami: 1. @, Xe S. 2. Ak A€ S, tak aj X — 4€ S. 3. Ak

A,eS (n=12,..), tak aj | 4, € S. Pravdepodobnostna miera je funkcia P: S —» R
n=1

vyhovujiica tymto podmienkam: 1. P(@) =0, P(X)=1.2.0 < P(E) < 1 pre vietky
EeS.3.Ak4,eS(n=1,2,.)ad,0nA4,=0(0+m),tak P(UA4,) =) P(4,).
n=1 n=1

Zobrazenie T: X — X sa nazyva mieru zachovavajice, ak pre vSetky E€ S je aj
T Y(E)e Sa P(T"'(E)) = P(E).

Stvorica (X, S, P, T), kde (X, S, P) je pravdepodobnostny priestor a 7 je mieru
zachovavajuce zobrazenie sa nazyva tieZ dynamicky systém.

Uvedme jednoduchy priklad. Nech X je jednotkova kruZnica, S najmensia g-algebra
obsahujica vsetky obliuky na X a P tak4 miera na S, Ze pre TubovoIny obluk E plati
P(E) = l/27r, kde / je dizka oblika E. (To preto, aby P(X) = 1.) Transformacia 7 nech
je otocenie o nejaky uhol a. V komplexnom zapise T(z) = cz, kde « = arg c.
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Ten isty priklad moZeme este inak prezentovat. KruZnicu ,,rozstrihneme a narovname*
do usecky <0, 1); S je systém vietkych borelovskych podmnoZin mnoZiny €0, 1); P je
Lebesguova miera. Co odpoveda zobrazeniu T'? PoloZme x, = «/2n a odpovedajicu
transforméciu priestoru <0, 1) oznaéme znakom 7';. Potom (obr. 1)

X + x9, akx 4+ x5 <1

nm={

x+xo—1, akx+x,21.

Struéne sa zvykne napisat T;(x) = x + x,(mod 1). Pravda, toho nie je celkom ten
priklad, ktorym sa chceme zaoberaf.

' .
T(x)
T(Xz) Obr. 1.
————o —e — oo
0 Tix) x T{%) X, 1 X+X,
xl

Priklad, o ktorom je re¢

Nech X je opét jednotkova kruZnica, S je g-algebra vietkych borelovskych podmnozZin
mnozZiny X, P je pravdepodobnostna miera indukovana diZkou obluka. Inak budeme
definovat transformaciu 7. V komplexnom z4pise

T() = 22,

teda T zdvojnasobuje uhly (obr. 2).

Urobme opit analdgiu na priamke. Teda X; = (0, 1). Sy je systém vSetkych borelov-
skych podmnoZzin mnoZiny X, P, je Lebesguova miera. Odpovedajtica transformacia T
je zrejme uréend vztahom 7T(x) = 2x(mod 1), teda (obr. 3)

2x, -akx<%

2x — 1, akx =13

Ty(x) = {

Na prvy pohlad nie je moZno jasné, Ze T resp. T, zachovéavaji mieru. Ilustrujme si to

325



na priklade. Nech napr. £ = (},4) = X,. Potom T '(E) = 3D U< 2). Teda
skutocne

P(TT'E) =4 -t+3-§=1=P(E).

Podobne sa dokaZe, ze pre kazdy interval <a, b) je P,(T; '({a, b)) = P,({a, b)). Nuz,
a pretoZe invariantné mnoZiny (tj. také mnoZiny E, pre ktoré P(T{Y(E)) = P,(E))
tvoria g-algebru, obsahuje tato o-algebra aj g-algebru borelovskych mnoZin, tj. najmensiu
g-algebru nad systémom v3etkych intervalov, teda kazda borelovsk4d mno¥ina je inva-
riantna.

1(z) 2, Obr. 2.
T(z,)
Z,
Obr. 3.
- o o .- f —e—
0 T(x) % Tx) X% 1 2x,

PravdaZe, velmi podobne sa dokaZe aj o zobrazeni 7, Ze zachovava mieru. Uréitd
pozornost si zasluhuje skute¢nost, Ze nemusi platit rovnost P(T(E)) = P(E). Napr. ak
poloZime E = (4, }), tak T(E) = (3, 1), teda

P(T(E) =1+ } = P(E).

Uvedeny dynamicky systém (Ci vlastne dva, na prvy pohlad izomorfné systémy)
mozZno este inak interpretovat. Urobme pre Tubovolné &islo x € <0, 1) dvojkovy rozvoj

X X P
x=24 224 3,
2 22 23

Pritom kladieme napr. x; = 0, ak x€<0,4), x, = 1, ak xe (4, 1) apod. (Pracujeme
teda s vyjadreniami typu 0,1 namiesto 0,0111...) Kazdému x € €0, 1) priradime takto
jednoznaéne postupnost (x,), nul a jednotiek.

Nech X, je mnozZina vietkych postupnosti niil a jednotiek. Priradenim &islu x dvojko-
vého rozvoja (xy, x,, X3, ...) dostaneme zobrazenie f mnoZiny X, = <0, 1) do mnoZiny

X,. Co odpoveda pri tomto zobrazeni transformacii T, kde T (x) = 2x(mod 1)?
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Vezmime x € €0, 1),

Ak x < 1, tak x; = 0. Ale vtedy je

- _ X2 X3
T =2x =2+ 22

teda prvku T,(x) odpoveda prvok f(T,(x)) = (x,, X3, X4, ...) .

Na druhej strane, ak x g 3, tak x; = 1, tj.

1 x; x5
X==-+=4+ =+ ....
2 22 23
Ale vtedy je
T,()=2x—1=1+2434 =22, %,
2 2 2 2?

teda opit f(T,(x)) = (x;, X3,...) .

Vidime teda, Ze transformécii 7, priestoru X; odpoveda tzv. posunutie dolava, tj.
transformacia T, priestoru X, definovani takto:

Ty : (%1, X2, X3, ...) = (X2, X3 X4, -..)
Inak zapisané

TZ((xn):;l) = (yn):o=1 s> Vn = Xn+1 (n = l’ 23 ) .

Aby sme viak mali definovany dynamicky systém (X, S,, P,, T,), zaostiva nam
definovat ¢-algebru S, a pravdepodobnost P,. S, je najmensia o-algebra obsahujica
vietky mnoZiny typu

{(x,,):;t; x_,l =i1, sz=i2""’xjk=ik}'

P, budeme definovat tak, aby zobrazenie f bolo mieru zachovavajuce.
Nech napr.

E = {(xn):o=l; Xy = 1’ X3 = 0} .

Potom f ~'(E) je mnoZina tych &isel x € €0, 1), v ktorych dvojkovom rozvoji je na druhom
mieste 1 (teda x je v pravej polovici intervalov <0, 1), resp. <3, 1) na trefom 0 (teda x lezi
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v Tavej polovici intervalov (%, 1), resp. {3, 1)). Preto (obr. 4)

f_I(E) = <%’s %) v <%’ %) s
teda

PUT'EN)=3-++F-3=1%.

Prichodi nam teda definovat P,(E) rovnostou P,(E) = } = (3)>. Vo vieobecnom pri-
pade, ak F ma fixovanych n suradnic, kladieme P,(F) = (3)". Z teorie pravdepodob-
nosti je zname, Ze na S, existuje prave jedna miera s uvedenou vlastnostou, a to bude P,.

Uvedena schéma si priamo pyta zovSeobecnenia: namiesto dvoch hodndt vezmeme
koneény pocet 0, 1, ..., k—1. Teda X, je mnoZina vSetkych postupnosti (x,)>-, Cisel
0,1,...,k—1. Aj mieru P, méZeme definovat vieobecnejSie. Vyberme k& nezédpornych
&isel po, Py, + .- Px—1, ktorych silet je 1. Pravdepodobnost P, je uréena vztahom

Py({xadnzt s Xj, =0y Xy = Iy eens Xj, = In}) = Py, Py - Dy, -
Predosly priklad dostaneme, ak poloZime k& = 2, p, = p, = 1. Potom
Py{(xea)ilss X5, =iy, Xxj, =1y ..0X;, =i)=%.%...3=@@)".
Dynamicky systém (X,, S,, P,, T,) vytvoreny prave uvedenym spésobom budeme
nazyvat kratko jednostrannou Bernoulliho (py, Py, - --» Px_1)-schémou. Specidlnym pripa-

dom, ktory sme zvlasf preskumali, ba dokonca aj nakreslili, bola jednostranni Bernoul-
liho (3, 4)-schéma.

- — e
1 1 3

0 Z 2 . 1

Obr. 4.

Bernoulliho schémy si zname z teorie pravdepodobnosti. Ak opakujeme nejaky
pokus (ktory ma koneény polet vysledkov Ay, ..., 4;_; a ich pravdepodobnosti su
P(4,) = pg, -..» P(4x_1) = pi_1) nezavisle povedzme sedemkrat, tak pravdepodobnost
toho, Ze pri druhom pokuse nastane A,, pri trefom A4; a pri Siestom A, je p; . ps . p,.
Napr. pri hddzani mincou pravdepodobnost toho, Ze znak padne pri prvom, trefom
a $iestom pokuse je (3). (3) . 3) = (3)3. Posledny pokus (hadzanie mincou) je zrejme
popisany Bernoulliho (4, 4)-schémou.

Obojstranné postupnosti

Podobne ako jednostrannu definujeme aj obojstrannit Bernoulliho (pg, Py - - -5 Pi_ 1)-
schému. Hlavny rozdiel je v tom, Ze namiesto jednostrannych postupnosti pracujeme
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s mnoZinou X, vietkych postupnosti (x,),~ _,, prvkov 0, 1, ..., k—1, teda
X, = {(xe-w; %€{0,1,...k—1}}.
S, je opif najmensia o-algebra obsahujuca vietky mnoZiny typu
{Cracws X, =iy, Xj, =in},
P, je miera na S, urfena vztahom
PZ({(xn):;—oo sXg =y, X, = im}) = Pi,Pi, -+ Pi,y

(pre Tubovolné j,, ..., jm € Z, iy, ..., i€ {0, 1,...,k — 1}). Kone€ne transformécia T,
je opat posunutie dolava, teda

Tz((xn :o=—co) = (yn):o=—oo ’ kde Yn = ni1 (n = 0, i'ls iz’ ) .

Pokusime sa dynamicky systém (X,, S,, P,, T,) interpretovat geometricky. Vezmime
$pecialne (1, 4)-schému. Namiesto intervalu {0, 1) vezmime tentoraz jednotkovy Stvo-
rec X; =<0, 1) x €0, 1), S; — borelovské podmnoZiny mnoZiny X; a P; — dvojroz-
mernd Lebesguovu mieru. Nech (x, y) € X.

Urobme dvojkové rozvoje

a priradme bodu (x, y) postupnost

SO0 = (s 330 Y20 Yis Xy5 X2, X3, Xy, -.2)

(teda postupnost (z,)r-_ ., kde z; = x; (i =1,2,..)az; =y, _; (i =0, =1, =2,..)).
Aké transformécia T, : X; - X, odpoveda posunutiu 7,? Pri posunuti T, odpoveda

postupnosti (..., ¥3, Y2, ¥1» X1, X2, X3, ...) POStupnost (..., ¥,, ¥1, X1, X3, X3, Xg, -..), teda
Ty(x, y) = (u,v),

kde
u=x2+ﬁ+ﬁ+
2 22 23
x
v = 1+_)2+Jf'2+
2 22 23
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Ak x;, =0 (. x < }), tak u = 2x, v = y[2. Ak x; =1 (tj. x 2 }), tak u = 2x — 1,

v =14 + y[2. Teda
(2x,§), ak x < }

(2x— 1%“) ak x 23

Zobrazenie T, sa nazyva tiez pekdrskou transformdciou, pretoze ho mozno vyjadrit ako
transforméciu zloZend z dvoch transformécii T, = V o U, kde (obr. 5)

Tl(x’ y) =

U:<0,1) x <0,1) - <0,2) x <0, %),

= Y
Ux,y) = (Zx, 2) R

V:<0,2) x <0,4) -»<0,1) x €0, 1),
(x,y), ak x <1

V =
) {(x—l,y+%), ak x=>1.

Nuz, a tento proces pripomina miesenie chleba (obr. 6).

Izomorfizmus dynamickych systémov

Zvlastnostou dynamickych systémov v porovnani s niektorymi inymi matematickymi
$truktirami je ta okolnost, Ze sa odhliada od mnoZin nulovej miery.

o (xy) E__ - _°_V(—";)—}
“““““ 7=
7 | i
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Dynamické systémy (X, §,, P1» T}), (X;, S;, P,, T,) sa nazyvajt (metricky) izomorfné,
ak existuji také mnoZiny y, < X,, Y, < X, a také zobrazenie f: Y, - Y,, Ze plati:

1. P(Y)) = 1, Py(Y,) = 1, fje jedno-jednozna&né.

2. Nech E < Y,. Potom, E€ Sy < f(E)€ S,.

3. Pre vietky E€ S, E c Y; Je P,(E) = P,(f(E)).

4. Diagram
T,
Yl Yl
/ s
T,
Y2 YZ

je komutativny, tj. f(T;(x)) = T>(f(x)) pre vietky x € Y,. :

Prikladom izomorfnych dynamickych systémov stt dynamické systémy (X;, Sy, Py, T})
a (X, Sy, Py, T)), kde X = (0, 1), Ty(x) = 2x(mod 1) a (X,, S,, P,, T,) je jednostran-
né Bernoulliho (4, 4)-schéma. V tomto pripade méZeme vziat Y, = X,, Y, = X, — Z,,
kde Z, pozostava z tych postupnosti (x,)>-,, v ktorych je len kone¥ny po&et nal. Mno-
Zina Z, je spotitatelna, a pretoZe jednobodové mnoZiny maju mieru nula, je aj P,(Z,) =
= 0. Zobrazenie

X X
f:x=71+“2—:‘ + oo ()2

je zobrazenim Y, na Y, a vyhovuje vietkym poZiadavkam kladenym na izomorfizmus.

Spektrilna ekvivalentnost

Nech (X, S, P, T) je dynamicky systém, L,(X) odpovedajici Hilbertov priestor.
Transformacia T indukuje transformaciu U: L,(X) —» L,(X) definovanui takto: Ak

J€ Ly(X), tak Uf(x) = f(T(x)).

T
X < X
/
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Dva dynamické systémy (X, S;, Py, Ty), (X3, S,, P,, T,) sa nazyvaju spektralne ekvi-
valentné, ak existuje taky izomorfizmus ¢ : L,(X;) —» L,(X,), Ze diagram

Ly(x) Ly(x)
»
LX) LX)

je komutativny.

V pozadi problematiky, o ktorej sa chceme zmienit, stoji tito skutoCnost: vietky
obojstranné Bernoulliho schémy st spektralne ekvivalentné (pozri napr. [6]). Naskyta
sa otazka: Su vSetky Bernoulliho schémy izomorfné? Negativnu odpoved na tuto otazku
dalvr. 1959 A. N. KoLMOGOROV. V tejto stivislosti zaviedol pojem entrépie dynamického
systému.

Entrépia dynamického systému

Nech (X, S, P, T) je dynamicky systém. Nech £ = {E|, ..., E,} je kone¢ny meratelny
n—-1

rozklad, tj. E;€ S (i = 1, 2, ..., n). Znakom V T'¢ oznatime rozklad vytvoreny vietkymi
mnoZinami tvaru i=0

E,nT " E)o...oT " NE; ) (i=1,...mi=0..,n—1).
Entrépia dynamického systému sa definuje postupne takto:

HE) = —EIP(E.-) log P(E) .

n—1
h(&, T) = lim inf—1 H(V T,

n»wo N i=0

h(T) = sup {h(¢, T); ¢ je konecny meratelny rozklad} .
UkaZeme si ako sa vypodita entrépia Bernoulliho (pg, py, ..., P_1)-schémy. Za tym
ti¢elom zvolime rozklad € takto: & = {E,, Ey, ..., E;_,}, kde
E; = {(x)f -3 Xo = i}

Podla definicie Bernoulliho schémy je P(E;) = p;, teda

k-1

H@) = -} pilogp;.

i=0
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2-1
Ako vyzera \ T~ 'E? Pozostava zo vietkych mnoZin tvaru E; n T~'(E)) , teda

i=0
1 . k=1k-1 )

HVT ) =— 20 ZOP(E,- N T~Y(E)) log P(E; n T~ '(E))).
i=0 i=0j=

Pretoze mnozZiny E;, T~ '(E;) su podla definicie Bernoulliho schémy nezavislé, plati, Ze
P(E,n T~ '(E)) = P(E)) P(T"'(E;)) = p;p;. Preto

1

H(i\_/OT"'E) = — Yy pipjlogp; — Y3 pip;logp; =
k-1 k-1

= — (Zop,-) Y. pilog p; — (.Zopi) Y.pjlogp; = 2H().
Jj= i i= J

Podobne sa dokaze, Ze

n—1

HCY T™4) = nH()

teda

= L1
h@,T)=1T1;nH@)=IR®.

Vieme uz teda, Ze A(T) = — Y p;logp;. Cislo — Y p,log p; sa ned4 prekrotit. Plati
totiz veta, ktori BILLINGSLEY nazyva Kolmogorovovou, PARRY Sinajovou:

0
Ak & je vytvarajuci rozklad (tj. S je najmensia o-algebra obsahujuca U T &), tak

h(T) = K(T, §).

V nasom pripade je & vytvarajuci rozklad. Preto entrépia Bernoulliho (po, ..., Pi_1)-
schémy je

k—1

hT) = — _Zop; log p; .

Izomorfizmus a entrépia

Z toho, ¢o sme uviedli v predo§lom odstavci vyplyvaju tieto dve tvrdenia:
1. 1zomorfné dynamické systémy maju rovnaku entrépiu.

2. Entrépia Bernoulliho (py, ..., py_,)-schémy je h(T) = =) p, log p;.

Z tychto dvoch tvrdeni vyplyva existencia neizomorfnych Bernoulliho dynamickych
systémov. Staci najst dve schémy s rdznymi entrépiami. Keby boli totiz schémy izo-
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morfné, mali by podla 1 rovnaku entrépiu. Ale z pravidla 2 vyplyva napr., Ze (3, %) -
schéma ma entrépiu log 2, (3, §, §)-schéma ma entrdpiu log 3.

Entropia a izomorfizmus

V tejto suvislosti vznikla otazka (explicitne formulovana v RocHLINOVOM prehladnom
¢lanku z r. 1960): Su izomorfné kazdé dva Bernoulliho dynamické systémy s rovnakou
entrépiou?

Prvy vysledok dosiahol v r. 1959 L. D. MESALKIN, ked dokazal, Ze Bernoulliho
schémy (3, %4, 4,4, %) a (3, +, 1, 3) st izomorfné.

Dalsi vyznamnejii pokrok dosiahol JA. G. SiNAJ ([3]), ked dokazal tato vetu: Ak
X, S, Py, Ty), (X,, S,, Py, T,) st dve Bernoulliho schémy a A(T,) = h(T,). tak
existuje také mieru zachovavajice zobrazenie g: X; - X,, Z2e go Ty = T, 0 g.

Kompletna odpoved dala na seba éakaf 10 rokov. AZ v r. 1970 dokazal D. ORNSTEIN
([4]), ze kazdé dve Bernoulliho schémy s rovnakou entropiou s izomorfné. Ornstein
vychadza zo Sinajovho vysledku a pouziva epsilonovy aparat charakterizovany tymito
dvoma pojmami:

Meratelné rozklady o = {E|, ..., E,}, B = {F,, ..., F,} sa nazyvaju e-nezdvislé, ak

Y |P(E;n F) — P(E) P(F)| < ¢.

i,j

Rozklad « = {E,, ..., E,} je &-zjemnenim rozkladu B = {F,, ..., F,}, ak existuje taky
rozklad y = {G,, ..., G,}, ktorého je a zijemnenim a pre ktory plati nerovnost

ZP(F,- AG)<e.

O svojich vysledkoch napisal D. Ornstein knihu [19].
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Publikécie [5]—[9] poskytuju zakladr.é informacie o entropickej teorii, pravda, neobsahuju najnovsie
Ornsteinove vysledky. Ornsteinove vysledky, ako aj vysledky dalSich autorov su obsiahnuté v pra-
cach [4], [10]—[15]. Clanky [16] a [17] st prehladné, v [18] sa aplikujii dosiahnuté vysledky na teoriu
staciondrnych procesov.

Poznamky k tretej Casti
18. Hilbertovho problému

Ernest Jucovic¢, Kosice

K napisaniu tychto poznamok podnietil autora ¢lanok V. FREIA [4], vlastne niekolko
(nie celkom vystiZnych) tvrdeni v fiom. O 18. probléme HILBERTA sa tam hovori, Ze ,,ne-
patfi patrné k otazkdm mimofadné plodnym pro samotnou matematiku‘. A o tretej
Casti uvedeného problému (urit maximalne zaplnenie E, zhodnymi gulami, popr. inymi
telesami — neskorSie ukaZeme, Ze Hilbert nie je pdvodcom tohoto problému) sa v [4]
piSe, Ze ,,sotva ji lze zodpovédé&t vylerpavajicim zpisobem*, pricom o dalSom vyvoji
tejto Casti Hilbertovho problému sa tam nehovori. KedZe ale na fiu nadviazuje vela
zaujimavych poznatkov geometrie poslednych desafroéi (dakedy oznadovanych za
,,diskrétnu geometriu*‘), z ktorych mnohé je mozné pre kazdého zrozumiteIne formulovat,
je hadam vhodné struéne o tychto partiach modernej geometrie &itatelov Pokrokov po-
informovat a doplnit tak ¢lanok V. Freia. Ak to na prisluSnych miestach nebude inaksie
povedané, bliZSie informacie najde &itatel v monografidch [2], [3], [7], [8]; vynimkou
je iba vlastny problém b) v 4. odstavci.
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