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aby byl opatren na tu dobu vsemi prostredky, jichZ by si opatfil, kdyby stejnou prdci...
vénoval jen pro sebe.

Uvédomime-li si, Ze teprve v roce 1848 — tedy po vice nez 15 letech — zrusil v Ra-
kousku sném robotu, Ze v Bolzanové dobé byly feudalni vysady nedotknutelné, Ze formy
vykofistovani, jichz byl v té dobé svédkem, byly nepifedstavitelné, dovedeme ocenit,
Ze a¢ neznal podstatu obrovskych nerovnosti ve spole¢nosti a nemohl asi dovést vy-
mezit prostfedky, které by tyto nerovnosti zamezily, snaZil se postihnout tyto spole-
Censké problémy a formulovat alespori kodex hlavnich zdkont, které by jim mély Eelit.
Tim se zafadil mezi pronikavé socialni myslitele své doby.

Piesto prese vSecko hlavni vaha Bolzanova védeckého vyznamu tkvi v jeho matema-
matickém dile, které stile Cekd na své uplné zhodnoceni a zafazeni do vyvojového
proudu matematiky v 19. stoleti. A zde by méli nasi matematici navazat na dobrou
tradici generace mezivaleéné, které se podafilo zEasti poodhalit velikost Bolzanova ma-
tematického dila.

Bernard Bolzano a teorie dimenze

Petr Simon, Praha

PiSeme rok 1981. Teorie dimenze je rozvinutou teorii, bez které si nelze predstavit
Zadnou ucebnici obecné topologie. Otevieme-li namatkou n€kterou z nich, mizeme &ist:

Definice. Bud X topologicky prostor. Malé induktivni dimenze ind X prostoru X je
zavedena nasledujicim predpisem:

ind X = —1 tehdy a jen tehdy, kdyz X = ;

ind X £ n tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kazdy bod xe X a pro kazdé okoli
U bodu x existuje oteviené okoli V tak,Ze xe ¥V < U aind bdV <
<n-—1(zde bdV = Vn X — V = hranice mnoziny V);

ind X= »n tehdy a jen tehdy, kdyZ ind X < n a neni pravda, Ze ind X <

Sn—1;
ind X = + o0 tehdy a jen tehdy, kdyZ nerovnost ind X < n neplati pro Zadné
n=-1,0,1,....

Dodteme se rovnéz, Ze mala induktivni dimenze se nazyva téz Mengerovou-Urysono-
vou dimenzi s odkazy na Urysonovu praci z roku 1922 a Mengerovu z roku 1923
([6], [4]. Ma-li kniha, kterou &teme, trochu historickych poznamek, zpravidla se autor
neopomene zminit, Ze induktivni definici dimenze naznacil uZ Poincaré v roce 1912
a jinou induktivni definici (takzvané velké induktivni dimenze) dal Brouwer 1913

([s1. [2D-
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Je tedy nasnadé domnénka, Ze podatky teorie dimenze se kryji s podatkem naseho
stoleti. Pfiznavam se, Ze jsem je§td tak asi pfed rokem této domnénce véfil. Pak se mi
viak dostal do ruky Johnsoniiv ¢lanek o geometrickych vyzkumech Bernarda Bolzana
[3], ktery mne vyprovokoval ke studiu Bolzanovych Geometrickych praci [1],a nevy-
chéazel jsem z prekvapeni. U&elem téchto ¥adkd je podélit se o toto pfekvapeni se &ten-
fem, a to tak, Ze ukaZi, jak mnoho Bernard Bolzano o dimenzi v&dél téméf sto let pied-
tim, neZ se teorie dimenze oficialné narodila.

Dfive neZ pfikro&m k vykladim pojmi, které Bolzano zavedl, spokojme se prozatim
s konstatovanim, Ze tento matematik vynaloZil nemalé usili, aby definoval dimenzi.
Bylo to v dobg, kdy nebyla teorie mnoZin, kdy matematika pozistavala v podstaté jen
ze Ctyf disciplin — z analyzy, algebry, geometrie a z teorie pravdépodobnosti. V této
souvislosti se oviem musi vynofit otazka: Co vlastn€ vedlo Bolzana k tomuto vyzkumu,
pro¢ povazoval za ucelné nebo za nutné podobné pojmy definovat, pro¢ se zabyval
zaklady obecné topologie v dobg, kdy obecna topologie jesté ani neexistovala? Domni-
vam se, Ze odpovédi na tuto otdzku musime zacit.

Podivejme se bliZze na Bolzanovo nazirani na matematiku. Nasledujici citat dava zcela
jasnou predstavu.

Erstlich stellte ih mir die Regel auf, daf ich mich durch keine Evidenz eines Satzes von
der Verbindlichkeit los zihle, noch einen Beweis fiir denselben aufzusuchen, — so lange,
bis ich deutlich einsihe, daf und warum sich durchaus kein Beweis fernerhin fordern lasse.
Wenn es wahr ist, dafi iiberall deutliche, richtige, in der vollkommensten Ordnung verbundne
Vorstellungen leichter zu fassen sind, als hie und da noch verworne und unrichtige: so muf3
man das Bestreben alle Wahrheiten der Mathematik bis auf ihre letzten Griinde zu ent-
wickeln, und dadurch allen Begriffen dieser Wissenschaft die moglichste Deutlichkeit,
Berichtigung und Ordnung zu verschaffen.

(Nejprve jsem si stanovil pravidlo, Ze nejsem Zadnou o&ividnosti véty zbaven povin-
nosti vyhledat pro ni jeté jeden diikaz, — tak dlouho, aZ zfeteln& nahlédnu, Ze a proc
se nadale zddnym dukazem ovéfit neda. Pokud je pravda, Ze vieobecné jasné, spravné
a dokonale uspofddané pojmy jsou snaze k pochopeni neZ tu a tam je$t€ zmatené a ne-
spravné: musime usilovat rozvijet viechny pravdy matematiky aZ po jeji nejzazsi za-
klady, a tim viem pojmim této védy dat nejvét§si moZnou zfetelnost, opravnénost
a poradek.)

Zkusme si tedy predstavit Bolzana s jeho vysokymi naroky na pfesnost matematic-
kého uvazovani, kdyz vidi znamy dikaz z Euklidovych zakladd, Ze existuje rovnostran-
ny trojihelnik o dané stran€ 4B: Sestrojme kruZnici S; o stfedu 4 a poloméru 4B
a kruZnici S, o stfedu B a poloméru 4B. Jejich priiseCik C je tfeti vrchol hledaného
trojuhelnika. Ktery z Euklidovych postulatii a axiémt zaruduje existenci bodu C? Po
pravdg feceno, tento problém trapil matematiky uZ dfive. VSeobecné se tusilo, Ze existen-
ce tohoto bodu plyne z jakési mystické vlastnosti kruZnice, které dnes fikdme souvislost.
Avsak co je to souvislost? Je to vlastnost bodi leZicich na kruZnici, vlastnost kruZnice
jako celku, kryje se vlastnost ,,byti souvisly s vlastnosti ,,obsahovat mnoho bod&i*?
Podobné otazky ziistavaly v Bolzanové dobé bez odpovédi.

Zde je na misté podotknout, Ze na mladého Bolzana méla hluboky vliv rozsahla
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monografie A. G. Kistnera, Anfangsgriinde der Arithmetik, Geometrie, ebenen und
sphdrischen Trigonometrie und Perspektiv. Byla to zakladni u¢ebnice matematiky, ktera
slouZila studentim po celou druhou polovinu osmnactého stoleti. Bolzano si ji velice
vaZil, nebot v ni nachédzel diikkazy provadéné s korektnosti v t¢ dobé zcela neobvyklou.
Geometrickou &ast své knihy budoval Kastner v duchu Euklidovych Zdkladii od definic;
samoziejmé i Kistner potfeboval objasnit, v em spociva vlastnost ,,byt kontinuem**
u euklidovskych objektd. Vyfesil to takto:

Eine stetige Grosse (continuum) heisst, deren Theile alle so zusammenhdngen, dass, so
einer aufhort, gleich der andere anfingt, und zwischen des einen Ende und des andern
Anfange nichts ist, das nicht zu dieser Grosse gehérte.

(Spojita kvantita (kontinuum) je to, Seho vSechny &asti jsou tak spojeny, Ze kdyZz
jedna skon¢i, okamZité druha zadini, a mezi jednim koncem a druhym zacitkem neni
nic, co by nenaleZelo do této kvantity.)

Mohl byt s takovouhle definici Bolzano spokojen? JistéZe ne, ostatné Bolzano svou
nespokojenost se souasnym stavem zakladi geometrie vyjadfil dostate¢né lapidarné
v Beytrdge:

Hier mangelt es zur Stunde noch an einer bestimmten Erklirung der wichtigen Begriffe:
Linie, Fliche, Solid.

(Dosud chybgji ptesné definice nejdileZitéjsich pojmu: ¢ary, plochy, télesa.)

(Vsimnéte si: v seznamu postradame bod. VyZadovalo by delsi odbo¢ku, neZ bychom
zjistili, Ze Bolzano povaZoval bod za primitivni pojem a Ze vé&dél, Ze primitivni pojmy
definovat nelze.)

Bolzano tedy jasn€ vidél mezery v samotnych zakladech geometrie a podobné jako
mnoho dalSich matematiki jeho doby povaZoval za nutné tyto nedostatky odstranit, ba
co vice, citil tuto problematiku jeho stéZejni. Dokonce ve své prvni publikované praci,
v Betrachtungen, buduje teorii pfimky v pevné vife, Ze postulat o rovnobézkach dosud
nikdo nedokazal jen z toho prostého diivodu, Ze nikdo pofadné nevi, co je to vlastné
pfimka! A byla to pravé otdzka pfesného vymezeni zakladnich geometrickych pojmi,
ktera ho pfirozenym zptsobem pfivedla ke studiu topogie roviny a prostoru.

Roku 1817 publikuje Bolzano Die drey Probleme der Rectification, der Complanation
und der Cubirung,.... V této praci, kterd se zabyva integralnim poctem, nikoli geometrii,
nalezneme nékolik definic, nad nimiZ stoji za to se zamyslit.

Radmding heifst iiberhaupt jedes System ( Jjeder Inbegriff) von Puncten (sie mogen in
endlicher oder unendlicher Menge vorhanden seyn).

(Prostorovym objektem se nazyva obecné kazdy systém (kaZzdy celek) bodi (muZe se
skladat z kone¢ného nebo nekoneéného mnozstvi). )

Bolzanova geometrie zacina tedy v teorii mnoZin: dana je mnoZina bodu, kterou bu-
deme studovat dale. Prostor tedy neni prazdnota, ve které body sestrojujeme, vyhleda-
vame, a to vZdy jen v kone€ném poctu, jako u Euklida; nikoli, vSechny body prostoru
jsou dany pfedem a najednou, viechny jsou pfistupné nasemu zkoumani.

Ein Raumding, zu dessen jedem Puncte es anzufangen von einer gewissen Entfernung
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fiir alle kleineren abwirts, wenigstens einen, und hichstens nur eine endliche Menge von
Puncten als Nachbarn gibt, heift eine Linie iiberhaupt.

(Prostorovy objekt, jehoZ kaZdy bod ma vlastnost, Ze ma v kaZdé vzdalenosti mensi
neZ jistd dana vzdalenost alespoii jeden bod a nejvy$e konetnou mnoZinu bodd jako
sousedy, se nazyva obecna &ara.)

Vzdalenost (nedefinovanou v Die drey Probleme) zavedl Bolzano jiz roku 1804
v Betrachtungen, rovnéZz tak pojem sousedniho bodu, souseda. V dne$ni symbolice, je-li
(X, ) metricky prostor, x€ X a & kladné redlné &islo, pak {yeX:o(x,y) = ¢} je
mnoZina sousedd bodu x ve vzdélenosti &. Bolzano se sice o metrice nikde explicite
nezmifiuje, aviak jiné neZ metrické prostory neuvaZoval. Jeho definice vzdélenosti
v Betrachtungen je velice obecn4, ale smysluplna se stava teprve v kontextu metrického
prostoru. Kromé& toho aplikace svych pojma nachizel Bolzano pouze v R® s Euklidov-
skou metrikou.

Proto za odpovidajici vystiZeni pfedchozi definice dne¥ni formou povaZuji tento z4pis:

Metricky prostor (X, ¢) se nazyvd obecnd &ira, jestlize (Vx € X)(Je, > 0) (VO <
<e<g)@k>0){yeX:o(x,y) =& = {1, ¥2,--» Wi}

ProtoZe viak {ye X: o(x,y) = ¢} neni nic jiného ne¥ bd B(x), hranice sférického

Obr. 1




okoli o stfedu x a poloméru e, miZeme dal3i definice z Die drey Probleme, které uz
nebudu citovat, zapsat takto:

Metricky prostor (X, ¢) se nazyva obecnou plochou, jestlize (Vx € X) (3¢, > 0)
(V0 <e<ég)@k>0)bdB,(x) =L, vL,u...u L, kde vSechny L; jsou navzajem
oddélené obecné &ary.

Metricky prostor (X, ¢) se nazyva obecné téleso, jestlize (Vx e X) (3¢, = 0) (VO <
< & < gy (3AS + &) bdB,(x) = S, kde S je obecna plocha.

Zkuste si sami pfedstavit n&jaky typicky jednorozmérny, dvojrozmérny nebo tfi-
rozmérny objekt v R3. Ur&it& bude témito definicemi zahrnut. Anebo, kdyZ jiZ vite, co
povaZoval Bolzano v roce 1817 za ¢aru, plochu a téleso, prohlédnéte si pozorné repro-
dukci jeho obrazku (obr. 1).

Z dne3niho pohledu Ize ov§em mnohé namitat. Hlavni ndmitky jsou nejspise tyto tfi:

Za prvé. Na obr. 2 je rovinny utvar, ktery musime klasifikovat jako obecnou &aru.
Stadi viak nepatrnid zména (obr. 3), abychom dostali objekt, ktery intuitivné musime
zase povaZovat za ¢aru, jenZe obecné ¢ara ve smyslu Bolzanovy definice to neni — vSech-
na dostateéné mala okoli libovolného bodu tseCky CC’ maji nekone€nou hranici.
Pfitom, odstranime-li ise¢ku CC’, to, co zbude, bude Carou. Bolzano si tento defekt
svych definic uvédomil o né€kolik let pozdéji: v roce 1817 vsak rozdil mezi mnoZinou
koneénou a mnoZinou dimenze nula je$t€ nevidél. Pfiklady analogické povahy ve vyssich
dimenzich najde ¢tenaf snadno sam.

Za druhé. Formulace viech tfi definic znemozZiiuje Bolzanovi uvazovat o dimenzi
utvard, které nejsou v dimenzi homogenni. Napfiklad disjunktni sjednoceni vnitiku
kruhu a tseky nema dimenzi viibec definovanou. TéZko Fici, pro¢ Bolzano tuto moz-

A; By Obr. 2
A> B,
A3 By
AR B,
A 7 Bg
N/
A, B, obr. 3
A5 B>
A3 / 83
A4 - B4
AN 7 Bg
C c
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nost neuvazoval — vzdyt by $lo jenom o drobnou formélni zménu. Snad je to tim, Ze
Bolzano své definice aplikuje na kfivky a plochy zadané soustavou rovnic, tedy v situa-
cich, kdy skuteéné — alespoii zpravidla — dostadvame objekty v dimenzi homogenni.
S timto nedostatkem se Bolzano nevypofadal ani pozdgji.

Tteti slabina Bolzanovych dfinic spo¢ivd v omezeni se na sféricka okoli. Zaménime-li
na obr. 2 viechny usecky A4;B; oblouky o stfedu C a o poloméru CA;, stane se bod C
bodem, jehoZ libovoln& mala sféricka okoli mohou mit dvoubodovou hranici pravé tak
dobfe jako nekonecnou a souvislou; zaleZi pouze na volbé poloméru. Takto zménény
utvar proto nemiiZe byt ani ¢ara, ani plocha v Bolzanové pojeti. Lze jisté namitnout, Ze
tato vlastnost Bolzanovy dimenze je slabinou pouze v ur€ité interpretaci: povaZujeme-li
dimenzi za topologicky invariant, pak ano; chceme-li od dimenze, aby byla pouze
invariantem pfi izometrickych zobrazenich, potom ovSem ne. Faktem vSak zistava, Ze

wev

ani tato, ani pozdgjsi Bolzanova dimenze topologickym invariantem neni.

Dfive neZ si ukdZeme, jak Bolzano své definice precizoval v pozdé&jsich letech, podive;j-
me se jesté jednou do Die drey Probleme:

Ein Raumding, dessen jeder Theil, der sich nach eben gegebener Erklirung als Linie
ansehen lift, mit dem noch iibrigen Theile, der sich dann gleichfalls als Linie muf3 ansehen
lassen, wenigstens einen Punct gemein hat, heift eine durchaus zusammenhdngende Linie.

r wr

(Prostorovy objekt, jehoZ kazda &ast, ktera je ¢arou podle pfedchozi definice, ma spo-
leCny aspori jeden bod s jesté zbyvajici ¢asti, ktera téZ musi byt povaZovana za ¢aru, se

7z xz

nazyva absolutné souvisld ¢ara.)

Tato definice musela vzniknout. Jednorozmérné ttvary pozistavajici z vice kompo-
nent chce Bolzano vysetfovat jako jedinou ¢aru, vZdyt mohou byt zadiny jedinou rovnici
jako tfeba hyperbola. Bylo tedy nutné vymezit rozdil mezi ,,jednodilnymi* a ,,vicedilny-
mi‘“ Garami. BohuZel, tento pokus o formulaci pojmu souvislosti nebo kompenenty
selhal. V pravé uvedeném smyslu ani uzavieny interval na pfimce neni souvisly. Nabizi se
tu vSak urcit4 interpretace. Vzhledem k tomu, Ze Bolzano definoval téZ koncovy bod
dary (v jeho pojeti je to takovy bod, Ze od jisté vzdalenosti poinaje ma ve vSech menSich
vzdalenostech pravé jednoho souseda), miiZzeme se domnivat, Ze ob& ¢ary, které vystu-
puji v definici absolutng souvislé ¢ary, uvazoval i s jejich koncovymi body. Zda se to
byt logické, aviak t&Zko rozhodnout, do jaké miry jsme k tomu opravnéni. Nicméné
v tomto nazirdni uZ je Bolzanova souvislost docela rozumny pojem. Bolzanovsky sou-
vislé jsou pak vSechny Bolzanovy &ary, které jsou souvislé v dne$nim smyslu a jejichZ
souvislé podprostory maji kone¢nou hranici a nejen ony. Piesto vSak neni obtiZné
sestrojit souvislou Bolzanovskou &aru, kterd nebude Bolzanovsky souvislda — stadi si
uvédomit, Ze doplnéni ary o koncové body nemusi vZdy znamenat totéZ, co jeji uzaver.

Zhruba dvacet definic topologickych pojmi je obsaZeno v Die drey Probleme. Viechny
jsou zavedeny ve stejné obecnosti jako vybrané ukazky. Pro vlastni Géel price, problém
rektifikace, neni potifeba znat z téchto definic Zddnou. Bolzano sdm zdiraziiuje tuto
skuteénost a vysvétluje, Ze jde o vysledky jeho nékolikaleté prace, se kterymi vefejnost
témé&f neseznamil, a Ze se mu zdalo vhodné umistit je sem.

Prvni tapavé kroky v obecné topologii ma tedy Bolzano v roce 1817 za sebou.
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Po roce 1830, tj. po letech, kdy vénoval svou pozornost filozofii a logice, vraci se
Bolzano opét k matematice. Problematikou, jiz se zabyvame v tomto ¢lanku, jsou alespori
z Casti poznamenany vSechny pozdni Bolzanovy prace. Nejucelenéjsi vyklad najdeme
v praci Versuch einer Erkldrung der Begriffe von Linie, Fliche und Korper a v lanku
Uiber Haltung, Richtung, Kriimmung und Schnorkelung bei Linie...; otdzky dimenze jsou
probirdny 1aké v Paradoxech nekonecna. Ani jedna z 1€chto praci za Bolzanova Zivota
nevysla, Versuch se do€kal publikace teprve v souasné dobg.

Podobné jako roku 1817, Bolzano opét ml¢ky pfedpoklad4, Ze na objektech a prosto-
rech, které studuje, je ddna metrika. Analyza zakladnich pojmu vSak nyni za¢ind mno-
hem hloubé&ji, neZ tomu bylo v Die drey Probleme. Vychozim pojmem je rozlehlost
(Ausdehnung). Intuitivni pfedstava rozlehlosti zahrnuje ¢ary, plochy, télesa, — avSak ne
viechny mnoZiny jsou rozlehlostmi. JestliZze i nadéle je objekt ztotoZiiovan s mnoZinou
bodi, je nutné postihnout rozdil mezi mnoZinou, kterou chceme nazyvat rozlehlosti,
o které citime, Ze by rozlehlosti méla byt a libovolnym souborem boditi. Cim se lisi evi-
dentni rozlehlost, napfiklad kruZnice, od stejné evidentni nerozlehlosti, dejme tomu
stobodové mnoZiny?

Bolzano odpovida, Ze ¢asti, tj. body, koneéné mnoZiny nejsou spojeny, ale jsou izolo-
vané, stoji o samoté. Ke ka?dému bodu existuje jista mala vzddlenost, v niZ bod jest& ma
souseda, anizZ by mél sousedy ve vzdalenostech mensich. Aby body byly spojeny, nesmi
tedy takova situace nastat. Stadi vSak pouze prosta negace k tomu, abychom zarudili,
Ze studovany objekt je rozlehlosti? Nikoli, odpovida Bolzano a uvadi piiklad: Bud X =
= {k/2" n ptirozené, 0 < k < 2"}. X je podmnoZina intervalu, kazdy bod x € X ma
alespoii jednoho souseda bliZze neZ libovolné kladné &, av§ak zvolime-li x € X a pfede-
piSeme-li ¢ = 1/3, 1/5, 1/7, ..., nenajdeme Z4dny bod ye X tak, aby o(x,y) = e.
Intuice fik4, Ze aCkoliv mnoZina X je nekonecna, je stale jesté ,,prili§ dérava‘’, nemtze
proto byt rozlehlosti. A tak definitivni formulace zni takto:

Ein jeder Inbegriff von Punkten wiirde hierndchst ein ausgedehntes Raumding heissen,
falls ein jeder Punkt... mit andern verbunden ist, d. h. Nachbarn in diesem Raumdinge
findet, die ihm so nahe, als man nur immer will, treten; oder noch anders, sobald sich
fiir eine jede auch noch so kleine Entfernung Punkte im Raumdinge féinden, die diese Ent-
fernung von ihm haben.

(Kazdy souhrn bodi se dale bude nazyvat rozlehlym prostorovym objektem, pokud
kazdy bod ... je spojen s dal§imi, tj. pokud najdeme v tomto prostorovém objektu jeho
sousedy pravé tak blizko, jak si pfejeme; nebo jinak, pro kazdou dostate¢né malou vzda-
lenost 1ze najit body v prostorovém objektu, majici od n€ého tuto vzdalenost.)

Nyni ma Bolzano definici rozlehlosti nebo rozlehlého prostorového objektu &i konti-
nua. PfepiSme si ji a dejme definovanému pojmu novy nézev: Metricky prostor (X, o)
je bolzanovské kontinuum, jestlize (Vx € X) (3¢, > 0) (VO < ¢ < &) bd B(x) + .

Avsak pfimka, rovina, prostor — tfi namatkou vybrané piiklady bolzanovskych
kontinui — se li§i v dimenzi. K zvladnuti problému dimenze je tieba zavést jesté jeden
pojem. Je tfeba zjistit, pro¢ jeden jediny bod miZe zpusobit, Ze mnoZina, v niZ lez,
neni rozlehlosti:

Wenn der Punct i in einem Raumdinge so liegt, dass keine auch noch so kleine Ent-
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fernung angeblich ist, von der behauptet werden konnte, fiir diese und fiir alle kleineren
Entfernungen, die es nur iiberhaupt gibt, besitze i einen oder etliche Nachbarn: so sage ich,
i stehe isolirt oder vereinzelt in diesem Raumdinge.

(JestliZze bod i leZi v prostorovém objektu tak, Ze neexistuje Zadnd jakkoli mala vzda-
lenost, o niZ by se mohlo prohlasit, Ze pro tuto a pro viechny mensi vzdalenosti mé bod i
jednoho nebo nékolik sousedii: pak feknu, Ze i stoji izolovan€ nebo osamocené v tom
prostorovém objektu.)

Jinak fedeno, bod x je bolzanovsky izolovany v metrickém prostoru (X, ¢), jestlize
(Ve > 0)(30 < 6 <¢) bd Bs(x) = &. Okamzité dostivime, Ze X je Bolzanovské
kontinuum tehdy a jen tehdy, kdyZ X neobsahuje zadny bolzanovsky izolovany bod.

(Dnesni terminologie pouziva adjektiva izolovany v odlisném smyslu. AvSak pouziva
také fraze ,,mit dimenzi 0 v bodé*“ (Uryson-Menger), coZ je obsahové nejbliZze pojmu
,,byt bolzanovsky izolovanym bodem®‘.)

Jiz uvedend mnoZina dyadicky racionélnich &isel je pfikladem metrického prostoru,
kde jsou vSechny body bolzanovsky izolované. Jiny pfiklad, téZ od Bolzana, ukazuje,
jakych jemnosti si byl pln& védom: Je-li X = [0, 1] — {I/n:n =1, 2, 3,...}, je bod O
bolzanovsky izolovanym bodem v X. Odstranime-li tento bod, potom vznikly prostor
Y = X — {0} uZ bude bolzanovskym kontinuem.

Mnozinu, prostorovy objekt, jehoZ kaZdy bod je v ném bolzanovsky izolovany, na-
zyvid Bolzano nesouvisly prostorovy objekt (discontinuirliches Raumding). A pak
nasleduje definice, z mnoha divodii pozoruhodnd — Bolzanovo kone¢né feSeni problé-
mu dimenze:

Ein Ausgedehntes, dessen jeder Punct fiir jede hinléinglich kleine Entfernung der Nach-
barn nur so viele hat, daf ihr Inbegriff, fiir eine jede dieser Entfernungen fiir sich allein
betrachtet, noch kein Ausgedehntes darstellt, nenne ich ein Raumding von einer einzigen
oder einfachen Ausdehnung, auch eine Linie. Ein Raumding, dessen jeder Punct fiir jede
hinldnglich kleine Entfernung der Nachbarn so viele hat daf ihr Inbegriff fiir eine jede
dieser Entfernungen fiir sich allein betrachtet selbst noch ein Raumding von einfacher
Ausdehnung darstellt, nenne ich ein Raumding von zweifacher oder doppelter Ausdehnung,
auch eine Fliche. Ein Raumding endlich, dessen jeder Punct fiir jede hinlinglich kleine
Entfernung der Nachbarn so viele hat, daf} ihr Inbegriff fiir eine jede dieser Entfernungen
fiir sich allein betrachtet schon ein Raumding von doppelter Ausdehnung darstellt, nenne
ich ein Raumding von dreifacher Ausdehnung oder einen Korper.

(Rozlehlost, jejiz kazdy bod méa v kazdé dostatené malé vzdalenosti jenom tolik
sousedd, Ze jejich mnoZina uvaZované pro jednu kaZzdou z té€chto vzdalenosti stale jesté
nepfedstavuje rozlehlost, nazvu prostorovym objektem jediné nebo jednoduché rozleh-
losti nebo ¢drou. Prostorovy objekt, jehoZ kaZzdy bod ma pro kazdou dostateZné malou
vzdalenost tak mnoho sousedi, Ze jejich mnoZina uvaZzovana pro kazdou z téchto vzda-
lenosti pfedstavuje prostorovy objekt jednoduché rozlohy, nazvu prostorovym objektem
dvojnasobné nebo dvojité rozlehlosti, téZ plochou. Koneéng, prostorovy objekt, jehoZ
kazdy bod ma pro kaZzdou dostateéné malou vzdalenost tak mnoho sousedi, Ze jejich
mnozina uvazovana pro kazdou z téchto vzdalenosti pfedstavuje jiZ prostorovy objekt
dvojité rozlehlosti, nazvu prostorovym objektem trojnasobné rozlehlosti nebo télesem.)
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Oznacime-li tedy Bind X Bolzanovu induktivni dimenzi metrického prostoru (X ,0),
mame:

Bind X = 0, jestlize X + & a vSechny body prostoru X jsou bolzanovsky izolo-
vané;

Bind X = 1, jestliZe (VxeX) (3¢, > 0)(V0 <& <¢,) bdB(x) obsahuje bolza-
novsky izolovany bod;

Bind X = n, jestlize (Vx € X) (3¢, > 0) (VO < & < ¢;) Bind bd B(x) = n — 1,

pron = 23.

Zvlastni. Pro¢ Bolzano nevyuzil moZnosti definovat dimenzi 1 stejnou indukci jako
2 nebo 3, se uzZ patrné nikdy nedozvime. Nicméné pokrok oproti roku 1817 je ohromny.
Zasadni zménu definic si nejspiSe vynutily spousty pfikladd, na nichZ 1ze demonstrovat
tutéZ patologii, kterou ma na§ obrazek ¢. 3; Bolzano sam uvadi jiny pfiklad téze pova-
hy — spocetnou nekone¢nou mnoZinu kruznic o rostoucich polomeérech, které viechny
maji jeden spoleény dotykovy bod s danou pfimkou. Vtip spo¢iva v tom, Ze takové
ttvary musime povaZovat za jednorozmérné, a piesto se najde bod, jehoZ libovolné
mala okoli maji nekone¢nou hranici. Svou roli ur¢ité sehralo také Bolzanovo revolu¢ni
chapéni nekone¢na jako nekoneéna aktualniho. KdyZ tedy koneéné mnoZiny neumozni
formulovat dobrou definici, musi poslouZit vhodné zvolené mnoZiny nekoneéné!.Za
povsimnuti stoji jesté jeden detail: na rozdil od definic z Die drey Probleme, jsou v Uiber
Haltung vyrazy &ara, plocha, téleso davany aZ na druhé misto; na prvnim se uz vyskytuji

— byt slovné — ¢isla 1, 2, 3. V3Sak také Bolzano srovnava obé varianty definic a uspo-
kojené konstatuje, Ze soucasné jsou rozhodné lepsi neZ ptedchozi.

Uvedme si nyni n€kolik piikladd, abychom si uvédomili, jak vlastné Bolzanova di-
menze vypada.

Induktivni vystavba zafina od dimenze 0. AvSak bolzanovsky izolovany bod neni
piesné bodem, v némZ ma prostor Urysonovu-Mengerovu dimenzi 0 — davodem je
restrikce na sférickd okoli. V prostoru X, ktery sestdva z nezdpornych raciondlnich
a zapornych iraciondlnich disel, je dimenze bodu 0 vici prostoru X rovna nule, avSak
bod 0 neni bolzanovsky izolovany v X. Stejny argument ukazuje, Ze kartézsky souéin
racionalnich a iracionalnich &isel je (nuldimenzionalni) podprostor roviny, jehoZ bol-
zanovska dimenze je rovna jedné. Trochu pracnéjsi je sestrojit prostor X, Ze ind X = 0,
Bind X = 2, aviak i takovy prostor existuje. Obecné plati, Ze Bind X = ind X, pokud je
leva strana nerovnosti definovana.

Bind X neni definovana pro objekty, které nejsou v dimenzi homogenni; tuto situaci
jsme poznali uz dfive. Ponékud zvlastni je pfipad, kdy prostor X nemiiZe mit dimenzi
definovanu diky omezeni na sféricka okoli. Podivejme se na obr. 4. Pro ttvar obsahu-
jici bod S, useCky SA,, SB; a viechny oblouky 4,B; nelze dimenzi definovat — bod S
nevyhovuje. Abychom dostali titvar o dimenzi 1, miiZeme bod S odebrat, ale stejné€ dobfe
muzeme pfidat usecky SC; (i = 1, 2, 3,...). ,,Spatna** sférick4 okoli bodu S, tj. okoli
o polome€ru SA4;, ziskala bolzanovsky izolované body do své hranice. Dost kuridzni je
pozorovani, Ze oba pravé uvaZované prostory nebudou mit dimenzi, zménime-li Bolza-
novu definici tak, aby dimenze jedna byla vyvozena z dimenze nula stejnym indukénim
predpisem, jako je zavedena Bind X = 2 a 3.
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Obr. 4

G
A7 AZ AJ AA AB S

Uvedené pfiklady snad do urdité miry naznaduji meze Bolzanovy dimenze. Bolzano
nesporné zformuloval definici, ktera vystihuje, co je to dimenze b&€Znych geometrickych
utvarl. Jeho dimenze je invariantem pfi izometrickych zobrazenich a v fadé pfipadd
souhlasi s dimenzi tak, jak ji chapeme dnes. Ne vidy je v§ak definovana. Pomiiime
pfipad nehomogennich objektii — tam je spiSe otdzkou vkusu, chceme-li prohlasit, Ze
cely objekt ma takovou a takovou dimenzi, anebo zda budeme rozliSovat, Ze v nékterych
bodech ma dimenzi takovou a v dalSich jinou. Kli¢ové bolavé misto je zachyceno na$im
poslednim pfikladem a jeho néprava je moZna pouze ndhradou metrickych kouli obec-
nymi otevienymi okolimi.Vyfesi se tim téméf vSe. JenZe na tento, v podstaté posledni
krok k malé induktivni dimenzi, ¢ekala matematika jeSt€ osmdeséat let.

Zbyva otazka, pro¢ Bolzano, kdyZ byl vénoval tolik energie nalezeni definic geo-
metrickych pojmi, nevyslovil o nich — s jedinou vyjimkou — Zadnou v&tu. Zpravidla se
poukazuje na jeho stafi, slabost, na nedokonéenost jeho poslednich praci. Myslim, Ze je
tu jest€ jedno vysvétleni, které se mi zda byt pravdépodobné&;si.

Kdyz uz Bolzano vi, co je ¢ara, plocha, téleso, definuje uzavienou kfivku jako ¢aru
takovou, Ze (1) Zadné dva body nemaji od sebe vzdalenost vétsi nez dané E, (2) kazdy
bod mé& piesné dva sousedy pro vSechny dostateéné malé vzdalenosti, (3) Zadny bod
nebo mnoZina bodi, kterd neni sama Carou, se neda pfidat, aniZ by tim nedoslo ke
ztraté vlastnosti byt ¢arou a mit pravé dva sousedy kazdého bodu ve vSech dostatecné&
malych vzdalenostech.

Jednoduché uzaviena kfivka je pak takova uzaviena kfivka, z niZ nelze Zddnou uzav-
fenou kfivku odebrat tak, aby zbytek ztistal uzavienou kfivkou.

Definice pak vedou k vété, k jediné vét€ (a navic bez diikkazu) geometrické povahy,
kterou lze v pozdnich Bolzanovych pracich najit; tato véta fika:

JestliZe uzaviend krivka leZi v roviné a jestliZe souvislou ¢drou spojime bod v roviné
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leZici uvnité uzaviené krivky s bodem leZicim vné uzaviené kfivky, pak souvisld édra musi
kFivku protinat.

Ano, nic vice a nic méné neZ Jordanova véta. Pro Bolzana to vSak pfedev§im zna-
mena, 7e Eukliduv diikaz existence rovnostranného trojihelnika bude od nynéj$ka bez
mezer.

A zde je podle mého nazoru vysvétleni, pro¢ Bolzano nehledal véty o pojmech, které
zavedl. Vybudovat novou teorii nebylo Bolzanovym cilem, jeho cilem bylo postavit
geometrii na pevnou pidu. A geometrie uz pfece své véty méla: byly v Euklidovych
Zdkladech.

Literatura

[a] BoLzANoO, B.: Betrachtungen iiber einige Gegenstinde der Elementargeometrie.

[b] BoLzANo, B.: Die drey Probleme der Rectification, der Complanation und der Dubirung, ohne
Betrachtung des unendlich Kleinen, ohne die Annahmen des Archimedes, und ohne irgend eine nicht
streng erweisliche Voraussetzung geldst; zugleich als Probe einer géinzlichen Umstaltung der Raum-
wissenschaft, allen Mathematikern zur Priifung vorgelegt.

[c] BoLzANo, B.: Wissenschaftlehre. Versuch einer ausfiihrlichen und grisstentheils neuen Darstellung
der Logik mit steter Riicksicht auf deren bisherigen Bearbeiter.

[d] BoLzANo, B.: Uiber Haltung, Richtung, Kriimmung und Schorkelung bei Linien sowohl als Flichen
sammt einigen ververwandten Begriffen.

[e] BoLzANoO, B.: Paradoxien des Unendlichen.

ff] BoLzANoO, B.: Versuch einer Erklirung der Begriffe von Linie, Fliche und Korper.

[g] BoLzaNoO, B.: Geometrische Begriffe, der Jeder kennt und nicht kennt. Versuch einer Erhebung
derselben ins deutliche Bewusstseyn.

[1] BoLzANoO, B.: Geometrické prdce. Spisy Bernarda Bolzana, svazek 5, Praha, Kralovska Ceska
spole¢nost nauk, 1948.

[2] BROUWER, L. E. J.: Uber den natiirlichen Dimensionsbegriff, Journ. fiir die reine und angew.
Math. 742 (1913), 146—152.

[3] JounsoN, D. M.: Prelude to Dimension Theory: The Geometrical Investigations of Bernard Bolzano.
Arch. History Exact Sci. 17 (1977), no. 3, 262—295.

[4] MENGER, K.: Uber die Dimensionalitit von Punktmengen I, Monatsh. fiir Math. und Phys. 33
(1923), 148 —160.

[5] PoINCARE, H.: Purquoi I'espace a trois dimensions, Revue de Metaph. et de Morale 20 (1912),
483 —504.

[6] UryYsON, P. S.: Les multiplicités Cantoriennes, C. R. Acad. Paris 175 (1922), 440—442.

Utitel matematiky je technikem, ktery zachdzi  Vzpomenime si na pohddkového hrdinu, ktery
s velmi rozvinutou technikou. Jeho idedlem by  ziskal moc zménit na zlato vse, ¢eho se dotkl,
bylo zistat uvnitf této techniky a odtamtud a tim se odsoudil k smrti hladem. Stejn& tak ma
predvadét bezvadné ukazky. BohuZzel, takovd matematik moc pfetvofit na matematiku vse,
ptedvadéni jsou plné srozumitelna jen zasvécen-  &eho se v duchu dotkne, ale to ho &ini neschop-
ciim, a Z4ci jimi pfirozené nejsou. nym komunikovat s nematematiky.

J. Kuntzmann
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