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mohou byt pfevedeny na véty spadajici do této analyzy. Po druhé svétové valce se véno-
val problému vybudovéni teorie pravdépodobnosti na nékterych abstraktnich prosto-
rech.

Dale se M. Fréchet podilel na rozvoji teorie Markovovych fetézcli. K této problema-
tice ho pfivedl, jak tvrdil sam M. Fréchet, Cesky matematik B. HOSTINSKY. Studoval
Markovovy fetézce jak s diskrétnim, tak spojitym prostorem stavi. Jeho publikace
Recherches théorétiques modernes sur le calcul des probabilités* je dodnes Easto citovana.

M. Fréchet zasihl téZ do statistiky, teorie obnovy a pojistné matematiky, i kdyz
v relaci k ostatni &innosti jen okrajové. Odvodil dolni hranici pro rozptyl odhadu para-
metri rozdéleni. Propagoval a sim délal moderni aplikace statistiky, nap¥. vedl kampai
proti neuviZenému pouzivani koeficientu korelace.

. Jak je vidét, M. Fréchet byl ,,idedlnim* matematikem, protoZe nejen obsahl ¥adu
obori, ale vytvofil zakladni principy a nastroje (které se dodnes pouZivaji a budou
pouZivat) a dovedl své i jiné vysledky aplikovat v mezioborovych disciplinich. Je proto
zajimavé, Ze si nevytvofil svou §kolu, Ze v samotné Francii trvalo pfes tficet let neZ
zésluhou N. BOURBAKIHO bylo navazano na Fréchetovy price. Na jeho dile vSak stavéla
fada slavnych matematik@ jako P. S. ALEXANDROV, S. BANACH, F. HAUSDORFF, S. LEF-
SCHETZ, F. Riesz, P. S. URYsoN, N. WIENER a mnoho dal$ich.

MiiZzeme zakondit tvrzenim, Ze M. Fréchet poloZil zakladni kdmen dne$ni moderni
analyzy a teorie struktur a zi¢astnil se podstatné dalsi vystavby téchto i dalSich oborii.

Optimalny experiment®)
Andrej Pdzman, Bratislava

1. Uvod

S pojmom ,,experiment* sa kaZdy stretol prinajmen$om v jednoduchej forme v stredo-
Skolskej fyzike alebo chémii. Pre su€asného experimentdlneho fyzika je experiment zlo-
Zity komplex tkonov, ktory stibeZne s nafimi teoretickymi vedomosfami umoZiiuje
defifrovat kasok tajomstva prirody. V SirSom zmysle sa viak pod experimentom rozu-
mie aj komplex merani v technickej praxi, resp. v prevadzke vyroby. Bez pokusu o presnii
definiciu moZno povedat, 7e ,,experiment je organizovand Tudski &innosf, ktora sa
‘vykon4va za tdelom poznavania niedeho, zvy&ajne dost dobre ¥pecifikovaného, omu

419

sa hovori merany objekt* [1]. Pritom doéraz je na slove ,,organizovana®, pretoZe prave

*) Predniska prednesend na IX. konferencii slovenskych matematikov, 2.—4. decembra 1977
v Jasnej pod Chopkom.

310



matematické prostriedky pouZivané na optimaliziciu organizicie experimentu su pred-
metom tohto ¢lanku.

Experiment je v prvom rade zaleZitosfou fyzikov, chemikov, bioldgov, technikov atd.
Predmetom §tidia matematikov st principy ziskavania informacie v experimente a me-
tody optimalizicie organizicie experimentu. Pochopitelne matematik — odbornik
v teorii experimentu stibeZne s rozvijanim ,,Cistej* tedrie rozvija aj svoje schopnosti roz-
myslat o situacii v experimente, ktord mo6Zu nastolif fyzik, chemik atd., t.j. zaobera
sa matematikou ,,aplikovanou* v zmysle €lanku [2].

Tedria experimentu a matematické metody navrhovania experimentov sivisia s viace-
rymi partiami matematiky: s tedériou pravdepodobnosti a matematickou Statistikou,
tedriou hier, numerickou matematikou, kombinatorikou, projektivnhou geometriou
[3] tedriou Hilbertovych priestorov [4] a s dal§imi partiami funkcionilnej analyzy.
Jednym z cielov €lanku je naznadif niektoré z tychto stvislosti.

2. Elementirne priklady optimalizicie experimentu

KaZdy z nis ma osobné skisenosti s ¢innosfou, ktorej sa hovori viZenie na vahach.
Preto prvy priklad sa tyka organizicie takéhoto vaZenia.*)

Majme 3 prediaety 4, 4,, A;. Ulohou je ur&f hmotnosti @4, @,, @, tychto predme-
tov pomocou 4 vaZeni. Organizicia vaZenia, ktori moZno nazvat ,,beZnou* je takito

1. vaZenie ...... prazdna véha ...... 1
2. vaZenie ...... predmet Ay ........ Y2
3. vaZenie ...... predmet A, ........ ¥3
4. véazenie ...... predmet 45 ........ Vs

Cisla y,, ..., y, st udaje vdh v prvom aZ §tvrtom vaZeni. Uéelom prvého vaZenia je
uréenie nulovej polohy véh oznadenej v dalsom @,. Kazdy z udajov y;, ... y, obsahuje
nahodnu ,,chybu vaZenia®, ktorej disperziu oznatime ¢2. Hmotnosti predmetov uréené
vaZenim su zrejme:

O;=yir1—y; (=123,

priom tieto si ndhodné s disperziami
D(@) = D(yis)) + D(yy) = 26>; (i=1,23).

UvaZujme teraz int organiziciu experimentu, ktori nazveme ,,premyslenou‘:

. ..., vSetky tri predmety ... y,

2. ...... predmet 4, .......... ¥
3. ... predmet 4, .......... V3
4. ...... predmet Ay .......... Ya

*) Priklad je prevzaty z [1]. Treba vSak podotknuf, Ze Giloha optimalizdcie organizicie vaZenia
bola jednou z prvych riefenych tloh navrhovania experimentov.
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Hmotnost predmetu 4; uréena vaZenim je

@1=Y1+J’2;J’3"J’4

s disperziou
D(6,) = (D(y,) + D(y;) + D(y3) + D(yy)) = 6>

(podobne pre @,, 6,).

Obe organizicie experimentu umoziiuju kompenzovat ,,systematicku chybu vazenia*,
t. j. nulovi polohu vah @,; pri ,,premyslenej* organizacii vaZenia sa vSak daji urdit
hmotnosti predmetov presnejsie.

Dalsi priklad organizicie experimentu je opét elementirny, ale iného charakteru.
V mnohych experimentoch, hlavne biologickych, vystupuji faktory &iste kvalitativne.
Sledujme napriklad zavislost veku zvierafa od troch faktorov: od farby, od pohlavia
zvierata a od rusnosti okolitého prostredia.

Mozné ,,urovne* jednotlivych faktorov su:

Fy (farba) F, (pohlavie) F; (prostredie)
biela (0) samec (0) rusné  (0)
Sedda (1) samica (1) kludné (1)

Treba riefit Glohu: kolko pokusnych zvierat treba zvolif a aké urovne faktorov volit
pri jednotlivych zvieratach, aby sa dal sledovaf vplyv faktorov na vek zvierat.

3

o

1 F 2

Je zaujimavé, Ze na zostavenie navrhu organizicie takéhoto experimentu sa vyuzivaji
konstrukcie kone¢nych projektivnych geometrii [3]. Tak v naSom priklade moZno po-
stupovaf nasledovne: Zostavime graf projektivnej roviny nad koneénym dvojprvkovym
telesom. Tato projektivna rovina je minimilna siistava ,,priamok‘a ,,bodov‘ taka, Ze
kazda ,,priamka‘ obsahuje prave 3 ,,body“ a kaidy ,,bod* je prieseénikom prave 3
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,»priamok®. Jej graf je na obrazku; ,,priamka® spajajica body F;, F,, F; mi na grafe
tvar kruZnice.

»Bodom*“ na jednej ,,priamke* priradime faktory, ostatnym ,,bodom‘ priradime
Cisla pokusov. Cez kazdy ,faktor — bod* prechadzaji este 2 ,,priamky*; tymto prira-
dime eSte dve trovne prislu§ného faktoru. Z kazdého ,,bodu‘ reprezentujiiceho pokus
vychadzaji 3 ,,priamky*, obsahujice postupne ,,body* Fy, F,, F, ktoré st oéislované
droviiami tychto faktorov v danom pokuse. To umoZiiuje zostavit tuto tabulku navrhu
experimentu:

1. pokus: F, =0, F,=0, Fy,=0
2. pokus: F, =0, F,=1, F; =
3. pokus: F, =1, F,=0, F; =
4. pokus: Fi=1, F,=1, Fy =

Takyto navrh experimentu ma niekolko dobrych vlastnosti. Podobné vlastnosti maji
aj iné navrhy zostavené pomocou projektivnych geometrii.

1. Kazd4 troveii kazdého faktora sa vyskytuje ten isty podet krat, teda urovne fakto-
rov st rovnomerne zastupené v navrhu.

2. Kazda dvojica urovni réznych faktorov sa vyskytuje aspoii v jednom pokuse
a kaZda prave jedenkrat.

3. KaZda dvojica faktorov vystupuje ako dvojica §tatisticky nezavislych ndhodnych
veliCin v tom zmysle, Ze ak Py (x) je relativne Cetnost vyskytu tirovne x faktora F; v ta-
bulke, tak plati

PFI.Fj(x’ y) = PFi(x) PF,(J’)

pre kaZdu dvojicu faktorov F;, F;.

3. Optimalizacia regresného experimentu

Vrafme sa teraz k tvodnému prikladu s vaZenim. Je moZné vykonaf 27 rdznych
typov vaZeni troch predmetov na vahach s dvomi miskami (prdzdna miska-1 vaZenie,
jeden predmet na jednej miske-6 vaZeni, dva predmety na jednej miske-6 vaZeni, jeden
predmet na kaZdej miske-6 vaZeni, dva predmety na jednej a jeden na druhej miske-6
vaZeni, tri predmety na jednej miske-2 vadZenia). Pocet r6znych spésobov organizicie
(navrhov) experimentu so $tyrmi vaZeniami je rovny po¢tu kombin4cii 27 prvkov §tvrtej

4
Je jasné, Ze i v tomto elementdrnom pripade by bolo netinosné zisfovat optimalny navrh
-experimentu priamym porovnavanim vsetkych navrhov.

Efektivne hladanie optimélneho névrhu experimentu v podobnych tlohich vyZaduje
reformul4ciu problému. Oznatme X = {x;, ..., X7} mnoZinu vietkych 27 typov vaZeni
na véhach. Ka?dému x; e X zodpoved4 vaZenie s ndhodnym udajom vahy y(x;), priSom
pre stredné hodnoty a disperzie plati:

triedy s opakovanim, (30) = 27. 405 (pripustame aj opakovanie toho istého vaZenia).
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0 Bl = %,00x); (5, %)

D[y(x;)] = o*,
kde 0y, @4, ©,, O, st neznime parametre (nulové poloha véh, hmotnosti predmetov)
a fix;); (=0, 1, 2, 3, x;€ X) st zndme koeficienty (rovné 0, +1, —1 v priklade s va-
Zenim).

Experimenty popisované rovnicami typu (1) si tzv. regresné experimenty. Tieto sa
hodia na popis mnohych realnych experimentov.

Namiesto toho, aby sme navrh regresného experimentu stotoZiiovali so Stvoricou
alebo vSeobecne s N-ticou bodov mnoZiny X, za navrh experimentu povazujeme [ubo-
voInti pravdepodobnost ¢ definovani na X, s takouto interpretaciou: v experimente
realizujeme len tie pokusy x € X, pre ktoré &(x) > 0; &islo £(x) je imerné po&tu neza-
vislych opakovani pokusu x. Ak N je celkovy po&et merani v experimente (N = 4 v pri-
klade s véiem’m), moZe sa staf, Ze Nf(x) nie je celé Cislo. Definicia navrhu experi-
mentu pomocou miery ¢ je priblizna (asymptoticka pre N — oo), znacéne vSak zjednodu-
§uje tedriu.

Reélnu funkciu ¥ definovanu na mnozine Z vietkych navrhov experimentu, ktord
moZeme Statisticky interpretovat ako mieru kvality experimentu, nazyvame kritériom
optimality experimentu. Kritérium optimality sa voli v zavislosti na cieloch experimentu.

Vyberom kritéria optimality sa zvydajne problém optimalizacie regresného experi-
mentu redukuje na rieSenie extremalizatnej ulohy

P(&¥) = ma;x ¥(¢).

Tejto ulohe je venovana pomerne rozsiahla odborna literatira (prehlad metéd vypod-
tu tzv. D-optimélneho nivrhu experimentu moZno najst v &lanku [5], niektoré metédy
st uvedené v knihe [6]) Pozornost odbornikov je tieZ zamerana na formulacie a porov-
navania roznych kritérii optimality (zndma je napr. veta o ekvivalencii kritérii G-opti-
mality a D-optimality [7]).

Ako priklad kritéria optimality uvedieme tu tzv. kritérium D-optimality (D od slova
determinant): :

— log det Dg(&); ak existuje Dg(¢)
— ; ak Dg(¢) neexistuje.

w(®) = {

Pritom Dg(¢) je kovarianén4 matica najlepSich odhadov parametrov @y, @,, ...0,,
v experimente vykonanom podla navrhu &; tato matica existuje prave vtedy, ked vsetky
parametre @y, ..., O, si odhadnutelné. Plati

a) Funkcia ¥ je konkévna na Z

b) Ak y(x); xe X st gaussovské ndhodné veliCiny, potom aj odhady parametrov
1 0,,..., 0, st gaussovské s hustotou g a plati: entropia

j 9(0,,...,0,)logg(by, ..., 6,)d0, ...d8, = C; + C, log det Dy(¢),
Rm
kde C;, C, < 0 st konStanty nezavislé na £.
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c) Elipsoid spolahlivosti & pre parametre @, ..., O, m tvar
m
&={z:zeR", .121(2,- - 6) {D;‘(g)}‘ij(zj -6)=¢}.

(Elipsoid spolahlivosti je podmnoZina R™ minimalneho m-rozmerného objemu taka, Ze
P{(©1, ..., On)€ 8} 2 1 — &. Kontantu ¢ volime v zavislosti na volbe &isla & (o, 1)).
Objem elipsoidu spolahlivosti je imerny [det Dg(£)]!/?; D-optimAlny névrh minimali-
zuje tento objem.

Niektoré dalsie, ¢asto pouZivané kritéria optimality si:

) ¥ = - T D}

t. j. stopa kovarianénej matice Dg( £).
b) ¥(¢)=- lglfléxm{De(é)}u ,

t.]. disperzia najnepresnejSicho odhadu parametrov.
c) ¥(¢&) = —g'De(t) 8,

t.j. disperzia odhadu funkcie parametrov g'@, atd.

d) Kritérium G-optimality
#(§) = —maxf'(x) De(¢)/(x) ,

t. j. maximéalna disperzia odhadu-,,funkcie odozvy*

hxeX—f(x)0.

4. Struktiira experimentu

Vnitorn4 $truktira regresného experimentu uzko suvisi s niektorymi zndmymi kon-
Strukciami z flinkcionélnej analyzy, ktoré takto dostévaji ‘s’tatistickﬁ interpretaciu.
Posledni &ast tohto informativneho &élanku o optimalnom experimente zameriame prave
na takéto suvislosti.

V regresnom experimente, parameter @; alebo linearna funkcia parametrov je vlastne

linedrnym funkcionalom na linearnom priestore H = {;@Lfi; (4, ..., Op) € R} (po-

rovnajte s (1)!). Toho vyuZijeme na preformulciu regresného experimentu takto:
Nech X je kompaktny metricky priestor a nech H je linearny priestor funkcii defino-

vanych a spojitych na X. KaZdéa funkcia k€ H zodpoveda moZnému stavu meraného

objektu. Nech g je linerny funkcional definovany na H a nech ¢ je TubovoIné borelov-
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sk& pravdepodobnost na X. 'V stéhlase s mierou { si rozloZené realizované pokusy
x € X, ktorjch vystup st nekorelované nahodné velitiny y(x); (x € X) s jednotkovymi
disperziami a so strednymi hodnotami ,,v stave A

Ely(x)] = kx); (xeX).
Vznikaji tieto otazky:
a) Ak4 je nutni a postadujiica podmienka na to, aby funkcion4l g bol odhadnuteIny
pri nivrhu experimentu £7
b) Comu sa rovni minimélna disperzia odhadu funkciondlu g pri ndvrhu £2

¢} Co mo¥no povedaf o navrhu experimentu, ktory je optimélny pre odhad funkeio-
nilu g?

Metédami funkcionalnej analyzy dostavame tieto vysledky [4]:
Veta

1. Funkciondl g je odhadnutelny pri ndvrhu £ prdve vtedy, ked je spojity na H vzhladom
na normu || || 2, v Hilbertovom priestore L*(X, £).

2. Kvadrdt normy funkciondlu g na priestore H s normou ] || L2y 5@ rovnd minimdinej
disperzii, ktor mb%e nadobidat odhad § funkciondlu g pri ndvrhu &:

n:;in E[(g - E§)*] = OS:IhI:H[Qz (/|4 E0]

3. Funkciondl g je odhadnutelny aspoii pri jednom ndvrhu experimentu prdve vtedy, ked
g je spojity na H vzhladom na normu |h| ., = sup |k(x)}, ¢ j. ked
xeX

, sup |g(A)fsup ()] < o

4. Podla Hahn-Banachovej vety z funkciondlnej analyzy 8] funkciondl g moZno spojite
predl%it z H na C(X) = priestor vietkych spojitych fumkcii na X tak, Ze sa zachovd jeho
norma vzhladom na normu | | ... Podla Rieszovej reprezentaénej vety [8) takto predl¥ens
funkciondl rovnd sa integrdlu § . dv podia ohranidenej zovSeobecnenej miery v.

Oznadme v = v* — v~ Jordanov rozklad miery v [8].

Plati:
Névrh ¥ = (v* + v ) (v*(X) + v~ (X)) je optimdiny pre odhad funkciondlu g, 1. j. plat

min min E[(§ — E9)*] = sup [4*(8)/[k]Z:m] = sup [4*(h)/}R]%] -
: 2 OfgH O+heH
V pripade, Ze linedrna dimenzia priestoru H je konedné, moZno normy funkcionéiu g
uvedené vo vete nahradif zodpovedajicimi normami v R™ (m = dimenzia H). Za tym

utelom oznatme fi, ..., f, linedrnu bizu v H. Oznaéme dalej S konvexny obal mnoZiny

(A0 - fulo)): 5 € X} O (AR o Al 5 2}
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v R™. Nech g je vektor, ktory definuje funkcional g v tom zmysle, Ze
m
g(i_zl@,-f,-) =g0; 0=(0,...,0,)cR".
Potom Minkowského funkcional vektora g vzhladom na mnoiinvuv S
p(g) = inf {Ae R: ge AS}

rovni sa minimélnej disperzii odhadu funkcionalu g pri optimalnom navrhu experi-
mentu, t. j. podla vety: ’

p(g) = sup |o(h)|] llhllm :

Norma v koneénorozmernom Hilbertovom priestore je Minkowského funkcional
vzhladom na elipsoid. Preto, v suhlase s prvou éasfou vety, r6znym navrhom experi-
mentu zodpovedaju rozne elipsoidy v R™, alebo v pripade, Ze nie vSetky parametre
st odhadnuteIné, rozne valce v R™ s elipsoidovou zakladiiou, ktoré obsahuji mnoZinu S.
Porovnévanie takychto elipsoidov a valcov s mnoZinou S umoziiuje konstruovat metody
vypoétu optimalnych navrhov experimentu.

5. Zaver

Teéria navrhovania experimentov vznikla z potrieb redlnych experimentov, ponajprv
poInohospodarskych a biologickych, pozdejiie fyzikalnych [9] a technickych. Inten-
zivne sa pestuje v Casopisoch typu Biometrika a Technometrics. Ako kazda oblast
matematickej Statistiky preSla najprv heuretickym S$tddiom, aby pozdejSie &erpala
z réznych matematickych disciplin a sama bola podnetom pre matematicky vyskum.
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