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Hilbertovy problemy

Ve své pfednasce ,,Matematické problémy** v Pafizi r. 1900 se zabyva D. Hilbert také
specialnimi problémy z teorie Cisel. Jeden z nich je devaty problém tykajici se zakona reci-
procity. O tomto problému uvadi D. Hilbert toto:

4»»9. Ditkaz nejobecngjSiho zdkona reciprocity v libovolném c¢iselném télese

Je tfeba dokazat zakon reciprocity pro zbytky stupné I v libovolném d&iselném
télese, kde I je liché prvocislo nebo mocnina ¢isla 2 nebo mocnina lichého prvocisla.
Stanoveni tohoto zdkona a také zakladni prostfedky pro jeho dokazani se myslim
urdi, jestliZze se odpovidajicim zplisobem zobecni moje teorie téles korenu I-tého
stupng z jedni¢ky*) a moje teorie tykajici se kvadratického t&lesa.**)*

Ve sborniku Problemy Gil’berta, Moskva 1969, iz. ,,Nauka‘ je uvefejnén k tomuto
problému nasledujici &lanek D. K. Faddgjeva.***)

O devatém
Hilbertové problému

D. K. Faddéjev

1°, Gaussiiv zdkon reciprocity

Nejjednodussim projevem zékona reciprocity je nésledujici fakt, ktery byl znam jiz P.
Fermatovi. Mezi prvodisly, ktera déli &isla z? + 1 (z celé &.), se vyskytuji viechna prvo-
gisla tvaru 4k 4+ 1 a Zadné prvoéislo tvaru 4k + 3 (k celé &). Napf. 22 + 1 = 5;
82 4+ 1=2513;4%> +1 =17; 122 + 1 = 5.29 atd. Jinymi slovy: kongruence z> + 1 =
= 0(mod p) pro prvodiselny modul p je feSitelna, pravé kdyZ p = 2 nebo p = 1(mod 4).
Tento fakt se zobecni takto: JestliZe celé &islo a neni Stvercem celého &isla, pak prvocisel-

*) Uber die Theorie der algebraischen Zahlkérper, Jahresber. Dtsch. Math.-Ver. 4 (1897) (uvefej-
néno v Gesamm. Abh. I, No 7).

**) Math. Ann. 51 (1899). 1—127 v Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, 1898, 370—399 (nebo viz Ge-
samm. Abh. I, No 9, 10, mimoto srovnej s doktorskou disertaci G. RUckLE, Gottingen, 1901, D.
V. No 13).

#++) Ctyrty odstavec &lanku je zkrdcen pfekladatelem.
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ni dglitelé &isel z> ~ a mimo 2 a délitelt &isla a leZi pfesn& v poloving primitivnich zbyt-
kovych tfid podle modulu 4a (tj. aritmetickych posloupnosti 4ak + b, 0 < b < 4a, b
nesoudéIné s 4a). Charakteristika zbytkovych tfid obsahujicich prvogiselné délitele &isel
z? — a tvoti zakladni obsah Gaussova zakona reciprocity.

Uvedeme pojmy a oznaleni pro formulaci tohoto zdkona. Celé &islo a se nazyva kvadra-
tickym zbytkem podle prvociselného modulu p #+ 2, jestliZe a neni délitelno p a kongru-
ence x2 — a = 0 (mod p) je feSitelna. Jestlize kongruence x> — a = 0 (mod p) nema
feSeni, nazyva se Cislo a kvadratickym nezbytkem. Podle ,,malé Fermatovy véty** pro libo-
volné celé &islo a nedélitelné p plati kongruence a?~* = 1 (mod p), odkud (a?~ V2 — 1).
(a®™P72 + 1) = 0 (mod p) a tedy a»~"’?> =1 (mod p) nebo a®~"2 = 1 (mod p).

Ukazuje se, a to tvofi obsah tak zvaného Eulerova kritéria, Ze prvni kongruence plati,
jestlize a je kvadraticky zbytek; druha kongruence plati, jestliZe a je kvadraticky nezby-
tek. Vlastnosti kvadratickych zbytkt a nezbytkt se daji vhodné formalizovat pomoci
Legendreova symbolu (a/p)*), ktery je funkci prvoéisel p a celych &isel a nedélitelnych p
s hodnotami + 1 nebo — 1 podle toho, zda &islo a je kvadratickym zbytkem nebo ne-
zbytkem podle modulu p. Nejjednodussi vlastnosti kvadratickych zbytkii a nezbytkil
jsou dany formulemi:

1. (a/p) = (a,/p), jestlize a = a, (mod p),
tedy (a/p) jako funkce a pfi pevném p ma periodu p.

2. (a/p) = a®»~1"? (mod p) (Eulerovo kritérium).

3. (aya,/p) = (a,/p) (a,/p)- Tato vlastnost znaéi, Ze soudin dvou kvadratickych zbytki
nebo nezbytk je zbytek a soudin zbytku s nezbytkem je nezbytek.

Vysetfovani chovani symbolu (a/p) jako funkce promé&nné p pfi pevném a pfedstavuje
otazku ekvivalentni s otdzkou popséni viech prvoéiselnych délitela &isla z2 — a. Odpo-
véd je ddna Gaussovym zikonem reciprocity. Sklada se ze zdkladni formulace a dvou
dopliiki:

1. Jestlize p a q jsou ruzna licha prvodisla, pak p podle modulu g a g podle modulu p
budou soucasné kvadratickymi zbytky nebo nezbytky, jestlize je aspofi jedno z téchto
prvodisel kongruentni s + 1 podle modulu 4. JestliZze obé& tato prvocisla jsou kongruentni
s — 1 (mod 4), pak jedno z nich je zbytkem podle druhého a druhé nezbytkem podle
prvého.

Pomoci Legendreova symbolu se to zapiSe takto:

(%) = (=1)®- /2 - @m0 <§>

2. (= 1/p) = (= 1)~ Y/2, Tato formule vyjadfuje, Ze — 1 je kvadraticky zbytek pro
p = 1 (mod 4) a nezbytek pro p = — 1 (mod 4).

3. (2/p) = (= 1)®~V/® Tato formule udéva, Ze 2 je kvadraticky zbytek pro p = + 1
(mod 8) a nezbytek pro p = + 3 (mod 8). :

*) Tento symbol zaved]l A. G. LEGENDRE r. 1808. — Pozn. redakce sborniku Problemy Gil’berta.
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UkéZeme, jak zdkon reciprocity fesi tilohu o hodnotéach (a/p) p¥i pevném a. Bez ujmy
na obecnosti miiZzeme piedpokladat, Ze a neni dé€litelno Zz4dnym &tvercem # 1. Necht
a=(—1)2%,...q.kdea = 0,1; 8 = 0,1; gy, ..., g, riizna licha prvodisla. Pak

G -GIG ()-()

p p p p p

Hodnota prvniho &initele (pro « = 1) zavisi na tfid& &isla p podle modulu 4, druhého
(pro B = 1) na t¥id& &isla p podle modulu 8. Nasledujici &initelé (¢;/p) v dasledku rovnice

<@> _ (ﬂ)(_l)(qa—l)/z . (p=1)/2
p UH]

z4visi na tfid¢€ ¢isla p podle modulu 44;. Jestlize tedy budeme znat zbytkovou tfidu, do
které naleZi p podle modulu 4.2%.¢4, ... q, = 4|a|, budeme znét hodnotu kaZzdého di-
nitele a hodnotu symbolu (a/p). Napt.

(5)=(G)G)= ()

p pJ\p 3

odkud snadno dostavame, ze (— 5/p) = + 1 prop = 1, 3,7,9(mod 20)a (- 5/p) = —1
pro p = 11, 13, 17, 19 (mod 20).

Gauss opravnéné prikladal velky vyznam jim dokazanému zékonu reciprocity a podal
n&kolik jeho dikazil, zaloZenych na zcela raznych ideach ([1]).

Pro mnohé cile, zejména pro dal§i zobecnéni, ukazuje se vhodna trochu obecnéjsi forma
zakona reciprocity spjata s Jacobiho symbolem. Jacobiho symbol (a/b) se definuje pro
kladné liché Cislo b a pro celé &islo a nesoudéIné s b. Jestlize b = q7' ... g3* je kanonicky

rozklad &isla b, pak definujeme
() (@) ()
b 91 UD
Jacobiho symbol je multiplikativni vzhledem k ¢itateli i jmenovateli:
@147\ _ (41) (42 a\_(a 1)
b b)\b b,b, b, ) \b,)

Zakon reciprocity zformulovany terminy Jacobiho symbolu se neli§i formou od zdkona
reciprocity v terminech Legendreova symbolu a je dan tfemi vzorci:

<:bl) = (=1)¢-Drz; (%) _ (_1)02—1)/8 . <%) (S) = (= 1)@ D26-112

(pro licha, kladn4, nesoud&lna &isla a, b).
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2°, Zobecn¥ni zdkona reciprocity

Pojem kvadratického zbytku se da pfirozenym zpisobem zobecnit. Celé &islo a nedélitel-
né prvodislem p se nazyva zbytkem stupn& n podle modulu p (n je pfirozené &islo > 1),
jestlize kongruence x" = a (mod p) m4 feSeni. Rozumné zobecn&ni zdkona reciprocity na
zbytky stupné n se ukazuje mozZné pii pfechodu od aritmetiky celych racionalnich &isel
k teorii algebraickych Cisel. Aritmetika celych Cisel nadtélesa kone¢ného stupné télesa
racionalnich &isel Q se v zdklad€ podoba aritmetice celych racionalnich. &isel aZ na dva
dulezité rozdily. Za prvé: okruh celych algebraickych ¢isel néjakého koneéného rozsifeni
télesa racionélnich ¢isel ma nekoneéné mnoho jednotek, tj. celych &isel, jejichZ inverze je
téZ celé algebraické &islo (s vyjimkou imagindrnich kvadratickych t&les). To vynucuje
v otazkach teorie délitelnosti ,,slepovat‘ &isla liSici se nasobky jednotek do jednoho ob-
jektu — | hlavniho délitele‘“. Za druhé: aby byla zachovana v platnosti véta o jednoznag-
nosti rozkladu na ireducibilni faktory, je nutno vnofit mnoZinu vSech hlavnich déliteld
do v&tsi mnoziny viech déliteli (,,idealnich &isel*). Ukazuje se, Ze polet t¥id dgliteli je
kone&ny, jestliZe sjednotime do t¥id délitele, ktefi se lisi nasobkem hlavniho dilitele.*)
Ttidy zbytkt podle prvodélitele p vytvareji konecné téleso, které je koneCnym rozsifenim
télesa zbytkovych tfid podle prvoéiselného modulu p, kde prvodélitel p déli p. Stupeii f
tohoto rozsifeni se nazyva stupn&m (neboli fadem) prvodglitele p. Podet p” tfid zbytk se
nazyva formou p a znadi se N (p), tedy N(p) = p’. Plati analogické tvrzeni k Fermatové
vét&: a"® ™1 = 1 (mod p), kde a je celé algebraické &islo daného nadt&lesa nedélitelné p.

Pti zobecnéni zakona reciprocity na zbytky stupné n je nutno pfedpokladat, Ze uve-
dené nadtéleso obsahuje primitivni n-tou odmocninu z jedné. Za tohoto pfedpokladu je
pro prvodglitele p (p ned&li n) N(p) = 1 (mod n). Analogicky pojem k Legendreovu sym-
bolu se definuje pomoci kongruence (afp) = ¢* = a™® /" (mod p).

Symbol analogicky k symbolu Jacobiho se definuje formuli

a a\™
<b> - H <Pi> ’
kde (b) = [Ip7T% a, b jsou celd &isla, b je nesoud&Iné s &islem a . n.

*) Pfesné fedeno jde o homomorfismus 4 multiplikativni pologrupy R’ pfislu¥ného okruhu R ce-
lych algebraickych &isel do néjaké komutativni pologrupy D s jednozna&nym rozkladem na ireduci-
bilhi faktory, ktera ma jedinou jednotku, a to jedni¢ku. Tento homomorfismus A splfiuje tyto axiomy:

1° ri,ry € R = h(r)/h(ry) = r{fry;
D R
2° €D, r,ry € R, ry + ry # Og, 0/h(ry), b/h(ry) = d/h(ry + r,);
D D D
3°0,,0,€D,{re R :0,/h()} ={re R :0,/h(N}=> b, = b, .
D D

Prvky z D se nazyvaji délitelé, prvek z D tvaru h(r), kde r € R’, se nazyva hlavni délitel 4, ireduci-
bilni prvek z D se nazyva prvodélitel. D4 se ukazat, 7z pologrupa D je izomorfni s pologrupou idedla
okruhu R, pfi¢emZ hlavnim délitelim odpovidaji hlavni id=4ly a prvodélitelam odpovidaji prvo-
idedly. T¥idy déliteltt se definuji stejné jako t¥idy idedld. Podrobngjsi vyklad této teorie je uveden
v knize S. J. BOREVICE a J. R. SAFAREVIEE: Teorija &isel, Moskva 1964. (Pozn. piekl.)
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Zakon reciprocity pro n = 4 v télese Q(i) byl dan je3t& Gaussem ([2]) a pro n = 3
v télese Q(e*"/*) — EIsEnsTEINEM ([3]). Eisensteinovi ([4]) téZ naleZi zakon reciprocity
pro prvociselné n v t&lese Q(e*™") pro dvojici &isel, z nichZ jedno je racionalni. Obecny
zékon reciprocity pro prvoéiselny stupeti n v t&lese Q(e*™/") byl dan KumMereM ([5]).
Kummerova formule zni:

-1
«\ (B = QPR - P@ITAE) - @I
B/ \a

Zde o, B jsou cela Cisla télesa Q(ezm/,,),

2= p=1(mod( — 1)), I(x) = [‘”g—f(e)] ,
dvl v=0
kde f (t) je polynom stupn& n-1 takovy, Ze a = f({), f(1) = 1.
Kummer dokazal zdkon reciprocity pro pfipad regularniho prvoéisla n (tj. pocet t¥id
deliteld t&lesa Q({) neni d&litelny &islem n), TAKAGI ([6]) dokézal tento zakon bez pfed-
pokladu regularity prvodisla n.

3°. Hilbertova teorie

Prava strana Gaussova a Kummerova zakona reciprocity zavisi jen na zbytcich podle
modulu 4 &isel a, b (pro Gausstv zdkon) a na zbytcich podle modulu ({ — 1)" &isel «, B
(pro Kummertv zakon). Vlastnosti &isel, které zavisi jen na tfidach kongruenci, jez tato
¢isla obsahuji, podle modulu dostateéné velkého stupné prvodélitele p, se nazyvaji lokal-
nimi vzhledem k tomuto déliteli. Timto zptisobem ma prava strana Gaussova a Kumme-
rova zakona reciprocity lokalni charakter vzhledem k prvociselnym délitelim ¢&isla n.

Hilbert ma zasluhu na vybudovani teorie, ktera vysvétluje tuto skutecnost. Samym
Hilbertem tato teorie nebyla vybudovana v iplné obecnosti (pro regularni kruhové t&leso
([7]) a pro n = 2 ([8]) pro komplexni t&leso algebraickych &isel, které ma lichy pocet
téid (de&liteld). P¥i formulaci devatého problému Hilbert vyjadfuje nadgji, Ze jeho feSeni
se dostane rozvojem této jeho teorie.

Struc¢né vyloZime Hilbertovu teorii a jeji uZiti pro Gausstiv zdkon reciprocity. Pro
kazdé prvocislo p a cela &isla a, b zavedeme ,,symbol normovaného zbytku* (a, b/p)
s hodnotami + 1 a — 1 podle toho, zda kongruence x> — ay* = b (mod p*) ma pro
libovolné k feSeni nebo ne. Symbol (a, b/p) zavisi na lokalnim chovani &isel a, b vzhle-
dem k p. Z definice je zfejmé, Ze

(a, —a) 1
p

(5)=(5)-(57) -0 C5)

Z podrobné&jsi analyzy plyne, Ze pro liché prvodislo p, které nedéli a, b, je (a, b/p) = 1.
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Dale pro licha ¢isla a, b je

a, b a— _ a, b a?—
(ﬁ) - (_1)( 1)/2.(b—-1)/2 ; (T) — (__1)( 1)/8

2

Proto symbol (a, b/p) pro pevna a, b nabyva hodnoty + 1 pro viechna prvodisla p
s eventudlni vyjimkou p = 2 nebo prvocisla p, které déli a nebo b.

Pro lich4 kladna a, b je

()= 16)-6)

takZe zakon reciprocity v terminech Jacobiho symbolu pfejde v tvar

*) I (—”) -t

p p

Tato formule ziistane v platnosti pro libovolna celé &isla a, b, z nichZ je aspoii jedno
kladné. Krom¢ toho je ekvivalentni zakonu reciprocity jesté s dopliiujicimi formulemi.
Pfi jejim rozsifeni na libovolna Cisla a, b je nutno pridat k levé strané jeden faktor

<a’ b) — (_ 1)(sgna— 1)/2 .(sgnb—1)/2

P

ktery zavisi jen na znaméncich ¢isel a, b.

Timto zpusobem v souladu s planem nacrtnutym Hilbertem bylo tfeba dat naleZitou
definici symbolu normovaného zbytku (a, b/p) pro libovolné n a libovolné t&leso obsahu-
jici kofen n-tého stupné z 1, stanovit formuli (*) pro zkonstruovany symbol a udat expli-
citni formule pro vypocet hodnot symbolu.

Tim sam tento plan pfedvidal princip, v souc¢asné dobé Casto pouzivany, rozdéleni
problému na dvé ¢asti — lokalni a globalni. Zde prvni ast se sklada z definice a vySetio-
vani symbolu (a, b/p), druha ze stanoveni formule (*).

Rozvinuti teorie t&lesa t¥id (TAKAGI [9], Hassk [10]), stanoveni Artinova zakona reci-
procity (ARTIN [11]) a systematické uZivani metody vnofeni t&lesa algebraickych &isel
do tplné& lokalnich téles (zaplnéni t&lesa algebraickych ¢isel vzhledem k archimedovskym
a nearchimedovskym metrikam) (Hasse) realizovaly Hilberttiv plan, aviak bez stanoveni
explicitnich formuli pro symbol normovanych zbytkil. Za nejdokonalejsi v této etapé
(Hasse [12]) je tieba povaZovat definici symbolu (a, b/p) pomoci invariantu algebry
k(A, B) s multiplika¢ni tabulkou 4" = a, B" = b, BA = AB, kde { je primitivni kofen
n-tého stupné z 1. Tato definice je ekvivalentni soucasné&jsi definici v terminech teorie
kohomologii v grupach. Pfi této definici se ukazalo, Ze formule (*) plati bez jakychkoli
omezeni.

Tyto zplsoby definice symbolu (a, b[p) viak nedavaji explicitni formule pro vypo&et
jeho hodnot, takZe Hilbertiiv problém o explicitni formé& zakona reciprocity ve tvaru
typu Gaussovych a Kummerovych formuli ziistava otevieny.
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4°. Safareviciv zikon reciprocity

Pro vytvofeni explicitnich formuli pro zakon reciprocity mocninovych zbytki stupné n
stadi se omezit na pfipad n = p*, (p prvocislo) a udat explicitni formuli (a, b/ p) pro prvo-
délitele p, které déli p. Takova formule byla sestavena I. R. SAFAREVICEM v 1. 1948 ([13])
a publikovana v &lancich [14] a [15].

Pro n = p* pro libovolné k byly podany dikazy Safarevi¢ovy formule A. I. LAPINEM
([16]) ptimo z definice Safarevitova symbolu s M. KNESEREM ([17]) pouZitim vlastnosti
symbolu normovaného zbytku. A. I. Lapin ([18]), ([19]) realizoval také zdiivodnéni teo-
rie t&lesa t¥id na zaklad& Safareviova zakona reciprocity.

Literatura

[1] Gauss C. F., Disquisitiones arithmeticae, Werke 1, Géttingen, 1870.
[2] Gauss C. F., Theorie residuorum biquadraticorum, commentatio prima et secunda, Werke 2, G6t-
tingen, 1863, 65 a 93. )
[3] EisENSTEIN G., Beweis des Reziprozititsgesetzes fiir die Kubischen Reste in der Theorie der aus
dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten komplexen Zahlen, J. Math. 27 (1844).
[4] EiSeNSTEIN G., Bewies der allgemeinsten Reziprozititsgesetze zwischen reellen und komplexen
Zahlen, Ber. K. Akad. Wiss., Berlin, 1850.
[5] KuMMER E., Ueber allgemeine Reziprozititsgesetze fiir beliebig hohe Potenzseste, Ber. K. Akad.
Wiss., Berlin, 1850.
[6] TakAGI T., On the law reciprocity in the cyclotomic corpus, Proc. of the Phys.-math. Soc. of Ja-
pan, 1922.
[7] HiLBerT D., Die Theorie der algebraischen Zahlkirper, Jahresber. Dtsch. Math.-Ver. 4 (1897).
[8] HiLBerT D., Uber die Theorie der relativquadratischen Zahlkirper, Jahresber. Dtsch. Math.-
Ver. 6 (1899).
[9]1 TaxkaGr T., Uber eine Theorie des relativ-Abelschen Zahlkorper, J. Coll. Science, Tokyo, 41, 9
(1920).
[10] Hasse H., Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der algebraischen
Zahlkorper, Jahresber. Dtsch. Math.-Ver. 35 (1926); 36 (1927); 39 (1930).
[11] ARTIN E., Beweis des allgemeinen Reziprozitiitsgesetzes, Abh. Math. Semin. Hamburg. Univ. 5
(1928).
[12] Hasse H., Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe iiber einem algebraischen Zahl-
korper, Math. Ann. 107 (1935), 731—760.
[13] SAFarRevIC L. R., Obséij zakon vzaimnosti, UMN 3, No 3 (25) (1948), str. 165.
[14] Sararevi¢ I. R., Obs§¢ij zakon vzaimnosti, DAN SSSR 64 (1949), 25—28.
[15] SAFAREVIC L. R., Ob3¢ij zakon vzaimnosti, Matem. sb. 26 (1950), 113—146.
[16] LAPIN A. 1., Teorija symvola Safarevi¢a, IAN SSSR, ser. matem., 17 (1953), 31— 50.
[17] KNESER M., Zum expliziten Reziprozitiitsgesetz von Safarevié, Math. Nachr. 6, No 2 (1951),
89—96.
[18] LAPIN A. I, K teoriji symvola Safarevi¢a, IAN SSSR, ser. matem., 18 (1954), 145—158.
[19] LaPIN A. L., Ob$¢ij zakon vzaimnosti i novoe obosnovanie teorii polej klassov, IAN SSSR, ser. ma-
tem. 18 (1954), 335—378.
Prelozil L. Skula

96



		webmaster@dml.cz
	2012-08-25T04:55:58+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




