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TRIGONOMETRIE VE SKOLNIM KURSU GEOMETRIE*)
Ja. S. DusNov (Moskva)

Matematika v sovétské Skole se sklddd ze &tyf Edsti: aritmetiky,
algebry, geomietrie a trigonometrie. V standardnich ulebnicich jsou
tyto &tyFi Edsti zpracovdny na sobé znadéné nezdvisle, a drii-li se
uditel pfesné téchto ubebnic, venikd fasto u Zdkw dojem, %e uvedend
StyFi Edsti spolu téméF vitbec nesouvist. V 9. tFidé sovétské skoly se
probiraji goniometrické funkce ostrych whlt v rdmci geometrie
a vlastni trigonometrie jako celek je zafazena do 10. tFidy. Autor
Sldnku poddvd ndvrh, jak &elit zbytené roztiisténosti vyubovdnd.
Je zajimavé porovnat autorovy ndvrhy s tim, jak se s touto otdzkou
vyrovnali autofs nasich ulebnic z r. 1954, kieré byly zpracovdny
ng zZIcladé’ 08nov, jeZ jsou do znalné miry odrazem osnov sovét-
skyc

Doc. Dr. Karel Hruja

Mnozi uditelé st¥ednich 8kol projevuji nespokojenost se zafazenim kapitoly
o goniometrickych funkcich ostrého thlu do udiva osmé t¥idy. Namitaji, %e
1. tato kapitola tvofi nesourodou ¢ast udiva, narusujici styl vykladu geometrie
(na das se ztraceji véty, poudky ap.); 2. poznatky Zéki z trigonometrie visi
proti ostatnim &astem geometrie ,,ve vzduchu* (nemaji pouZiti v uéivu osmé
t¥idy) a proto je Zci snadno zapomenou; 3. v nejlepSim piipadé si zapamatuji
definice goniometrickych funkei pomoci poméri stran v pravoihlém trojtahel-
nfku, a to potom spiSe ztéZuje osvojovani obecnéjsich definic v devaté t¥id&
(je potom nutné ,,pfeudovani‘‘); 4. dryvek trigonometrie v udivu osmé t¥idy
je projevem snah o soustfedéni latky a vétsina nafich pedagogi se k tomu
stavi zdporné.

Kdyz se témto kritikim ukaZe vhodnost této kapitoly, skytajici moZnosti
pro polytechnisaci vyuky (vyméfovani v terénu, pouzivéni tabulek, konstrukce
grafi a jejich srovndvani s tabulkami, prace sily ve fysice), odvéti, Ze nikdo
nevyluduje tuto tematiku a %e jde jen o to ji odloZit o rok a zahrnout v jeden

X114

,».Systematicky‘‘ kurs trigonometrie.

*)f1. C. [ y6uO0B, Tpuzonomempus ¢ wikosvHom Kypce eeomempuu, Matématideskoje pro-
sveSdenije, 1957, é. 1.

Clének jo roziitend prednéska, kterou mél autor dne 19. 1. 1956 ve Bkolské sekei Moskevské
matematické spolednosti (Moskovskoje matématileskoje obddestvo).
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Dosavadnf osnovu podrobim i jé kritice, nikoli v8ak z hlediska vyZe uvede-
nych &y¥ bodi. K témto bodim bych chtél poznamenat: 1. Nad zédsahem
do euklidovského stylu vykladu geometrie lze se jen sotva znepokojovat.
Naopak je Zddoucf upustit od tohoto zpisobu vykladu, aby se tak odstranily
rozdily mezi vyklady geometrie a ostatnich matematickych disciplin. V sou- -
dasné dobd je u% jen malo lidi, ktefi tvrdi, Ze geometrie zaujims zvlastni misto
uvnit¥ matematiky. 2. Konstatovéni, %e pro poznatky z goniometrie neni
v uéivu osmé t¥idy pouZitf, je spravné. Av8ak z toho nutno vyvodit jiné
disledky: nikoli &krtnout tuto partii, ale dat ji vice mista — zcela organicky
ji zatlenit do geometrie. Jak se to d4 udélat vyhodnd jak pro geometrii tak
pro goniometrii, bude ukézéno niZe. 3. Je pravda i to, Ze omezen{ se na funkce
ostrého thlu zpisobuje jisté potiZe pFi pozd&j&im roziffeni definic t&chto

—— > - - -

% L T
% R S

-

funkef. Ale to ddva pravé podnét k tomu, aby se jiz v osmé t¥id$ definovaly
funkce i pro tupy thel. V dal$im bude ukézino, jak to lze udélat opét s vyho-
dou pro geometrii. 4. Nemohu souhlasit s odsouzenim snah po soustfed&nf
latky, které je v ¥ad® pfipadi pedagogicky opodstatnéné, jindy viak oprdvn&né
jen soudasnym vyudovanim (rozsifeni &fselnych obort, zobecndni pojmu
" mocniny aj.). :

Dalsi vyklad se rozpadéd na dv® &asti: prva obsahuje ndvrhy proveditelné
v rémci platnych osnov; budou uZiteéné pro uditele, kteff se rozhodnou nepra-
covat podle b&¥né 8ablony. Zde a viude jinde jsem se vyhnul podrobnému
,,metodickému rozpracovani‘, abych tim uditele neomezoval. Druhd &ast
obsahuje ndvrh na zménu osnovy, pF¥esngji, ndvrh na preskupeni uéiva uvnit¥
osnovy geometrie a trigonometrie pro osmou a devatou t¥idu. Zmény nikde
nevedou k zvétSeni objemu uédiva, naopak umoziuji zjednodusit, racionalisovat
i podstatn® zkritit osnovu matematiky (a to v tom poméru, do jaké miry
radikalng bude ptijata zdvérednd ¢ast této statd). : :

1. Funkee ostrého thlu, V osmé t¥d$ lze bezprostiednd za kapitolou o po-
dobnosti trojihelnfki (mnohothelnfkll) zavést funkce sin &, cos «, tg & (0 <
< & < 90°) pomocf poméra délek stran pravoihlého trojihelnika.

Pritom definici osvétlujeme 1. tilohami na grafické stanoveni hodnot zave-
denych funkef (v hrubém p¥ibliZenf) pro Ghly dané graficky nebo ve stupnich
(8 vyhodou zde pouZivdme milimetrového papiru); 2. tilohami na sestrojenf
ostrého thlu, je-li zndma funkénf hodnota ndkteré funkce; p¥i tom ukéZeme,
v jakych mezich 1ze tyto hodnoty pro rtizné funkce volit.
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Potom pristoupime k praci s tabulkami zavedenych t¥i funkei a probereme
vzorce tg « = sin « : cos «, sin (90° — «) = cos «, cos (90° — «) = sin «, které
provéfujeme pro nékolik hodnot &« na funkénfch hodnotich vyhledanych
v tabulkich. Pomoci tabulek sestrojime grafy uvedenych t#{ funkci na inter-
valu {0°, 90>°, nané¥ejice na prvni soufadnicovou osu délky imérné velikos-
tem uhld, nap¥. piimo velikosti ihli ve stupnich, a na druhou soufadnicovou
osu hodnoty funkei ve vhodném méfitku.l) Je rovnéZ vhodné ukédzat Zakim
konstrukei grafu bez pouZiti tabulek pomoci trojihelnika, kruZitka a whlo-
méru tak, jak je to pro funkei sin & ukézdno na obr. 1. Pfedpokliddme, %e by
se potom pomoci tabulek Fefila ¥ada tloh, v nichZ na zdklad$ danych dhla
a délek se maji stanovit neznamé uhly a dél-
ky, a to zatim pro pravoihlé, popt. rovnora-
menné trojihelniky a pro kosoétverce. Méme-li
¢asové moznosti, vyFesime nékolik praktickych
dloh ,,z terénu‘‘ na zédkladé odhadnutych nebo
skuteéné zméfenych velidin.

Zde zpravidla konéi prvnf, pHli§ kratky vy-
klad trigonometrie, ke které se zase dostdvidme
aZ teprve v devaté tiidé. Takovy stav véci je
ale neuspokojivy. Ve viech nasledujfcich kapi-
tolach geometrie osmé t¥idy lze totiZ s vyhodou
pouzit goniometrie ostrého thlu. Udéiteli, ktery c
by takto postupoval, nemutzZe nikdo namitat, %e
roz8ifuje osnovu; nebude totiZz probirat nic, co Obr. 2
by pFesahovalo tuto osnovu, ani nepfekroéi sta- T
noveny &as. Nyni ukdZeme: a) FeSeni tloh, které
jsou . tradi¢né chapany jako d&istd& geometrické; b) vyklad geometrickych
faktti pfedepsanych osnovou prostfedky trigonometrie.

a) Za¢nu s ptikladem ze sbirky geometrickych ilgh N. Rybkina?).

Polomér kruZnice je 8 dm; seéna AB = 12 dm. Bodem A4 je vedena tedna
a z bodu B selna BC rovnobé&Zné s uvedenou tednou. Stanovte vzdédlenost
mezi te¢nou a se¢nou BC.

Predklddam FeSeni (s rozborem; obr. 2): hledanou vzdilenosti bude délka BD

¢asti kolmice spusténé z bodu D na tednu AD. V trojihelniku A BD v8ak zndme
pfeponu AB a proto nam pro vypolet délky B]) stadi (a je nutné) stanovit
sin « («x = <X BAD). Je ihned vidét, Ze x = ¢ AOE = < BOE, kde E je stied
setny AB. sin « vypodteme nap¥. z trojihelnika BOE, v ném% zname O4 = 8,
BE = 6. Tedy sinoc = ¢ =2 a odtud BD = ABsinx = 12. % = 9 (dm).
Jak vidime je FeSenf velmi jednoduché.
. Zde bychom byli vystadili i s podobnosti trojihelnika (ABD a OBE); to
jde i v fad® jinych p¥ikladi, které lze fedit goniometrickymi funkcemi bez
pouziti tabulek. Av8ak neni jeden pomér (goniometrickd funkce) jednodussi
ne% rovnost dvou poméri (iméra)?3) Jestlie jsme jiZ goniometrické funkce
probrali, pro¢ bychom je neméli pouzit v kazdém vhodném p¥ipadé?

)

1) Pokud by né&ktefi uditelé povaZovali za spravné pouZivat jen takovych grafu, kde bylo
na obou soufadnicovych osdch zvoleno totéz méfitko (a nikoli napf. na jedné ose velikost dhlu
ve stupnich a na druhé délka visetka), budi% jim pfipomenuto, %e tim by doslo k nep¥jermné diskre-
panci s fysikou, kde téméF vidy jsou argument a funkéni hodnota riznymi veli¢inami.

%) H. Pubkua (4. L., § 11, N2 45, u3x. 6, 1937).

3) Analogick4 je situace v aritmetice, napf. pii feSeni pfikladu: 7 sesitu stoji 91 hal.; kolik stoji
5 seditG? Prvni zpusob: 91 : 7= 13 (hal); 13 X 5 = 65 hal. Druhy zpusob: 7:91 = 5: x, atd.
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b) P¥i dukazech riznych poudek je mnoho moznosti vyhodného pouZiti
" goniometrickych funkef. UkdZeme to na odvozeni vztahti mezi zékladnimi
prvky pravoihlého trojuhelnika.

Podivejme se na znamy obrazek (obr. 3); dhel p¥i vrcholu C je pravy,
ostatni oznadeni je zfejmé k obrazku. VySka h rozdéluje trojihelnik 4BC
na dva trojiihelniky I a II. Uhel « se objevuje v kaZdém z uva¥ovanych t¥
trojuhelniki. Hodnotu goniometrickych funkei tohoto thlu maZeme vyjadFit
trojim zpisobem pomoci prvkd na obrizku vyznadenych (a to tak, aby p¥i-
tom bylo pouZito viech stran kazdého trojihelnfka); p¥ehledné je to zachy-
ceno v ndasledujici tabulce:

Trojtihelnik
Funkce
ABC I II
. a h a’
s o ) b o
o b’ h
COo8 & 2— T a
" a h a’
gx b b

1
Porovnanim vyrazi pro jednotlivé funkéni hodnoty dostaneme vztahy mezi

a, b, c, a’, b, h ve tvaru deviti Gmér, z nich% jen nékteré jsou zajimavé. Jde
zejména o tyto iméry: ’ :

a a b b h __d
TS T T VT h
z nichZ plynou vztahy
at=ca , b2=cdb', h*=a'd’, (1)

které tvokf obsah zndmych Eukleidovych v&t. Jeité jedna timéra, vzniknuvii
porovnénim prvych dvou vyraz pro sin «, stoji za poviimnuti:
a h

- =% Gili ab = ch

(,,80uéin odvésen se rovna souéinu
plrepony a ji pkislusné vysky‘).
Tento vztah, kterého se dasto po-
uZfvé pFi FeSeni riznych dloh, se
zpravidla odklada aZ do kapitoly
o obsahu nebo se o ném vibec 4 &
nezmiiiujeme.

Jak vidime, goniometrické funk-
ce umoziiuji, Ze nemusime uvazo-
vat pFisludné podobné trojthelni-
ky. Uvahy se mn¥ zdaji 1épe uspotddané a neopiraji se o #4dné d¥fve probra-
né véty. Kromé toho je Zadouci, aby slovni formulace vysledku nésledovala
aZ po odvozeni vztahu, nikoli pfed tim (tu bude také nutno eodmitnout
euklidovskou tradici).

=
-
-~ —-—‘
———— e e L e e

Obr. 3.
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Z prvnich dvou rovnic (1) dostaneme obvyklym zplsobem Pythagorovu
vétu: a? 4 b2 = c2, a vratime-li se opét k trigonometrii:
2 2
5 %: 1, &li sin?a -+ cos?a =1,
Posledni vztah umoZiluje vypoditat jednu z funkef sinus, cosinus pomoci
druhé a pouZijeme-li jeSt& rovnice tg & = sin « : cos «, muZeme stanovit
kteroukoli z funkef sinus, cosinus, tangens, jakmile zndme jednu z nich.
S Zaky potom probirdme tlohy jako napt.: v tabulkéch pro viechny tfi funkce
' nechdme zakryt proufkem papiru jeden sloupec, nafeZ nechdme v uréeném
Fadku stanovit zakryté &fslo (ponékud sloZitéjsi uilohu dostaneme, nechame-li
zakryt dva sloupce). Vypoétend ¢isla potom porovname s pFisluinou hodnotou
v tabulce, phhlize]ice ovSem k p¥ibliZnému charakteru tabelovanych hodnot.
Nyni jiz neni tézké si sestrojit a postupné zapamatovat tabulku hodnot
(pfesnych i piibliZnych) funkef sinus, cosinus, tangens dhli 30°, 45°, 60°
a pouZivat jich pfi FeSenf iloh viude ta.m, kde se tyto uhly vyskytuji.
Bezprostfedné muZeme této tabulky pouZit v kapitole o mnohothelnicich.
Oznaéime-li R polomér kruZnice a a, resp. b, stranu pravidelného m-ihelnika
této kruZnici vepsaného resp. opsaného, snadno odvodime, %e
o, = 2Rsin 250 | . — 2R tg 220
n n

(2)

Pomoci téchto vzorci a uvedené tabulky snadno vypotitdme a,, by, a,, b,,
ag, bg (nékteré z téchto vysledkid dostaneme snadnéji geometrickou dvahou;
to je nutno provést).

Jako cvileni je uZitetné vypotitat b, pomoci a, a R; k tomu staéi vyloudit
180°/n z (2), nap¥. tak, Ze z prvni rovnice (2) na.jdeme

180°
- cos = Vl - 4R2 ) ' (3)

a odtud a z druhé rovnice (2)

: o]
2R sin 180

—_— a"

_—73‘—— - 4@‘ .
l/l iR Vl TR

TéchZe vzorct (2) lze pouiit, jestliZe nap¥. chceme vypoditat obvod pravi-
delnych vepsanych a opsanych 180-thelnika. Vychazi 360R sin 1° a 360R tg 1°;
sin 1° a tg 1° najdeme v tabulkach, je viak t¥eba poéitat se zvétSenim chyby
tabulek pfi ndsobeni 360.

Mime tak v celé planimetrii mnoho divoda vratit se k préci s gomometnc-

kymi funkcemi ostrého dhlu; vidime znovu jejich uz1teénost pii vyuce geo-
metrii.

2. Funkee tupého iihlu. VySetfovéni zdvislosti mezi prvky obecného troj-
thelnfka zGstavd nicménd nedplnym, pokud nejsou zavedeny goniometrické
funkce tupého thlu; vidyt néktery z Ghld v trojihelniku maZe byt tupy.
Umélé omezeni na funkce ostrého dhlu si vynucuje dvoji formulaci takovych

b, =
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vét, jako je véta kosinové (vypodet &tverce strany trojihelnfka z délky ostat-
nich dvou stran a thlu jimi sevfeného)?!). Dale nastinény plan vykladu funkef
tupého thlu, ktery lze zahrnout do kursu geometrie, pfesahuje rdmec programu
. 8. t¥idy, nepfesahuje viak rdmec programu matematiky jako celku.
Reédlnost vzédjemného prefazeni nékterych otdzek geometrie a trigonometrie
nemuze byt sporna, nebot program vyssich tfid se nijak nerozsifuje (naopak
ukazuje se moznym n&které véci vyjmout) a zrueni , nepropustnych ptehr
(F. Klein) mezi dvéma pfibuznymi obory miZe jen usnadnit vyklad, uSet¥it
das a sfly zakd.
Formalng ptechod od ostrého thlu k tupému nenf obtiiny stadi definovat
sinus tupého thlu jako sinus vedlej$iho hlu a kosinus tupého dhlu jako kosinus
ptislusného vedlej§fho tihlu s opa¢nym znaménkem. Tedy podle definice je

sin (180° — &) = sin &, cos (180° — x) = — cos &, pro 0 < & < 90°%; (4)

© na tomto misté (zj'eména. v souvislosti se slovni formulaci: ,siny vedlejiich
uhla jsou si rovny, kosiny ... se li¥f pouze znaménkem ") lze objasnit, Ze
vztahy (4) platf i pro 90° < &« < 180°. UkéZe se nynf, Ze je pfirozené (zejména
v souvislosti s konstrukef grafi pro funkce s rozsifenim definiénim oborem)
polozit
"8in 0° =6in 180° =0, 8in90°=1, cos90° =0
: cos0°=1, cosl80°=—1,

a tim jsme definovali sin « a cos « pro viechna « v intervalu 0° < & < 180°.
- Funkci tg « 1ze v témZ¥e intervalu definovat pomérem sin « : cos « pro & + 90°.

Obtf#n&jsim pedagogickym tkolem je presvédlit Zdky o tdelnosti téchto
definic (neni to oviem obt{Zn&j&{ ne% nap¥. pti zobectiovéni mocniny na p¥fpad
mocnitele, ktery neni pfirozené &islo), Staéi vyslovit pro goniometrické funkce
takovou zobeciiujicf definici, kters by zahrnovala viechny dosud uZfvané
definice. Nejjednodussi cestou je zde zfejmé pouZiti soufadnicové soustavy,
se kterou se Zaci jiz dobfe sezndmili: umistime thel v soufadnicové roving
tak, aby jeho vrchol leZel v poddtku, jedno z jeho ramen splynulo s kladnym
smérem osy x a druhé rameno lefelo v I. nebo II. kvadrantu. Vyneseme-li
na toto rameno tsetku jednotkové délky od vrcholu O (OM = 1), miZeme
definovat sinus a kosinus Ghlu « jako ordindtu resp. abscissu bodu M. Snadno
ukdZeme, Ze tato definice zahrnuje viechny pfedchazejici. (P¥itom likvidujeme
téZ ten nedosta.tek o kterém jsme se zminili na zaddtku ldnku: definice pomocf
soufadnic je vhodné po malych vysvétlenich p¥i jakychkoli dhlech, takZe po
zobecnéni pojmu dhlu nenf tfeba ménit jiZ vZité pfedstavy). Vzhledem k plat-
nosti vztahd (4) nenf tfeba novych tabulek pro funkce tupého tdhlu.

Nynf miZeme vyloZit tiplnou soustavu zavislosti mezi prvky trojihelnika,
jejiz zékladem muze byt (mimo vztah A + B + C = 180°) bud véta sinové
nebo v&ta kosinové. Prvni z nich se.dokazuje jednim z obecnd zndmych
zpusobii: na zdklad$ vztahu a : 2R = sin A nebo zavedenim vy&ky (dva pfi-
pady). Kosinové véta znovu s pouZitim vysky (dva p¥ipady), nebo (pondkud
zdlouhavéji, ale pou¢ndji) na zédkladé pfedem dokizaného vztahu (dva p¥i-

4) Ve své ,,metodice* (vyd. r. 1949) navrhuje V. M. Bradis i vzorec pro obsah trojthelnika
peét dvojim zpiisobem: § = 0,5ab sin C pro C < 90° a S = 0,56b sin (180° — O) pro 90° < 0 <
< 180°, ,,jelikoz Z4ci 8. t¥idy jestd nevédi, Ze sin (180° —-C) = sin 0”. P¥i této ptilezitosti bych
chtél zdiraznit, %o souhlasim s nézorem. V. M, Bradise o moZnosti Sirsfho poufivéni trigonometrie
k fedleni geometrickych tloh v rémei nynsjitho programu (str. 392— 398 cit. préce), domnivém
se viak Ze se nelze omezit jen na to.
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pady) a = b cos C + ¢ cos B. Uvazime-li je§té dva analogické vztahy b =
=acosC 4 ccos A, ¢c =acos B+ bcos A, dostdvame soustavu tii rovnic,
které jsou linedrnf nehomogenni vzhledem k neznamym cos 4, cos B, cos C
a linearni homogenni vzhledem k a, b, ¢. PovaZujeme-li kosiny za neznamé
a FeSime-li soustavu, dostaneme vztah

2 b2'_ 2 -
. +2ab : )

a je¥td dva analogické, které spoleénd se vztahem (5) tvori vétu kosinovou
(ktera se dastéji zapisuje ve tvaru ¢ = a? + b — 2ab cos C). Povazujeme-li 4,
B, C za dané a a, b, ¢ za hledané, pak pro

homogenni soustavu je tieba nejprve FeSit A
otazku existence nenulového fefeni: pii-
slu$nd podminky je tvaru

cos? 4 + cos2 B + cos2 C 4
+ 2cos Acos BcecosC —1=0 (6) : c

a je pro 0 < A + B < 180° ekvivalentni
podmince 4 + B + C = 180°. Je-li pod-
minka (6) splnéna, pak pomoci tGhla lze c M/ M
jednoznaéné urdit poméry stran, coz opét -~ T To-----oo--o--o-totTT ’
je geometricky ziejmé:

cos C =

a:b:c=2s8inA4 :sin B:sin C%).

Pomoci sinové a kosinové véty je moiné probrat viechny ,,zékladni‘ p¥i-
pady FeSeni trojihelnika a pouZivat p¥i tom jen tabulek hodnot sinu a kosinu,
piipadné tabulek druhych mocnin a druhych odmocnin. Sinova véta stadi
k Fefeni trojihelnika na zékladné dané strany a dvou hld a na zédkladd dvou
danych stran a dhlu proti jedné z nich (obvykle v této souvislosti upozornime
zéky na dvojznaénost vyjad¥eni dhlu v intervalu (0°, 180°) hodnotou jeho sinu).
Pomoci kosinové véty je mozné fesit trojihelnik, jsou-li dany: 1) dvé strany
a thel jimi sevieny; 2) t¥i strdny (viz (5)).

UkéZeme jeSt& mozZnost stanovit témito prosttedky téZnice, osy thli a vys-
ky, jestliZe jsou dény t¥i strany trojihelnika.

1) Necht je (obr. 4) AM = m, hledans t&%nice. Podle vzorce (5) najdeme
cos C a dosadime do rovnice odvozené z trojihelnika ACM

2
a a
m&:(g) +b2—2.—2—bcos0’=....
Uvedme, %e vzorce pro délku téznice zpravidla odvozujeine tak, Ze trojuhel-
nik doplnime na rovnobénik a pouZijeme véty o soudtu é&tverct vhlopridek
tato véta se nyni stava zbytednou.®) ‘
2) Zachovejme oznadeni obr. 4; necht A M’ = g, je hledané osa dhlu. V troj-

thelniku ACM’ snadno uréime CM'= ab/(b + c) a thel C podle vztahu (5)
a déle

5) Zaifazeni druhé varianty kosinové véty se nenavrhuje do povinné latky. .
8) Mysli se tim v&ta, %e v rovnob&Zniku o strandch a, b a thlopiitkéch u,, u, plati 2(a® + b?) =
= u,? + uy?. Tato véta se v sovétskych ulebnicich planimetrie dokazuje. Pozn. pfekl.
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a*b? b a*®+b%—c? a?
2 = b2 — = . = - T e .
ha=V+ o ~ o 2ab e = be [1 G +c)=]
3) Zachovéme oznadeni obr. 4; necht AM” = h, je hledand vyska. Z troj-
dhelnika ACM"” dostdvdme h, = b sin C, ptiéemZ cos C je definovin vztahem

(5); plati tedy Py ey
gin C = Vl — ( 20t )

atd. (ddle jen algebraické upravy obvyklé pfi odvozovani Heronova vzorce).

Uvedme jesté nékolik ptikladi. Kosinova véta umoziiuje stanovit velikost B
vyslednice dvou sil, jestlize zndme velikosti
téchto sil a Ghel & mezi jejich sméry:

R*=F% + F} 4 2F,F, cos «
(zde upozornime na znaménko -+ posled-
nfho &lenu na pravé strang). Chceme-li jesté
najit Ghly, které svird vyslednice se sméry
sil o velikostech F, a F,, statf uiit sino-
vé véty.

Snadno (a bez pomocnych konstrukef)
lze dokdzat vétu o ose wvnitinfho twhlu
v trojihelniku. Necht (obr. 5) CD je osa
dhlu, tj. « = B, ostatni oznadenf je patrné
z obrazku. Z trojihelnfkt ACD a BCD Obr. 5.
plyne

b:b' =siny:sina; a:a'=sind:sinf.

AvSak sin y =sin d; sinx =sinf atedya:a' =b:0',a’ : b’ = a:b. Nevel-
kym pozménénim tohoto d4vno znémého ditkazu dostavame vétu o ose
vnéjitho dhlu.

Vréatime-li se k pravidelnym n-thelnikiim, miZeme vyuZit nejen st¥edovych
uhli (které jsou ostré pro n > 4), a,le i vnitinich (které jsou pro n > 4 tupé).
VepiSeme-li do kruZnice rovnoramenny trojihelnik o zékladné a, a ramenu a,,,
s thlem p#i hlavnim vrcholu 180° — 180°/n a s thlem ptfi zdkladnd 90°/n,
najdeme 90°

gy = Ay, : 2 CO8 ot (7)

Ze vztahu (7) snadno stanovime ag, a,, a ddle hodnoty cos 22,5°, cos 15°.
Odtud a ze vztahu (7) najdeme a,q, a,, atd.

V teorii obsahu rovinnych ttvari je t¥eba si dikladné osvojit vztah S =
= }ab sin C pro obsah trojihelnfka, ktery je pravé tak duleZity, jako vztah
8 = jah (z néhot lze predchozi vzorec odvodit). UZitedny je také vzorec pro
obsah rovnobéZnfka z délky dvou jeho sousednich stran a thlu mezi nimi,
vzorec pro obsah étyi‘uhelnika z délky jeho dhlop¥itek a jimi sevieného uhlu
" Ponechdvam stranou pouZiti trigonometrie ve stereometrii, nebot tiloha
trigonometrie v této souvislosti je jiZz ddvno uzndvéna. Zel v teoretickém
vykladu je jako dffve trigonometrie obchazena; obvykle se napt. neprobiré
dileZitd véta o obsahu priimétu rovinného utvaru do jiné roviny (nenael jsem
formulaci této v8ty ani v universitnich udebnicich geometrie od S. A. Bogo-
molova a D.I. Perepelkina; jinak je tomu v knize J. Hadamarda, Elemen-
tdrni geometrie, &ast I1, 2. vyd., Moskva 1951, str. 381). '
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Jde tedy o zahrnuti celé trigonometrie trojihelnika (kromé ¥eSeni trojthel-
nikd pomoci tabulek logaritmi goniometrickych funkef) do kursu geometrie.
Je na mistd uvést zde nekolik historickych a bibliografickych pozndmek. P¥ed
pul stoletim jeden z nejvyznamnéjsich francouzskych matematiki, E. Borel,
zahrnul do své udebnice elementdrni geometrie’) goniometrické funkce ostrého
i tupého thlu, kosinovou vétu, n8kterd uZiti v planimetrii (pravidelné mnoho-
thelnfky, obsah trojihelnika) a ve stereometrii (obsah primé&tu). Tato udeb-
nice, t¥ebaZe nebyla p¥ili§ rozsifena na francouzskych 8kolach, byla pfelozena
do nékolika jazykt a méla znaény vliv na vyuku. Tehdy ve Francii zndmy védec
a pedagog, C. Bourlet, mohl s odkazem na oficidlni udebni plén z r. 1909
zahrnout do udebnice geometrie?) goniometrické funkce ostrého a tupého hlu,
sinovou a kosinovou vétu. Z ruskych autori miZeme jmenovat A. Gorsta,
ktery ve své zajimavé, tFebaZe nikoli bezvadné uéebnici®) zavadi goniometrické
funkce pro thly od 0° do 360° a kosinovou vétu. V8ichni jmenovani autofi
viak se nezabyvali aplikacemi v geometrii ani v takovém rozsahu, jako
v tomto ¢éldnku.

Ve smyslu nédzvu élanku neni zde misto pro podrobny rozbor zmén v celém
programu 8kolnfho kursu matematiky, kdyby byly uskuteénény zmény, které
byly vyse uvedeny. Abychom viak alespoii naznatili obecné perspektivy, uved-
me je jen v prvnim piibliZeni a bez podrobného zdivodiiovani.

Z trigonometrie trojihelnika zustalo nezahrnuto do programu geometrie
feSeni trojihelnikti pomoci tabulek logaritmi goniometrickych funkef spolu
s technikou téchto vypoéti a specidlnimi vztahy, které jsou ,;vhodné pro
logaritmovani*‘. Tuto pracnou kapitolu, kterd téméf nemé vyukovou cenu
(a v dobé strojové matematiky ani praktickou cenu), 1ze snadno obé&tovat.

Zustévé geometrie, pFesn&ji: pojem idhlu v orientované roviné, obloukové
mira; goniometrické funkce é&fselného argumentu, jejich periodicita (grafy);
vztahy mezi funkcemi, soudtové véty, vzorce pro goniometrické funkce
dvojnasobnych a polovi¢nich wdhli; ekvivalentni tdpravy goniometrickych
vyrazu; arkus; goniometrické rovmice. Je vSak znamo, %e celd goniometrie
miZe byt vyloZena ryze analyticky (nekoneéné fady nebo diferencialni rovnice
nebo -funkcionalni rovnice). V této souvislosti je tato partie blizii kapitole,
kterd se ve Skole nazyva algebra, tfebaZe zahrnuje i nékteré otdzky tvodu
do analysy, napf. studium transcendentnich funkei — exponencidlni a lo-
garitmické. Goniometrické funkce, jejichZ znalost je nezbytnd pro jejich
vyznam v mnoha oblastech matematiky a fysiky, pati{i také k transcendent-
nim funkeim. Bylo by tedy mo#né ve vykladu zahrnout goniometrické funkce,
stejnd jako funkce exponencidlni, do tzv. ,,algebry* (jejich hlubok4 souvislost
se stavd zfejmou v oblasti komplexnich ¢&isell®). V Zadném pi¥ipad® nelze to
zahrnout do geometrie: na omyly, vyplyvajici z iluse o organické souvislosti
goniometrickych funkef s euklidovskou geometrif, zejména z existence podob-
 nych dtvari (které neexistuji ani v Lobadéevského ani ve sférické geometrii)
bylo jiZ nejednou poukazénol?).

) 3. Bopes, aemenmapran. mamemamura I, I'eomempus, preklad z ndméiny. Zpracoval
II. MiTexkesn, Odésa ,,Matezis* 1912.

8) Carlo Bourlet, Eléments de géométrie, 2. vyd., Pa¥iz 1910.

%) A. M. TopcT, Sremenmapras ecomempusn, SPB-Kijev, ,,Sotrudnik‘’, 1911.

10) Je to jeden z presvddéujicich divodi pro zachovéni kapitoly o komplexnich é&islech —
mo#nost odvozeni soudtovych vét a vzorci pro goniometrické funkce nésobnych argumenti
pomoci nésobeni a umocitiovéni komplexnich &isel v goniometrickém tvaru.

1) Viz napt. H. M. Beckmru, Memoduxa zcomempuu, M-L 1947, str. 219— 220.
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V ka#dém ptipad$ to, co stoji za to, aby bylo zahrnuto do vyuky ve vieobec-
né vzdélavaci 8kole z tradiéniho obsahu trigonometrie (v souvislosti s vyse
uvedenymi otdzkami goniometrie uvedme, Ze arkus se jiZ ztraci z nasf vyuky
a nasledovat budou pravdépodobné gomometncké rovnice), nevyzaduje
existenci zvla§tniho oboru a muZe byt snadno a s prospéchem (pro geometrii
nesporné) zahrnuto do dvou existujicich obori.

Navrhujeme tedy vedle redukce nyné&jsi osnovy rozdélit trigonometrii
mezi geometrii a algebru: do geometrie zahrnout funkce thld v intervalu
(0, 2r) a do algebry funkce d&iselného argumentu v intervalu (— oo; + ).

Prelo%ils Jirt Fdbera a Jift Qregor

NICOLAS BOURBAKIY)
Prof. KArREL RYCHLIK

Jeho jméno je Fecké, jeho nédrodnost francouzské. Je jeden z nejvlivnéjsich matematika
20. stoletf. Mnoho historek se vyprdvi o ném a jejich podet roste den ode dne. Skoro ka¥dy
matematik zné nékteré. Jeho préce jsou éteny a dasto citovéany na celém svétd. Jsou v Rio
de Janeiro mladi, jejich¥ matematické Skoleni bylo vysledkem jeho dfla, v Berkeley
a Géttingen jsou zndmi matematici, ktef{ podléhaji jeho podmatiujicimu vlivu. M4
védnivé stoupence i neoblomné odpiirce v kaZdém shromdZdéni matematik, ale je podivu-
hodné, fe — neexistuje.

Tento Francouz s feckym jménem, ktery neexistuje, je Nicolas Bourbakl. Ve sku-
tednosti je Nicolas Bourbaki ,,kolektivni pseudonym*‘, uZfvany sdruZenim matematiky,
na které by bylo mo#no velmi dobie uZit francouzského vyrazu société anonyme. Skupina
piSe rozséhlé dilo o matematice, vychdzejicf od zédkladnich velmi obecnych principu
a sméfujicf patrné k aplikacfm co nejvice specialisovanym. Préce byla zapodata v r. 1939
a vyslo jiZ na 20 svazkl (okolo 3000 str.) tohoto monumentélnfho dfla.

Duvod, proé¢ autofi si zvolili jméno Bourbaki, je zahalen tajemstvim. Je oprdvnéna
domnénka, Z%e tuto volbu inspiroval generdl Charles Denis Bourbaki (nar. r. 1816, zemjiel
r. 1897). Vi se 0 ném, %e r. 1868 ve véku 46 let byla mu nabidnuta ¥eckd koruna, nabidka,
kterou on vSak odmitl. Jakési proslulosti vak ziskal ve vélce prusko-francouzské jako
vrchnf velitel vychodn{ francouzské armédy. Ve vélee té mu osud nebyl pifznivy; vr. 1871,
kdy#% ustoupil z Francie na 8vycarské tizemf se ztendenymi zbytky vojska, byl internovén
8 tehdy se pokusil o sebevraZzdu. Ta se viak nezdafila a pak, podle jeho pomnfku v Nancy,
#il tam a% do véku 81 let. To vSak té%ko muZe tvoiit souvislost mezi nim a matematiky,
ktef{ u¥ivaji jeho jména, leda snad, Ze mnoz{ z nich v riznych obdobich studovali na
université v Nancy.

Jedna z pkfhod, v nich¥ se vyskytuje ono jméno, se udéla asi pfed 25— 30 lety. Poslu-
chadi prvniho roku na Ecole normale supérieure v Pa¥f¥i, kde nabyla vzdéléni vétdina
vyzna&ndjsich francouzskych matematikd, byli zvéni ka¥doroénd k udasti na pfednésce
vzneSeného ndvstévnika jménem Nicolas Bourbaki, kterym ve skutednosti byl jeden
z jejich kolegt maskovany patriarchdlnim vousem. Jeho povidéni bylo prvnim pokusem
v fe¢néni o matematice.

1) Volné zpracovéni ¢ldnku Pavla R. Halmose, ktery vySel v Scientific American, 119, se. 5
(kvsten 1957). Byl mi piistupny v portugalském piekladu, uvefejndném v Anudrio da Sociedade
Paranaense de Matemdtica, 4, 1957, str. 18—28.
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