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Hilbertovy probléemy

O osmém
Hilbertové problému

Bretislav Novdk, Praha

Osmy Hilbertiv problém je v pofadi druhy z dvaceti tf¥i problémi, ktery je v€novan
teorii &isel. Neni vlastné formulovan jako problém jediny, ale jako celd fada otazek
souvisejicich s prvodisly nebo obecnéj§imi podobnymi objekty — prvoidealy.

Otazky, které D. Hilbert v r. 1900 shrnul pod sviij osmy problém (nazvany kuse
,»problém prvotisel*), 1ze shrnout obecn¥ jako studium nulovych bodd Riemannovy
funkce {(s) (a pfipadnych jejich analogii v jinych &iselnych t&lesech) a vztah@ mezi
vlastnostmi této funkce a vlastnostmi prvogisel (studium rozloZeni prvoéisel, Goldba-
qhﬁv problém, problém tzv. prvoéiselnych dvojéat atp.)

Vsimneme si v nasledujicich odstavcich nejdileZitéj§ich metod a vysledkd v této
problematice, a to jak z hlediska historického, tak i z hlediska nejlepSich soucasnych
vysledkd. Pfipomefime, Ze v knize [1] piSe o tomto problému znimy leningradsky
matematik Ju. V. LINNIK, jehoZ price velmi podstatnou mérou pfispély k rozvoji této
problematiky. Ze starsich i novych mdnograﬁi, které se ve vétsi nebo mensi mife téchto
otazek dotykaji, lze &tenéfi k podrobn&jsimu studiu doporugit zejména dila [3]—[6].
Sougasn& upozoriiujeme na obsahlou a pfistupnou staf profesora V. JARNIKA [2], ktera
je vlastn€ mistrovsky psanym ndastinem celé problematiky a na jeho né&které recenze
knih v Casopise pro péstovdni matematiky (67 (1937), D 54—56, 74 (1949), D 87—88,
85 (1960), 364—392).

Jak znamo, prvodislem rozumime takové pfirozené &islo p v&tsi neZ jedna, jehoZ
jedini celoéiselni délitelé jsou &isla +1, +p. JiZz Eukleidovi bylo znamo, Ze existuje
nekone&n& mnoho prvodisel. Ozna&ime-li tedy pro kladnid x symbolem n(x) podet
prvotisel nepfesahujicich x, je n(x) neklesajici a neomezena funkce. Naskyta se pfiroze-
né otazka, jak ,,rychle* roste funkce n(x), tj. hleddme n&jakou ,,jednoduchou* funkci
f(x), aby rostla ,,stejn&* jako funkce n(x), tzn., aby podil n(x)/f(x) leZel pro viechna
x = 2 mezi dvéma kladnymi konstantami. Jemn&j§i problém je nalézt funkci f (x) tak,
aby lim f(x)/n(x) = 1, tj. tak, aby funkce f(x) a n(x) si byly asymptoticky rovny nebo

X~ + 00

¥

dokonce tak, aby rozdil n(x) — f(x) byl ,,podstatn&* men3i nez f(x).



Prvou domnénku vyslovil v tomto sméru LEGENDRE v r. 1789 (pfesné ji formuloval
aZ v r. 1808): f(x) = x/Ig x, tj.

Q) lim ")1Ex_

x—+ X
Legendre oviem vztah (1) nedokézal. Prvy pokrok viibec zaznamenal rusky matematik
X
P. L. CeBYSEV aZ v letech 1851 —2. Cebysev nejprve poznal, 7e funkce j du/lg u (tzv.
2
integrallogaritmus) se ,,1épe* hodi k aproximaci funkce n(x) neZ funkce x/Ig x. V prvém

pfibliZeni jsou si obé tyto funkce asymptoticky rovny, pfesné&ji viak mame pro kazdé
pfirozené q

* du x 1'x | 2!'x (g —1)'x
— et gtttV
(2) lim Jlgu Igx lg°x lg°x Ig?x 1
x—+ o0 q'x

g2t x

Cebysev nyni ukézal, Ye pro kaZdé ptirozené q je
lim sup n(x) J‘
x—+o lg u
lim mf

(<> Joies)

Existuje-li tedy pro nékteré pfirozené g limita

xliTw__< ") - f lgu)

je tato limita rovna nule. Specialng pro g = 1 dostaneme pouZitim (2): Existuje-li limita

v

0

(3)

I\

0.

lim n(x) 1g x ’

x—+o0 X

je rovna jedné. Existenci této limity se viak CebySevovi nepodafilo dokézat. Ukazal viak
— a to byl v té dobg veliky pokrok — Ze funkce x/Ig x dobfe aproximuje funkci n(x)
pro velké hodnoty x, presn&ji Cebysev ukazal, Ze plati

’

(4) agliminfm_s_limsupmgga
x=+ o b4 x=+ o X

W

kde a = 1g(\/23/33/5) — 1g3/30 = 0,9129 ...
Viimneme-li si metodického p¥inosu CebySevovych praci, je moZno zdiraznit dv& véci:
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Cebysev ve svych vysetfovanich podstatng vyuZil vlastnosti funkce C(S) = 211/ n® pro
n=

redlna s > 1. Vztah této funkce k prvod&islim byl znam jiz Eulerovi:
1

n P

1
=H___1
1—=

pS

© © =3

pro s > 1, kde vpravo v nekoneéném soudinu probihd p viechna prvolisla. EULER
ve svém znamém dikazu nekone&nosti mnoziny viech prvodisel vyuZil vlastné vztahu
lim {(s) = + oo, ktery plyne z divergence harmonické fady (kdyby bylo prvocisel
s=1+

jen kone&n& mnoho, byl by vpravo soudin jen koneén& mnoha &leni, ktery by mél
pro s —» 1+ kone&nou limitu). CebySev ve svém ditkazu vztaht (3) vyuZil naproti tomu
mnohem jemn&jlich vlastnosti funkce {(s) (napk. Ze existuje kone&n4 limita lim ({(s) —
— 1/(s — 1)). Druhym CebySevovym piinosem bylo zavedeni funkce s+

9(x)=YIlgp
PSX
(stitame pfes viechna prvodisla p nepfesahujici x). Snadno lze totiZ nahlédnout, Ze
asymptotické vlastnosti funkci 9(x) a n(x) se vzajemng& pfenaseji. Specidln& ,,prvodiselna
véta“ (1) je ekvivalentni se vztahem

lim ﬂjf)=1.

x>+ X

Dokonce &im ,,lep$i‘“ odhad pro rozdil S(x) — x ziskame, tim lep$i bude nas§ odhad
pro rozdil

n(x) — li“—
218 u

S funkci 9(x) se soudasn& velmi dobfe pracuje (zhruba fedeno: prvo&isla jsou definovana
multiplikativng a logaritmovanim se multiplikativni vlastnosti pfevedou na aditivni).
Uvedme jet&, Ze z nerovnosti (4) odvodil CebySev diikaz tzv. BERTRANDOVA postulatu:
pro kaZdé celé x leZi mezi x a 2x alespoti jedno prvodislo.

Zdalo by se, Ze podrobn&j§im studiem vlastnosti funkce {(s) pro s — 1+ by bylo
moZno prvodiselnou vétu dokézat. Skuteéné je to mozné, ale v tehdejiich podminkéch
bylo zfejmé& nevyhnutelné sdhnout k metodam, které jsou sice podle dne¥nich znalosti
k dtkazu vztahu (1) zbytedng silné, ale které znamenaji dalekos4hly pokrok v celém
problému. Za tento krok vdé¢ime némeckému matematikovi BERNARDU RIEMANNOVI,
o n&ém?Z lze bez nadsazky fici, Ze svou jedinou praci z r. 1860, kter4 ma p¥iblizn& deset
stran, zaloZil celou moderni teorii prvoéisel.

Riemannova my3lenka je v zaklad& velmi jednoduch4: vySetfovat funkci {(s) (nazy-
vanou také Riemannovou dzeta funkci) jako funkci komplexni promé&nné s. Je zajimavé,
Ze Riemann ve své praci dokazal pomé&rné€ malo; fadu vysledki viak uvedl jen s jistym
odivodnénim a fadu vysledkid pfedpoveédél.
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Snadno nahlédneme, Ze fada ), n~* konverguje (absolutnd a lok4ln& stejnomé&rng)
n=1

v oboru Re s > 1. Riemann ukazal, Ze funkci {(s) Ize definovat dokonce pro viechna
komplexni s (jde tedy o tzv. analytické pokracovani z poloroviny Res > 1 do celé
roviny), pfi¢emZ dostaneme funkci, kterd ma jediny pdl v bod& s = 1 s reziduem 1
(a je to jednoduchy pél), tj. funkce (s — 1) ¢(s) i ¢(s) — 1/(s — 1) jsou celé funkce.
Daéle ukazal, Ze funkce

f) = 1 (3) =)

(I'(s) znamen4 znamou funkci gamma) mé jediné pély pro s = 0 a s = 1 a plati pro ni
vztah (funkcionalni rovnice pro funkei {(s))

(6) E(s) = &1 — ).

Z tohoto vztahu plyne ihned (nebot funkce gamma je nenulovad a mé jednoduché pély
s =0, —1, —2,...), Ze funkce {(s) ma (jednoduché) nulové body pro s = —2, —4, ...
a viechny ostatni jeji nulové body leZi v pasu0 < Re s < 1 a jsou symetricky rozloZeny
podél pfimek Re s = 1, Im s = 0 a nejsou realné.

To je vie, co Riemann skuteéné dok4zal. Na zakladé heuristickych tivah v§ak Riemann
pfedpokladal, Ze funkce {(s) ma fadu kliovych vlastnosti. Je pozoruhodné, Ze viechny
tyto vlastnosti — aZ na jedinou — byly pomé&rné brzy skuteéné dokéazany. Posledni
tzv. Riemannova domnénka neni vSak dodnes dokazana. Tak napf. Riemann
predpokladal, Ze funkce N(T) oznadujici polet nulovych bodid funkce {(s) v oboru
0L Res=1,0<Ims = T spliiuje vztah

Lrgr- 1_+21g—2nT+ o(lg T)*).
I

N(T) -

il

Specialng tedy ma mit funkce {(s) v uvedeném pasu nekone&né mnoho kofentl. Z této
vlastnosti Ize snadno odvodit, Ze fada Y 1/ |g| diverguje, kdezto fada 1/ |Q|2 konverguje
(e probiha viechny netrivialni tj. riizné od —2, —4, ... kofeny funkce {(s)). Kone&n&
Riemann pfedpokladal (a to je jeho slavna dbmnénka), Ze vSechny netrivialni kofeny
funkce {(s) leZi na pfimce Re s = } a Ze mezi funkcemi n(x) a {(s) je tento vztah (x = 2)

(7 n(x) + 3n(y/x) + 4n(3/x) + ... = Li(x) — Y(Li(x?) + Li(x'"9) +

e
® dt
| — g2,
L (P —1)tlgt 8
kde s¢itame pfes viechny kofeny ¢ funkce {(s) v oboru 3 < Res < 1, Im s < 0 uspofa-

*) V tomto vzorci mél Riemann chybu: pfedpokladal zbytek tvaru O(1/T). Symbolem f(x) =
= O(g(x)) pfitom minime, Ze existuji &isla x,, C tak, Ze pro x = x, je | f(x)] < Cg(x).
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dané podle rostouci imaginarni ¢asti. Symbolem Li(z) Riemann mini hodnotu

1-4 du z
lim — + —— + konstanta
-0+ \Jo lgu H_,,lgu lgu

pro z > 1 a hodnotu

u el+w
— dt + misgnv
—o b+ 10

pro z = **i*. Abychom si u&inili pfedstavu o vztahu (7), uvaZme, Ze vzhledem k Ceby3e-
vovu odhadu (4) je levé strana v tomto vztahu tvaru n(x) + O(,/x) (nenulovych &lend je
nejvyse 1g x[lg 2, nebot n(¥/x) = 0 pro k > lg x[Ig 2). Integral vpravo je O(1/x*Ig x) —
jeho pfispévek je maly a odhlédneme-li od konstant zbyva odhadnout soucet

Li(x9) + Li(x'"9).

Je-li Reg = % + o, « 2 0, zjistime snadno, Ze tento vyraz je nejvySe (C je vhodni
konstanta)
C(x*** 4+ x¥7%) < 2Cx*e,

tj. zmin&ny soudet se da tim lépe odhadnout, ¢im bliZe leZi kofen ¢ Riemannovy funkce
k pfimce Re s = 4. Odtud je patrné souvislost mezi rozloZenim nulovych bodu funkce
{(s) a velikosti rozdilu
n(x) — [ .
lg u

Riemann ke své formuli (7) do3el vySetfovanim integrélu

Lr*‘“’ 188(s) o4

2M Josiw S

(integrujeme pfes pfimku Re s = a > 1), ktery vyjadfuje levou stranu v (7) a dosazuje
za {(s) jeji vyjadfeni ve tvaru nekonecného soucinu, jehoZ jednotlivé &leny (po jistych
obtiZich technického razu) davaji pravou stranu v (7). Riemannova zasluha zaleZi tedy
zejména v nastinéni cesty k dilkkazu prvociselné véty s jasnou formulaci jednotlivych
kroku.

Je viak vid&t, Ze Riemann za3el vzhledem k tehdejsim (a i vlastng soudasnym) moz-
nostem matematiky velmi daleko. TfebaZe jsme v souc¢asné dobé daleko od diikazu jeho
domnénky, mame tim vét§i obdiv k jeho genialni matematické invenci.

Jak pokracoval vyvoj dale? Trvalo skoro Ctyficet let, neZ v letech 1898 —9 (nezévisle
na sob&) HADAMARD a DE LA VALLEE PoussiN dokézali vyuZitim Riemannovych myslenek
vztah (1). De la Vallée Poussin dok4zal ve skutegnosti jesté vice:

(8) n(x) J' — 4+ O[x e"L‘J(lsx)] ,
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kde ¢ je jistd kladnd konstanta. Podivejme se, co vlastng tento vztah fik4. ProtoZe
pfi danych kladnych m a ¢ je zfejmé& pro viechna dostatedné velka x

elgx > c./(Igx) > miglgx,
znamen4 vztah (8) ,,vice* nez
ax)=| —+ 0 x
lg u Ig™ x

(pro sebevitsi m), ale ,,mén&* nez

© () = [ o+ o

(pro sebemensi & > 0)*). Dalsi pokrok znamenaly WEYLOVY préce, s jejichZ pomoci
v 1. 1924 dosahl LitTLEWOOD zlepseni (8) na (C je opét jista kladna konstanta)

(10) n(x) =J —dl- + O[JC e'&/(lgxlglgx):l .
2 lg u

Je jasné, Ze (10) je opét slabsi neZ (9) pro libovolné ¢ > 0. Nejostfejsi vysledek soutasné
doby (publikovany i s dﬁkazem) vznikl na zakladé€ praci I. M. VINOGRADOVA a N. M.
KOROBOVA z r. 1958**)

* du B s s
11 ix) = —— 4+ Olxe c/(1gx)3/5 (Iglgx) — 1/ .
( ) () L Igu [ ]

Postupy, jichZ se uZziva v souéasné dobég, vychazeji z jisté upravy Riemannovy metody.

Vrafme se viak jest€ k Riemannové domn&nce. Oznadime-li symbolem @ supremum
realnych €asti nulovych bodd Riemannovy funkce ¢, vime v soudasné dobé jen, Ze plati
4 < O = 1. Neni tedy ani zndma nerovnost @ < 1. (Riemannova domnénka fika,
Ze © = 1). Soulasng lze ukazat, Z¢ O je infimum viech t&h o, pro né&Z je

n(x) = f du L o).
Riemannova domnénka déva pfesnéji vztah
X
n(x) =f du + O(x*1g x).
2lgu
Z vysledkt, které jsme uvedli, je patrné, jak daleko jsme od jejiho ditkazu. Uvedme

*) VSimnéme si, Ze ve vztahu (8) vzhledem k (2) nemtZeme integrdl nahradit funkci x/lg x. Inte-
grallogaritmus tedy podstatné Iépe sleduje funkci n(x).

**) V téchto pracich se uvadi vztah (11) dokonce bez faktoru (lglg x) ~1/5, Viz k tomu [6] str.
226 neb [3] str. 111.
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n&které vysledky, které sv&d&i o jeji platnosti. JiZ HARDY ukézal v r. 1914, Ze funkce
{(s) m4 na pfimce Re s = 4 nekone&n& mnoho nulovjch bodd. Oznalime-li N(8, T)
podet nulovych bodi funkce {(s) voboru 0 < Ims < T, |Re s — 3| < 6, ukédzali Bour
a LANDAU v r. 1914, Ze pro kazdé 6 > 0 je

NG T) _
T-+o© N(%, T)

b

tj. ,,skoro viechny* nulové body funkce {(s) leZi na pfimce Re s = 4. Norsky matematik
A. SELBERG ukézal v r. 1940 nerovnost

N(0, T) 2 N(3, T) 7,

pokud N(0, T) > 0, kde n je pevna (i kdyZ velmi malé) kladn4 konstanta (p¥ipomefime,
Ze Riemannova domn&nka ma tvar N(0, T) = N(3, T) pro viechna T).

Z tady dalsich vysledki, které podporuji Riemannovu domnénku, uvedeme tfi velmi
rozdilné.

Pomoci sloZité a dimysiné metody lze postupné lokalizovat a pfiblizné s libovolnou
pfesnosti urgit viechny nulové body funkce {(s) v oboru 0 < Im s < T pro libovolné
piedem zadané T (napf. prvé nulové body jsou s pfesnosti na dv& mista u imaginarni
&asti 0,5 4+ 14,131, 0,5 + 21,021, 0,5 + 25,01 i) a rozhodnout, zdali leZi nebo neleZi na
pifimce Re s = 4. V r. 1966 bylo tak napf. ukazano, Ze prvé dva miliony nulovych bodi
na této pfimce leZi.

Rada vysledkdi byla odvozena za predpokladu platnosti Riemannovy domné&nky
a byla nalezena fada tvrzeni s ni ekvivalentnich. Je vysoce zajimavé, Ze v posledni dobé
byly dokazany vysledky mnohem silné&jsi, neZ jaké vyplyvaji z Riemannovy domnénky
nebo vlastnég z jejiho zesileni pro tzv. DIRICHLETOVY L-fady.

Kone¢n€ uvedme, Ze v r. 1941 se francouzskému matematikovi A. Weylovi podafilo

dokazat analogon Riemannovy domné&nky pro jistou tfidu funkci tvaru 3 a,n™* (tzv.
n=1

kongruentni L-funkce). Abychom byli spravedlivi, uvedme, Ze na druhé stran& funkce
Y (m?* + 5n%)"°
m,n

(s¢itdme p¥es viechna celd m, n, ktera nejsou soutasn& nulova) ma nulové body i v polo-
roving Re s > 1iv oboru 0 < Res < 1, které neleZi na pfimce Re s = 1*).

Snad je i z uvedeného kusého néstinu celé problematiky patrné, Ze obtiZnost ditkkazu
(nebo vyvraceni) Riemannovy domnénky s nejvétsi pravdépodobnosti pfesahuje soudasné
moznosti matematiky. I. M. Vinogradov, jehoZ metoda dovolila relativn€ velky pokrok
v této oblasti (viz vztahy (10) a (11)) o tom piSe ve své kniZce z r. 1971, Ze k dikazu
platnosti odhadu (9) i pro sebemensi & > 0 (tj. i k dikazu toho, Ze {(s) + 0 v oboru

*) Pro zajimavost uvedms, Ze pred nékolika lety vydal sovétsky matematik GAvriLoV ,,dlikaz*
Riemannovy domnénky. Aby se ho podafilo pfesv&d¢it o chybnosti jeho tivah, musel A. I. Vinogra-
dov sestrojit ptiklad funkce, pro niZ platily jednotlivé ,,ivahy* a neplatila Riemannova domnénka.
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Re s < 1 — &) nebude stagit dalii zdokonalovani jeho postupu, nybrZ daldi podstatn&jii
pokrok v celé teorii funkce {(s); jinak fe€eno: je potfeba hledat novou metodu.

Nebudeme se podrobnéji zabyvat analogii celé problematiky v nékterych ¢&iselnych
télesech (zde jde o asymptotiku po&tu prvoideald, jejichZ norma nepfesahuje x; analogie
Riemannovy funkce {(s) se nazyva obvykle Dedekindova dzeta funkce), nebot klasické
vysledky lze pfenést prakticky stejné a nové&jsi pfesahuji ramec téchto fadek. Zmifime se
na zavér o GOLDBACHOVE problému, o némzZ se Hilbert domnival, Ze mlze byt feSen
na zakladg vySetfovani funkce n(x) a problému tzv. prvociselnych dvojéat. Omezime se
pfitom na hlavni vysledky.

Goldbachtv problém (formulovany v dopise L. Eulerovi v r. 1742) znj takto: kazdé
sudé &islo vétsi nez dvé je souétem dvou prvodisel. Tzv. ternarni Goldbachtiv problém
je jeho dusledkem a zni: kazdé liché &islo vétsi neZ sedm je souctem tii prvocisel. Prak-
ticky jediny definitivni vysledek pochéazi od I. M. Vinogradova z r. 1937 (viz podrobn&;ji
[2]): kazdé dostatetn& velké (tj. v&tsi neZ jisté n,) liché &islo n je soudtem tfi prvocisel.
Metoda dikazu této véty je analytickd; potifebuje viak vice nez znalost chovani funkce
n(x). VyuZiva totiZ asymptotiky obecn&jsi funkce m, ,(x) — po&tu prvodisel tvaru kn + I
nepfesahujicich x. Metodou jako u funkce n(x) (misto Riemannovy funkce zde vystupuji
slozit&jsi Dirichletovy L-fady) lze ukazat, Ze pro nesoudélna k, 1,0 < I < k je

T, (X — 4+ 0 xe-c(lsx)‘3/’(lglgx)-1/5 ,
A (k)f lgu [ ]

kde ¢(k) (Eulerova funkce) oznaduje poCet pfirozenych &isel mensich neZ k a s &islem k
nesoudélnych. Lze ukazat, 7¢ odhad je stejnom&rny pro viechna k < Ig# x pro kazdé
konstantni A. Lze-li tedy Fici, Ze ternarni Goldbachiiv problém je ,,v podstaté* vyfesen
(hodnota n, je totiz hodng velk4), jsou znamy u Goldbachova piivodniho problému jen
&astedné vysledky. Zvolime-li napf. pfirozené &islo m plati pro pocet 7(x) sudych Cisel
nepfesahujicich x, kterd se nedaji napsat jako soudet dvou lichych prvocisel odhad
7(x) = O(x1g™™ x), tj. pro ,,skoro vSechna* suda &isla plati Goldbachova domnénka.

Podobna je situace u ,,prvoéiselnych dvojcat®, tzn., Ze se zde ptame na feSeni rovnice
p — q =2, kde p a g jsou prvoéisla. Oznaéme p, = 2, p, = 3, ... posloupnost viech
prvodisel a bud d; = p; — p;_,. Existenci nekoneéné mnoha prvociselnych dvojcat
lze vyjadfit také tak, Ze vztah d; = 2 je splnén pro nekoneéné mnoho indexu i. Pro
orientaci uvazme, Ze z prvodiselné véty plyne vztah

lim —Pn =1,
ns+wo nlgn

Nyni je nap¥. znamo ,,jen*, Ze

lim inf <1.

n—+ o lg Pn

Z prvodiselné véty dale snadno plyne, Ze fada ) 1/p, diverguje. V r. 1920 dokazal
n=1
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dn=2 Pp

(tj. s¢itame pouze pfes prvodiselna dvojata). Ozna&ime-li podet prvogiselnych dvojéat
neptesahujicich x symbolem 7,(x), 1ze dokonce dokazet, Ze

) = 0 (lg: x)

(srovnejte s (1) — odtud snadno plyne Brunnova véta). Je zajimavé, Ze viechny vysledky
uvadéné v tomto odstavci jsou vysledkem nikoli vySetfovani funkce {(s), tzn., Ze nebyly
dosaZeny analytickou cestou, nybrZ zcela elementarni (i kdyZ velmi komp]ikovanou)
metodou ,,sita‘, ktera je vlastné dimyslnym zobecnénim zndmého Eratosthenova sita.
Touto metodou lze dokazat i dil¢i vysledky ke Goldbachové problému (A. L. Vinogradov
1957): kazdé dostateéng velké sudé &islo je soudtem dvou ,,skoro* prvocisel, tj. &isel,
ktera maji ve svém rozkladu nejvyse t¥i prvodinitele.

Literatura

[1] Problémy Gil'berta (sbornik), Moskva 1969.

[2]1 V. JARNIK, T¥i sovétské knihy o analytické teorii éisel, Casopis pro pést. mat. 76, (1951), 35—65.
[3] K. CHANDRASEKHARAN, Arithmetical Functions, Springer Verlag 1970.

[4] K. PRACHAR, Primzahlverteilung, Springer Verlag 1957.

[51 E. C. TiTcHMARSH, The Theory of the Riemann Zeta-Function, Oxford 1951.

[6] A. Z. WALFISz, Weylsche Exponentialsummen in der neueren Zahlentheorie, VEB Berlin 1963.

Zajisté s urcitosti mohu pocitat s tim, Svaty Otce, Ze nékteFi, jakmile se
doslechnou, Ze jsem v téchto knihdch, které jsem napsal o obézich sfér
svéta, pFisoudil Zemi nékteré pohyby, ihned strhnou pok¥ik, Ze si zaslou-
Zim, abych byl pro takovou domnénku rdzné umlicen. . .

MIKULAS KOPERNIK, De revolutionibus, zatitek vénovaciho dopisu papeZi Pavlovi III.

A tak jd pFi tom uspordddni pohybi, které Zemi ve svém dile pFipisuji,
jsem konecné po mnohém a dlouhém pozorovdni shledal, Ze jestlize se
pohyby ostatnich planet prFenesou na obéh Zemé a to se stane zdkladem
pro obéh kterékoli planety, nejen Ze tak vyjdou jejich zddnlivé pohyby,
ale i pofadi a velikosti vSech planet a sfér a celé nebe se tak dokonale
navzdjem propoji, Ze v Zddné jeho Cdsti neni mozZno cokoliv pFemistit,
aniz by se uvedly v nepofddek vSechny ostatni Cdsti a cely vesmir.
MIKULAS KOPERNI{K, De revolutionibus, vénovaci dopis papezi Pavlovi III. z r. 1542.
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