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Hilbertovy problémy

O osmnactém Hilbertoveé problému

Vaclav Frei, Praha

Osmnacty problém charakterizoval Hilbert jako tlohu geometrickou a vyslovné
poukézal na jeji spojitosti s teorii &isel, krystalografii, fyzikou a chemii; souvislest Glohy
s teorii grup je pfimo vyjadfena jeji formulaci ([1]). Tim se pro nas vyklad nabizi n€kolik
nezavislych vychodisek. Z nich nékteré miZe lépe osvétlit vyznam ulohy pro &istou mate-
matiku, jiné ukaZe pfedevs§im motivaci spjatou s aplikacemi. Zvolme tento druhy pfistup,
ktery je uzsi, ale v daném pfipad€ zdiivodnény, a vyjdéme od krystalografie.

Pro klasifikaci krystalti i pro studium jejich fyzikalnich vlastnosti se ukazalo velice
plodnym hledisko symetrie krystalové mfizky. Budeme hovofit pouze o krystalovych
miizkach idedlnich, tj. nebudeme brat v uvahu Zadné odchylky od dokonalé pravidelnosti
a periodicity stavby krystald. Pomijime tedy existenci hranice mfizky a jeji tepelny
pohyb, ale i stechiometrické a geometrické poruchy, s nimiZ se u kazdého realného
krystalu setkdvame. (Ide4lni mfizka je pfesto i z fyzikdlniho hlediska zjednoduSeni
nosné a uZzite¢né.)

Od historického LAUEHO pokusu s ohybem rentgenovych paprskii na krystalové
mfiZce (1912) byly uZ uréeny desetitisice struktur krystald od kuchyiiské soli aZ po pro-
teiny, jejichZ nejmensi stavebni jednotka — zakladni builka — obsahuje fadové 10*
atomi. Tyto a viechny daldi myslitelné struktury lze z hlediska symetrie roztfidit do
soustav (7 moZnosti), translaénich typid (14 mozZnosti), krystalografickych oddéleni
neboli tfid (32 moZnosti) a prostorovych grup (230 mozZnosti). Napf. ke znamé krychlové
neboli kubické soustavé pfisluseji 3 translacni typy, 5 oddé€leni a 36 prostorovych grup.
Je pfiznaéné, Ze uvedena Cisla nejsou v Zadném jednoduchém vztahu a byla nalezena
detailnim vyétem jednotlivych moZnosti. Nebylo by unosné rozvadét zde pfisluiné
uvahy a odvozeni. Osvétleme si viak — s mirnymi terminologickymi licencemi — zminéné
pojmy na pfipadu dvojrozmérnych krystalovych mfizek*), kde jsou mozZné jen 4 sou-
stavy, 5 transla¢nich typi, 10 oddéleni a 17 ,,prostorovych* (oviem dvojrozmérnych)
grup.

*) Dvojrozmérné miizky dovoluji mj. popsat symetrii dokonalych krystalovych povrchi, které
se nyni intenzivn& studuji ve fyzice i v kvantové chemii (katalyza aj.).
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" Je vhodné vySetfovat nejprve ,,prazdnou geometrickou mfiZku** — nekone&ny pravi-
delny sled bodi v dvojrozmé&rném eukleidovském prostoru. Na nagich obrazcich budeme
uzly geometrickych mfiZek znacit prazdnymi krouzky. Obr. 1 ilustruje étverou moZnou
rotadni symetrii mfiZek ve dvou dimenzich; moZnosti a—d odpovidaji 4 vy$e zminénym
soustavam. Rotaéni symetrie je vystiZena tzv. bodovou grupou, tj. mnoZinou téch vlast-
nich i nevlastnich rotaci kolem vhodné& zvoleného pevného bodu (viz kfizky na obraz-

cich), pfi nichZ mfizka pfech4zi sama v sebe. Nevlastni rotaci je napf. zrcadleni. M¥iZku
Ize sestrojit posouvdnim vychoziho bodu o celoéiselné linedrni kombinace dvou nej-

Obr. 1.

krat3ich zdkladnich vektorl a,, a,, které mohou mit riznou délku (a, b,) nebo mohou
byt stejné veliké (b,, ¢, d) a svirat obecny thel (a, b,), pravy thel (b;, c) nebo thel 60° (d).
Ptipady b, a b, fadime do téZe soustavy, ale k rliznym translaénim typlm, jichZ je tedy
skuteéné 5. K 10 oddélenim a 17 ,,prostorovym‘ grupdm dojdeme zanedlouho.

Obr. 2. E]

Mrizky jsou periodické, takZe je miZeme charakterizovat zdkladni burikou — nej-
mens$im ttvarem, jehoZ posouvanim (translacemi) 1ze celou danou mfiZku vytvofit.
Zéakladni buiika je vyhodné i pro popis mfiZzek krystalovych, tj. hmotnych periodickych

ttvard. Casto se voli ve tvaru rovnob&iniku s hranami a,, a, (obr. 2a), ale mfizkou
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je dan pouze jeji plosny obsah, ne tvar. Z riznych moZnosti, ilustrovanych pro hexa-
gonalni m¥izku (obr. 1d) na obr. 25, jsou napf. ve fyzice uZite¢né dvé: rovnobéznik ma
nejprost§i vztah k vektorim a,, a,; symetricki buiitka ma plnou rotaéni symetrii dané
geometrické mfizky. Protdhly rovnobéZnik nemiva v aplikacich Zadnou pfednost.
Obrazec omezeny lomenymi ¢arami a kfivkami jen ukazuje volnost ve volb& tvaru
zakladni butiky. Vzhledem k této volnosti je z geometrického hlediska nasnad& tvar
zakladni buiikky vhodné omezit, napf. brat v uvahu jen vypuklé mnohouhelniky (resp.

polyedry).

Obr. 3.

vy

Miizky v8ak maji téZ rotaCni symetrii, takZe kaZdou z nich lze vytvofit i z atvaru
tolikrat mensiho neZ zakladni buiika, kolik prvkd mé pfislu$na bodova grupa. Na obr. 3
jsme pro pfipady a aZ d z obr. 1 zvolili ndzorné moZnosti obrazcii s plosnym obsahem
1/n zékladni buiiky, kde n nabyva postupn& hodnot 2, 4, 8 a 12. U pevného bodu vyzna-
&eného opét kfizkem je v zdvorce uvedena Cetnost rotaéni osy; pferu$ované a te€kované
&ary ukazuji zrcadlové roviny (nebo osy soumérnosti) pfisluiné mfizky.

Zbyva jesté objasnit deset oddéleni a sedmndct ,,prostorovych* grup. Pfedstavme si,
Ze ke kaZzdému uzlu geometrické mfizky pfipojime shodnou hmotnou bazi, tj. uréitou
skupinu atomt (na obrazcich plné krouzky). Tak vznikne (idedlni dvojrozmérna) krysta-
lova mfizka.

Snadno nahlédneme, Ze pfipojeni hmotné baze nemuzZe zvysit rotaéni symetrii ptivodni
geometrické mfizky, avSak miZe ji riznymi zplsoby sniZit. Pro hexagonalni mfiZku
je to z&asti ilustrovano na obr. 4. Hmotna baze je kvili pfehlednosti vyzna&ena u jedi-
ného uzlu. Dolni naért vZdy ukazuje rotaéni symetrii mfizky a takovou &ast zakladni
buiiky, z niZ lze pfipustnymi rotacemi a translacemi vytvofit celou mfizku. Tyto &asti
opét symetrii kaZzdé mfizky jednoznalné€ charakterizuji a opét nejsou mfizkou uréeny
jednozna¢né. PfestoZe musi spliiovat vice podminek neZ zakladni bufiky (obr. 2b),
podafilo se napf. M. C. ESCHEROVI zvolit oblast z obr. 4b jako obrys trpaslika (obr. 5,
[2D.

Vidime, Ze rota&ni symetrie krystalové mfizky odvozené od uréité mfizky geometrické
miZe byt popsana pvodni bodovou grupou i riiznymi jejimi podgrupami. Uplny vydet
mozZnosti vede k poétu 10 bodovych grup u dvojrozmérnych krystalovych miizek a 32
bodovych grup u mfiZek trojrozmérnych. Kazdé bodové grupé odpovida krystalogra-
fické oddéleni. Pfipojme, Ze poet bodovych grup sloZenych pouze z vlastnich rotaci
(tj. z otodeni v béZném smyslu) je niz§i — 5 ve dvou dimenzich a 11 ve tfech dimenzich.
Oné&ch 5 bodovych grup pro dvé dimenze snadno najdeme podle obr. 3, odmyslime-li si
osy soumérnosti neboli zrcadlové roviny; pocet jejich prvki je 1, 2, 4 (obr. 3 a—c); 3,
6 (3d).
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Prostorovd grupa je grupa symetrie celé krystalové mfizky. Tohoto nizvu uZivime
v ptipadé E, i E,. Obecny prvek prostorové grupy je sloZen z rotace (vlastni ¢i nevlastni)
i translace.

Na prvni pohled zaraZi vysoky pofet prostorovych grup v trojrozm&rném piipads.
Avsak z 230 prostorovych grup jen 73 je tvofeno rotacemi a translacemi pouze o vektory

Obr. 4. Obr. 5.
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2 m;a;, kde m; jsou cela &isla. To jsou tzv. symorfni prostorové grupy. V nesymorfnich
grupach jsou s n€kterymi rotacemi spojeny translace nemfizkové, tj. posunuti o zlomky
vektord a;. Mluvime pak budto o Sroubovych osich, pfipominajicich togité schody,
nebo o skluzovych rovinich, které maji analogii i v dvojrozm&rném p¥ipadg (viz obr. 6 —
Sipka ukazuje zlomkovou translaci). Ze 17 ,,prostorovych* grup ve dvou dimenzich
jsou nesymorfni pouze 4.

Omezime-li se opét na ty prostorové grupy, které obsahuji jen vlastni rotace, dosp&jeme
k poctu 5 (ze 17) ve dvou dimenzich a 65 (z 230) v trojrozm&rném piipadé. Viechny prvky
t&chto grup Ize chipat jako redlné pohyby celé mfizky. Kazdé takové grupé lze ptifadit —
s naznaCenou volnosti — oblast, z niZ 1ze vybudovat cely prostor.

1L
Jadro osmnictého problému tvoii dv& otazky, k nimZ je voln& pfipojena tieti. Pruni
zni, zda obecn& v n-rozmérném eukleidovském prostoru (E,) existuje pouze koneny

pocet podstatn€ odliSnych typl grup pohybt s fundamentalni oblasti. Za druhé vyslovil
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Hilbert otdzku, zda existuji (pro E,) takové mnohostény, jejichZ shodnymi exemplafi
lze cely prostor bez mezer vyplnit a které pfitom nejsou fundamentalnimi oblastmi
Zadné grupy pohybi.

Grupou pohybu (némecky Bewegungsgruppe) mini Hilbert grupu vlastnich ortogo-
nalnich transformaci. Dv€ podmnoZiny v E, nazveme kongruentnimi (vzhledem k dané
grup€ pohybi), jestlize jedna z nich je obrazem druhé v n&které transformaci grupy.
Fundamentdlni oblast grupy pohybil je pak takovi uzaviend oblast v E,, Ze viechny
exempléfe s touto oblasti kongruentni pravé vyplni vySetfovany prostor, pfi¢emZ dv&
rizné kongruentni oblasti nemaji spolené vnitini body. V 1. &sti jsme tedy hovofili
o 5 (resp. 65) krystalografickych grupich pohybi v E, (resp. v E;) a napf. na obr. 4 jsme
uvedli dvé fundamentalni oblasti.

Fundamentélni oblast v§ak miiZe byt i nekoneéna, napf. pro bodovou grupu (obr. 7a)
nebo pro jednorozmérnou grupu translaci v roviné o koneény vektor a (obr. 75); pod-
statné je, Ze grupa pohybl majici fundamentalni oblast je vZdy diskrétni ([3]). Na druhé

Obr. 7.

“INnm

a

strané 17 (&¢i 230) prostorovych grup vychazi z obecnéjsi tfidy transformaci, neZ jsou
,»pohyby — Hilbert je nazyva Decktransformationen (na rozdil od Bewegungen).

ZuZeni problému na vlastni transformace lze z hlediska geometrie pokladat za po-
druzné. Porovnani obr. 3a—c s obr. 4 ukazuje, Ze fundamentélni oblasti by diky zrcadle-
nim mély analogon poloviéniho plo§ného obsahu (resp. poloviéniho objemu). Z hlediska
krystalografie se v§ak neprojevi jev zvany enantiomorfie (,,vzajemnotvarost*), fyzikalné
vyznamny napf. pro staCeni polarizacni roviny svétla prochazejiciho krystalem (levo-
tofiva a pravotoliva optickd aktivita). Mezi 230 prostorovymi grupami je 11 pard
vzajemné& enantiomorfnich.

Nicméné& krystalografie dovoluje pochopit pro E, a E; smysl prvni z Hilbertovych
otazek. Druh4 otazka ma smysl pouze s prostorovymi grupami zobecnénymi pro E,.
Z krystalografického vychodiska je nasnad€ i tFet/ otdzka o maximalnim zaplnéni
prostoru stejnymi koulemi, popf. jinymi danymi télesy, kterd se navzijem dotykaji.

Zmifime se je§té aspoil pro zajimavost o n€kterych matematickych souvislostech.
Hilbert uvadi osmnicty problém zjist€énim, Ze pro plochu Riemannovu (eliptickou)
existuje koneény pocet riznych grup pohybl a k zaplnéni celého prostoru staci vzidy
konetny pocet exemplaft kongruentnich s pfisluSnou fundamentalni oblasti. Plose

264



Lobadevského (hyperbolické) cdpovida nekonedny podet grup i potfebnych exemplafa
fundamentalnich oblasti odpovidajicich kazdé z nich. Prostor E, ma4 jakési stfedni posta-
veni, nebot pocet grup je koneény (totiZ 5), polet exemplafri nekoneény. TotéZ bylo uZ
v 19. stoleti dokdzano pro trojrozmérné prostory viech t¥i typt; k E4 Hilbert cituje znamé
krystalografické prace Fioporovovy (1890) a SCHONFLIESOVY (1891). Zobecnéni pro
n > 3 je kupodivu bezprostfedni jen v pfipad€ prostorit Riemannovych a Lobalevského,
nikoli pro eukleidovské prostory. Odtud prvni Hilbertova otazka.

III.

Obg hlavni Hilbertovy otdzky byly uz zodpov&dény ([4]). Podstatnym krokem pfi
feSeni prvni z nich byl poznatek, Ze jestliZze kaZd4 grupa pohybii v E, s kone¢nou funda-
mentélni oblasti obsahuje podgrupu n-rozmérnych diskrétnich translaci, pak pocet
riznych (zobecnénych) prostorovych grup pro E, je koneény (G. FROBENIUS 1911).
Pfitomnost translaéni podgrupy pro E, je trividlni, pro E; je pfislu$ny dikaz podany
Schonfliesem (1891) i ZASSENHAUSEM (1948) dosti pracny. L. BIEBERBACH viak ve tfech
pracich (1910—12) zobecnil Schonfliesiiv dikaz pro n > 3. Tim rozhodl kladné prvni
Hilbertovu otazku. Tento vyvoj mj. ukazuje vhodnost krystalografického vychodiska
naseho vykladu. Poznamenejme jesté, Ze translaéni podgrupa je téZ podstatné pro teorii
reprezentaci prostorovych grup v E, (F. Sertz 1936), a tim i pro kvantovou teorii
pevanych latek (viz napf. BLOCHUV teorém, 1928).

Pro kaZdy prostor E, tedy existuje pouze koneény podet zobecnénych prostorovych
grup, a tim i koneény pocet typti*) takovych rozdéleni celého prostoru E, na shodné
polyedry, Ze pfi kazdém rozdéleni libovolny polyedr pfechazi v jiny né€kterou operaci
té grupy, jejiz fundamentalni oblast tvofi. Nelze viak cely prostor E, vyplnit shodnymi
exemplafi uréitého polyedru i tak, Ze pohyby pfevadgjici jeden exempléf v druhy netvofi
grupu? To je druha Hilbertova otdzka.

Ke kladné odpovédi pro n = 3 dospél K. REINHARDT ([5]). Nasel nejprve pro E,
pfiklad takového ,,vyplitujiciho* mnohosténu, ktery neni fundamentéalni oblasti Zadné
grupy pohybi, a dale uk4zal, Ze tuto vlastnost 1ze snadno pfenést z (n — 1)-rozmérného
polyedru na n-rozmérny.

Zikladni Reinhardtovu mySlenku ukazuje obr. 8 na dvojici mnohosténlt pfipomina-
jicich pismeno A a zasunutych do sebe. Na obr. 8a, b je kazdy z obou mnohosténi
ukazan zvlast. Dvojicemi (8¢) lze zfejmé& beze zbytku vyplnit E;. Ozna¢me nyni symbo-
lem x operaci, kterd prvni exemplaf mnohosténu ve dvojici pfevadi v druhy (je to otodeni
0 90° kolem podéIné osy a posunuti o g ve sméru této osy). Operaci x? by uZ vznikl
exemplaf, ktery nepatfi do daného souboru vyplilujiciho E,, takZe x nevyhovuje
axiomim grupy. Uvedeny mnohostén je ,,negrupovy* diky tomu, Ze neni jednoduse
souvisly, a to je moZné v E, pro n = 3. Cely Reinhardtiv postup je proto platny pro
n = 3. Vychozi mnohostén, ktery vede k ,,negrupovému‘‘ vyplnéni E;, miZe viak byt
i jednoduse souvisly — napf. téleso tvaru ,,F* na obr. 8 (polovina piivodniho).

*) Vzhledem k nejednoznacénosti tvaru fundamentdini oblasti zde ,,t ypem* rozdéleni prostoru
minime souhrn viech rozdéleni pfifaditelnych jedné grupé. Viz je§té V. &ast.
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Tieti otazku vyslovil Hilbert na okraj druhé a sotva ji lze zodpov&d&t vyderpavajicim
zplisobem. Pokud jde o koule v E,, 1ze snadno zjistit, Ze prostor E, v maximalni mife
vypliiuji stejné kruhy se stfedy v uzlech hexagonélni rovinné mfizky, a to z 90,7%,
a stejné koule v obdobnych vrstvach vypliiuji E; ze 74,0%,. S rostoucim n koeficient

39

Obr. 8.

4q

zap]n€ni dale klesa a ¢ini 0,617 pron = 4 a 0,465 pron = 5 ([3]). Nejt8sn&jsi uspofadani
je v E, jednoznacné, v E; mohou k sobé€ sousedni vrstvy kouli pfiléhat dvojim zpiisobem
(obr. 9). Pro zajimavost jesté€ uvedme, Ze se zkoumala i otizka nejfidiiho usporadani
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stejnych kouli v E; (tak, aby se dotykaly a vystupovaly rovnopravng€); H. HEESCH
a F. LAVEs nalezli feSeni s koeficientem zaplnéni 0,123 ([3]).

Otazku netiplného vyplnéni prostoru stejnymi danymi polyedry Hilbert ve své pfed-
nasce bliZe nespecifikoval.

Iv.

K naSemu vykladu patfi jesté alespoii par slov o vyvoji v dané oblasti po r. 1900. Zmin-
ky, které uvedeme, si jisté nemohou &init narok na tplnost a vyvaZeny vybér, pfece viak
néco naznaduji o dalsi historii osmnéctého problému.

Pomérné nedavno se podafilo vyjasnit nékteré otazky pfimo navazujici na Hilbertovy
podnéty. Tak B. N. DELAUNAY (1961) z&asti vyfeSil otazku, jaké vypuklé polyedry
mohou byt fundamentilnimi oblastmi prostorovych grup v E, ([4]). Dokazal, Ze maji-li
se n-rozmérné vypuklé polyedry dotykat (n-1)-rozmérnymi st€nami, je jich pro kazdé n
pouze koneény pod&et topologicky riiznych typil. B. N. Delaunay a N. N. SANDIKOVA
(1961) nalezli také algoritmus, podle néhoZ Ize pro dané n vSechny takové typy rozdéleni
celého E, nalézt.

V krystalografii bylo novym momentem vySetfovani tzv. Cernobilych grup (A. V.
SuBNIKOV v 1. 1951 a lavina dal$ich*). Dvoji ,,barva‘ kazdého atomu v mfiZce znamena
fyzik4lné nejéastéji dvoji orientaci kvantovaného magnetického momentu. Novym
diskrétnim stupném volnosti v mfiZce vzrostl oviem po&et moZnosti: misto 230 ,,fjodo-
rovskych® prostorovych grup v E; dostivime 1651 ,,Subnikovskych* grup (A. M.
ZAMORZAJEV 1953). Dalsi autofi zavedli ,,polychromatické’” grupy. LoeB ([2]) bere
v tivahu aZ 12 moZnych hodnot. Vycet pfislusnych prostorovych grup neprovadi, nybrz
klade diiraz na odpovidajici algoritmy (s vyslovnym odvolanim na samod&inné poditace).

Novy pfistup ke starému problému uvadi napf. Loeb, kdyZ odvozuje 5 bodovych
a 17 ,,prostorovych® grup v E, feSenim jisté diofantické rovnice ([2]).

V.

Osmnacty Hilbertiv problém nepatfi patrné k otdzkdm mimofadné& plodnym pro sa-
motnou matematiku. Zato se v ném ukazuje Hilbertliv smysl pro vyznam aplikaci.
Oviem u takovych problémil, které jsou cenné vice diky aplikacim neZ pro své misto
v rozvoji matematiky, mnoho zaleZi na vyvoji oborti aplikace. To jsme se uz pokusili
sledovat z hlediska krystalografie a fyziky pevnych latek. Snad zbyva néco dodat o nava-
zovani na Hilbertovy myslenky.

Neni zvla3tni a patrn€ ani $kodlivé, objevi-li se ve fyzikalni literatufe znovu n&ktery
jednoduchy pojem v matematice uZ zavedeny, napf. fundamentalni oblast prostorové
grupy ([7]). Je v§ak mélo povzbudivé, Ze 1ze tak ztidka najit pfimé stopy Hilbertovy prace

*) Zikladni myslenku Cernobilych grup vyslovil uZ v r. 1929 H. HeescH; prace zapadla bez v&tsiho
ohlasu patrné proto, Ze jesté nebyla zndma Z4dn4 fyzik4lni aplikace ([6]).
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v soudasnych pramenech vyrazné matematicky orientovanych*). Nejde mi tu tolik o pietni
vztah k z&sluhdm minulych generaci jako o vé€cnou navaznost na vysledky a metody.
V udebnicich fyziky pevnych latek se napf. uvadéji nejtésnéji usporddané struktury
s koeficientem zaplnéni 74,09 (srov. IIL. &ast), velmi duleZité u prvki, ale nebyva pro-
veden, naznacen ani citovan ditkaz (viz napf. [3]), Ze vy$si koeficient zapInéni neni moz-
ny. Vidim v tom minus z hlediska metodické pfipravy studenti.

Neékdy mezni obory povahou svych problémit lakaji zainteresované specialisty, aby
podali studovat pole pro n& nové, jindy je spiSe odrazuji. Tento druhy ucinek ma napf.
odvozovani po&tid krystalografickych moZnosti: 5, 17; 32, 230; 112, 1651 ... Fyzik
zpravidla s tlevou vezme na v€domi, Ze odvozeni a dikazy uZ kdosi provedl. Ani mate-
matiky asi neldk4 iplnd enumerace jesté rozvétvenéjSich mozZnosti. (Jak dalece je slibné
hledani jednoduchych novych pfistupti na zplisob Loebovy diofantické rovnice, ne-
troufam si posoudit.)

Ale n&kdy dalsi pokrok vyZaduje pfekonavani takovychto bariér. Pfinosem miiZe
byt uZ porovnani vysledk, které byly ziskany v riiznych oborech (a zpravidla v riznych
dobach) a nebyly uZ davno vzajemné€ konfrontovany. (Nepravdépodobny pfiiklad:
ucebnice uvadéji ,,nejfidsi* zndmou strukturu prvkd — diamantovou, s koeficientem
zaplnéni 0,340; neni vSak i fyzikiln€ moZna struktura, jiZ odpovida citovand hodnota
0,1237) Vice 1ze ¢ekat od soudinnosti v pfistupech a metodiach. Koule byla dlouho uspé&s-
nym modelem atomi v anorganickych krystalech. Ale tvar makromolekul muZe byt
bliZsi utvarim z obr. 8 nebo i 5. Pak by mél geometr diivod opustit tak pfirozené, ele-
gantni a k jednoznaénosti vedouci pojeti tvaru fundamentalni oblasti z obr. 4. A fyzik
vyrostly v klasickych krystalografickych pfedstavich by nemusil vidét v t&lesech podle
obr. 8 jen polohfi¢ku duSevni gymnastiky geometri.

Uvedl jsem pfiklad, ktery se nabizi nad jednim aspektem uvedené problematiky.
Podafi-li se udélat dali krok pravé v tomto bodé&, nelze piedem fici. Ale jsem presvédéen,
Ze Zadna ze tii Hilbertovych otazek, o nichZ zde byla fe¢, nepatfi uzaviené minulosti.
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