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ani jednotkou ionizace ani absorbované ddvky ve vzduchu. Ag&koliv podle definice
z r. 1953 m4d rentgen rozmér toku energie, nefikd nic o intenzité ani o energii zdfeni,
i kdyZ tyto veli¢iny mohou byt z vysledku méfeni vypocteny. Posledni doporudeni
ICRU ve snaze upfesnit vyvody pfedchozich doporuéeni definuji absorbovanou
ddvku, novou veli¢inu kerma a expozici.

Z uvedeného vy¢tu nejriznéjsich definic a jednotek ddvky zdfeni by se mohlo zdait,
Ze v dozimetrii ionizujiciho zafeni byla a dosud je fada nerozieSenych problémii.
Diskuse, které probihaji v oblasti dozimetrie, se v§ak pfevdZn€ tykaji spiSe teore-
tickych otdzek, nikoli zptisobll praktického méfeni. Praktickd méfeni se setkdvaji
nanejvys s technickymi, nikoli v§ak se zdsadnimi obtiZemi.
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RAD PREVRATENYCH HODNOT VSETKYCH PRVOCISEL
A NIEKTORE VYSLEDKY O KONVERGENCII CIASTOCNYCH
RADOV HARMONICK EHO RADU

TiBOR SALAT, Bratislava

V tomto ¢ldnku pojedndme o niektorych spdsoboch, ako mozno zistit divergenciu

[}
radu ) 1/p, prevrtenych hodndt vietkych prvoéisel a osvetlime tuto problematiku

n=1
aj pomocou istych wivah, ktoré sa tykaju divergencie &iastoénych radov harmonického
radu.
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Oznaéme vsade v dalSom znakom

(1) Pi <Dy <...<p,<
postupnost vietkych prvodisel, teda p, = 2, p, = 3, atd.
Nech
)
(2) 2 dy+d, +...+d, + ...

je nekoneény &iselny rad, pech
(3) ki<k,<..<k,<...

je (nejakd) postupnost prirodzenych &isel, potom rad
@

(4) Yd,=dy, +d, +...+d + ...
n=1

nazyvdme ciastocnym radom radu (2). Ak rad (2) absolitne konverguje, potom je
zndme, Ze aj (4) konverguje pre kaZzdu postupnost (3). Ak (2) konverguje neabsoliitne
alebo diverguje a lim d, = 0, potom existuju &iastotné rady (4), ktoré konverguju,

n—+o

i také, ktoré diverguju. Ak 3pecidlne klademe d, = 1/n (n = 1,2,3,...), potom
vidime, Ze rad
1 1 1

o
(5) Y =+ .+ =+ .
n=1 P, P P2 Pn

-1l 1
© P

Ked?e lim 1/n = 0, existuju &iastodné rady radu (6), ktoré konverguji (takym je

n= oo
o0 ]
napriklad " 1/2) i také, ktoré diverguju (takym je napriklad " 1/(2k)). K poslednym
k=1 k=1
patri aj rad (5), ako je v podstate zndme uz od Eulerovych dob.

V dalsom poddme niekolko jednoduchych dokazov divergencie radu (5), v ktorych
sa zreteIne prejavia rozmanité vlastnosti prvoéisel. Pojde teda o dékazy nasledujticej
dobre zndmej vety.

Veta 1. Ak {p,},>, je postupnost vietkych prvocisel, potom ) 1/p, = + 0.

n=1
I. UZ od Eulera prochddza nasledujiici dokaz divergencie radu (5) spo&ivajuci
v podstate na vete o vyjadriteInosti prirodzeného &isla vid&sieho neZ 1 vo tvare sucinu
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prvoisel (pozri [1] str. 10, 156 —158). Pomocou tohto zdkladného poznatku teorie
&isel Tahko nahliadneme, Ze nekoneény sucin

(-2

diverguje. Naozaj, nech ¢ > 0. Zvolme n, > 1 tak, aby

1 1 1
l+-4+ ...+ —>-.

2 n, ¢
To je zrejme moZné na zdklade divergencie radu (6). Nech teraz p; (i = 1,2, ... m)
st vietky prvogisla neprevySujtice &islo n,. Ku kazdému p; (i = 1, 2, ... m) existuje
prirodzené «; tak, Ze

P <ny<pitt (i=1,2,...m).

Potom zrejme

1 1 1 1
>14+—+=+...+—,
L1 p:i p? P!

pi

1

()50

Vpravo sa séituje cez vietky také m-tice (By, B, ... B) celych &isel, pre ktoré plati
0 < B;<0a;(i=1,2,... m). Na zdklade vety o kanonickom rozklade prirodzenych
gisel dostdvame vzhladom na volbu &isel o; (i = 1,2, ... m)

1
pip% ... pir

>%

YA N
R
Dy P2 Pm
odtial
<1_i><1_i>...(1_i><e.
P p2 Pm
Ak klademe
k 1
P, = 1‘[(1——) (k=1,2,3,..),
i=1 D1

potom {P,},2, je zrejme klesajuca postupnost a na zdklade predoslého je P, < ¢
pre k = m, teda lim P, = 0. Odtial na zdklade zndmych vlastnosti nekonecnych

k= =)

suginov (pozri [2] str. 119) vyplyva Y 1/p, = + oo .
n=1
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II. Iny, tieZ uZ velmi ddvno zndmy dékaz vety 1 vyplyva z CEBYSEVOVYCH nerov-
nosti pre n-té prvodislo (pozri [1] str. 166). Ako je zndme, CebySev ukdzal, Ze existuji
kladné redlne &isla a, b tak, Ze pre kazdé n > 1 je anlogn < p, < bnlog n. Odtial

vyplyva

®) yLs

Z elementov analyzy je zndme, Ze rad Y. 1/(n log n) diverguje, takZe z (8) vyplyva
n=2
spravnost tvrdenia vety 1 na zdklade porovndvacicho kritéria.

III. K dékazu vety 1 moZno pouZit aj rozklad ¢isla > 1 na sicin maximdlneho
kvadratického delitela a &sla bez kvadratickych delitelov (pozri [3] str. 16—17).
Z kanonického rozkladu prirodzeného &isla vyplyva, Ze kaZdé n > 1 moZno jedno-
znaéne vyjadrit vo tvare n = n?.m, kde n, =1 a m=¢q%.q¢%...q¢%, s =1,
pritom g; (i = 1,2, ... s) st prvodisleni delitelia &isla n a B; = 0 alebo 1 pre kazdé
i = 1,2,...s. Nech by teraz (5) konvergoval. Potom existuje j tak, Ze

1 1 1
+ + ...+

Pj+1 Pj+2 Pj+x

+ ... <

N =

Oznadme pri pevnom prirodzenom x > 2%/*2 znakom N(x) podet vietkych tych
prirodzenych n < x, ktoré nie su deliteIné Yiadnym prvo&islom p,(n > j). Potom
na zdklade predoslého kazdé n < x, ktoré nie je delitené Ziadnym p,(n > j) md
tvar n =nl.m=n}.p{" ... p¥(B, = 0 alebo 1 pre i = 1,2,...j). Pre n; mdme
nie viac neZ \/ x moZnych hodnét a pre m mdme nie viac ne? 2/ moZnych hodnét,
preto N(x) < 2"\/ x. Dalej pocet vietkych tych n < x, ktoré st deliteIné prirodzenym
a je < x/a, tak¥e pre poget x — N(x) vetkych tych n < x, z ktorych kazdé je delitel-
né aspofi jednym p, (n > j) dostdvame

X X
+

Pj+1 Pj+2

x — N(x) <

+ ... <

’

N %

tedax — N(x) < x/2,%/2 < N(x) < 2/ \/x, odtial x £ 227%2, &o je vo spore s volbou
¢isla x.
IV. Z novsich dokazov vety 1 spomenieme BELLMANOV dokaz z roku 1943 (pozri

[4]). Ide o nepriamy doékaz, ktory se zase opiera o vetu o kanonickom rozklade
prirodzenych Cisel.

Nech Y 1/p; < + oo, potom existuje k = 1 tak, Ze
=1

| =

Y =qg<l1.

i=k+1

)

171



Utvorme stdin

. [eo) 1 n 1
= z —_ = Z——-——’
i=k+1 P; Dbi D, --- Pi,

vpravo indexy iy, i, ... i, prebiechaji &isla k + 1, k + 2, .... Porovnanim s radom

Y o dostdvame odtial konvergenciu radu ) 1/, kde I prebicha vietky prirodzené
n=1 1
&isla > 1, ktoré vo svojich kanonickych rozkladoch neobsahuju prvoéisla p, (n < k).

Utvorme koneéne sadin

(2;)'(1 I _li)(l —1)=<Z:11)(1 +5.):

P P2 Py

kde m prebicha vietky tie prirodzené &isla > 1, ktoré vo svojich kanonickych roz-
kladoch neobsahuju prvoéisla p; (i > k). Teda

(2%)<1+§%)< + o0
(1+Xl:%><1 +§mji)< + o

Z vety o kanonickom rozklade vSak ihned vyplyva, Ze Iavd strana v poslednej nerov-
nosti je toto¥nd s harmonickym radom, dospeli sme teda ku sporu.

a tak aj

V. Medzi novsie dokazy vety 1 patri aj tento Moserov dokaz z roku 1958 (pozri
[5]), spocivajaci na origindlnej myslienke, ktord vhodne zapadne do nasich dalsich
avah.

N

Oznadme znakom = prvodiselnt funkciou (teda n(x) zna&i po&et prvoédisel nie
va&ich neZ x) a pri celom x = 0 poloZme R(x) = Y, 1/p; (vpravo sa séituje pre tie

pisx

a len tie p;, ktoré neprevySuju x, tedapre i = 1,2, ... n(x); prdazdny sucet kladieme
rovny nule).
Napred Iahko moZno ukdzat, Ze ak ., 1/p; < + oo, tj. ak existuje koneénd limita
i=1

lim R(x) = 4, potom lim n(x)/x = 0. Naozaj, jednoduchou tpravou dostaneme

n(x) = 1(R(1) = R(O)) + 2(R(2) — R(1)) + ... + x(R(x) — R(x — 1)),

odtial

n(x) _ R(x) - R(0) + R(1) + ... + R(x — 1)
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Ak teraz existuje kone¢nd lim R(x) =4, potom ako je zndme z elementov analyzy,

1mR(0)+R(1)+...+R(x—1)=,1

X X

a tak lim n(x)/x = 0.

X0

Nech teda ZI/P. < + . Potom existuje k tak, Ze Z llpi < 1/2. Dalej na zi-
i=1
klade predoslého zvolme m tak, aby n(p,! m)im < 1/2. Zostro_;me teraz &isla
T,=i.p!—1 (i=12,...m).

Ak nejaké prvodislo p deli T;, potom z definicie &isla T; vyplyva
9) D<P<plm.
Dalej ak p deli T; a tieZ aj T, potom p deli aj T; — T; = (i — j). p,!, teda p deli

rozdiel i — j. Odtial vyplyva, Ze kazdé prvocislo spliiujice (9) deli nie viac neZ
(m/p) + 1 &lenov postupnosti Ty, T, ...T,, teda

Y <m + 1) >m,
Pc<p<pi!m\ D

]_z M

T iZk+1p;

odtial

a odtial na zdklade volby &isel m, k dostdvame spor (1 < 1).

Poznamenajme na koniec tohoto prehladu ddkazov vety 1, Ze presnej$imi odhadmi
moZno dokdzaf nasledujiice vzfahy pre &iastoéné sudty radov (5), (6) (pozri [6] str.
49, 339-—340):

Ak x je redlne, x > 1, potom

(10) v Lo togx + €+ 0(1)x),
nsSx h
(11) Y L = loglogx + B + O(1/log x) *)
pisSx P,

(C, B si konstanty).

*) O(y(x)) znadi funkciu f(x), pre ktorti plati
lf( )|

limsup
X=* 00

< + oo
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Z (10) a (11) vyplyva

to ukazuje na ,,pomalost* divergencie radu (5) vzhladom na ,,rychlost* divergencie
radu (6) a sudasne na ,riedkost“ rozloZenia prvodisel v postupnosti vietkych pri-
rodzenych &isel.

Aj inak e3t& moZno ilustrovaf rozdiel medzi divergenciami radov (5) a (6). Rad
Y 1/k, nazveme slabo divergentnym, ak . 1/k, = + oo a stiasne Y. 1/(k, log k,) <
n=1 =1

kn>1

n
< +o. V zmysle tejto definicie rad (6) nie je slabo divergentnym, kedZze

Y 1/(nlog n) = + 0. Naproti tomu z Cebysevovych nerovnosti dostdvame (pre
n=2
n>1) p,>anlogn a tak log p, > log a + log n + log log n > log n (pre

n > ny > 1), teda pre n > n, je
1 1 1

w>n p,logp, an>mnlogin

< + o,

takZe rad (5) je slabo divergentnym.

Teraz urobime niekolko vSeobecnych pozndmok ku problémom konvergencie
diastoénych radov.

Ak vyjadrime ka?dé xe(0, 1) nekoneénym dyadickym rozvojom x =

=Y &yx)/2* (ex) = 0 alebo 1 a pre nekone&ne mnoho k je &(x) = 1), potom
k=1

(12) > ei(x) dy

k=1

je Ciastoény rad radu (2) a obrdtene, ak (4) je &iastoény rad radu (2), poloZme ¢, =
=1(n=12.)aeg=0pre j*k, (n=1223..), x=Y &2 & = &),
k=1

potom (4) moZno pisat vo tvare (12). Teda ak x prebicha vietky redlne &isla intervalu
(0, 1), potom (12) prebieha vietky &iastoéné rady radu (2). Této skuto&nost vyvo-
ldva mys§lienku ,,ohodnotif* mnoZinu vSetkych konvergentnych a mnoZinu vSetkych
divergentnych &iastoénych radov radu (2). MozZno dokdzat nasledujici dnes u
klasicky vysledok (analogicky vysledok je zndmy aj o &iastodnych postupnostiach
divergentnej postupnosti)

Veta 2. Nech rad Z dy diverguje. Potom pre skoro vsetky x € (0, 1> (v zmysle
Lebesgueovej rmery) platt’ rad (12) diverguje.
(Pozri [7], [8] str. 404.)
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Predosly vysledok komentujeme stru€ng€ takto: Skoro vsetky Ciastoéné rady di-
vergentného radu diverguji. Teda konvergencia Ciastocného radu divergentného radu
je udalost ,,vynimocénd*, pravidelnou udalostou je divergencia takého radu. V tomto
zmysle sa rad (5) chovd ,,pravidelne.

D4 sa oakdvat, 7e divergencia Ciastoéného radu
1 1 1

1
e N i A
1k, kK, k

(13)

uMS

radu (6) bude asi stvisiet s tym, ako ,,husto* su prvky mnoZiny
A={k1<k2<-..<k”<...}

rozdelené v postupnosti vSetkych prirodzenych &isel. K postdenie tejto ,,hustoty*
pouZivame pojem asymptotickej hustoty mnoZiny. Asymptotickou hustotou mnoZiny
A nazyvame &islo §(A4) definované rovnostou

5(4) = 1im A%
x—=+wo X

kde A(x) zna&i pocet vietkych prvkov mnoZiny A4 nepresahujicich redlne &islo x. 6(A)
definujeme ovSem len za predpokladu, Z¢ limita vpravo existuje. Zrejme 5(4) €
€<0,1) a podla velkosti ¢isla 5(A) usudzujeme na ,,bohatost®, ,,hustotu‘‘ mno-
Ziny A.

UkdZeme dalej, Ze konvergencia &astotného radu (13) radu (6) méZe nastat len
v pripade ,,chudobnosti® mnoZiny A, presne povedené len ked A md asymptoticku
hustotu 0. K ddkazu tohto faktu pouZijeme nasledujicu lemmu (pozri [9], [10]).

LemMMA 1. Necha, =2 a, = ... Z a, = ...,lim a, = 0 Oznacme pri x > 0 znakom

n—* oo

f(x) pocet vsetkych tych i, pre ktoré a; = x. Ak 2 a; < + oo, potom lim x f(x) = 0.
x>0+

Dokaz. Nech a;,, < x £ a;. Potom zrejme f(x) = k a tak x f(x) < ka,. No je
dobre zndme, Ze pre konvergentne rady s nezdpornymi &lenmi tvoriacimi nerastiicu
postupnost plati  limka, =0.  Preto lim x f(x) = 0.

k—»© x=0+
Veta 3. Nech zl/k <40, A="{k, <k,<..<k,..}.
Potom §(A) = 0.
Do6kaz. Nech z 1/k, < + oo. PouZijeme predosli lemmu. Pri oznadeni lemmy 1

n=1
f(x) (x > 0) znag&i polet vietkych tych i, pre ktoré 1/k; = x, teda f(x) je podet
vietkych tych i, pre ktoré k; < 1/x, teda f(x) = A(1/x). Dalej x f(x) = xA(1/x) =
= A(1/x)/(1/x). Polozme y = 1/x, potom z poslednych rovnosti na zdklade lemmy 1
dostaneme

y—©

5(4) = tim 400 _ ¢
y
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Pozndmka. Dokaz vety 3 moZno uskutocnit aj uplne analogickym postupom
tomu postupu, ktorym je v Moserovom dbkaze vety 1 ukdzané, Ze z konvergencie
radu ). 1/p; vyplyva lim n(x)/x = 0. Dal§i dokaz vety 3 sa ndjde v [11] a dokaz vety

i=1 X—* 00
trochu obecnejsej neZ je veta 3 je podany v [12].

Podmienka 8(A) = 0 nie je postalujiica pre konvergenciu radu (13), aby sme to
nahliadli, stadi za 4 zvolit mnoZinu vsetkych prvocisel.

Nasledujiica veta ukazuje, Ze o divergencii radu (13) rozhoduje v zna&nej miere
chovanie podielov tvaru

A(x) A(x)
x \’ x
log x log! **x
pri x — oo.

Dokaz &asti a) nasledujlicej vety je analogon dokazu jednej z CebySevovych ne-
rovnosti. '
Vetad.a) Nech A = {k; < k, < ...< k, < ...}. Ak lim inf A(x)/(x log™" x) > 0,
[+ o] X=* o0

(e>0)

potom Y. 1/k, = + co.
n=1 :

b) Nech A md predosly vyznam. Nech existuje ¢ > O tak, Ze
(14) lim sup—ﬂ< +00.
X0 X
<]0g1 +ex)

o0
Potom Y 1/k, < + .
n=1

Dékaz. a) Nech platia predpoklady uvedené sub a). Potom existuje ¢, > 0 tak,
Ze pre vietky x od istého poginajic (pre x = k,) je .

A(x) > ¢; —— .
log x

Potom pre x = k,,n = r, dostaneme

n = A(kn) > ¢y k" s
log k

n

odtial

(15) ¢y < M08 Ky

No z elementov analyzy je zndme, Ze (log k,,)\/ k,— 0, ak n —> oo, preto pre
n 2 s 2 r (s je vhodne volené) plati (log k,,)/\/k,, < ¢y, to spolu s (15) dé k, < n?,
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log k, < 21log n. Potom z (15) dostaneme

2
¢ < nlogn, S

r 1 €1
k, k, 2nlogn

Odtial je uZ divergencia radu ), 1/k,, zrejmd.

n=1

b). Nech plati (14). Potom existuje ¢, > 0 tak, Ze pre vietky x = 2 je

A(x) S ¢,

logl +e °

Odhadneme sudet 1, = Y 1/k;, 2" < k; < 2"*!. Jednoduchym odhadom dostaneme

n+1 c3

on log‘“ (2u+l) = (_n + 1)1+z’

T, < A(2"+1).51'"' <y

2c
€3 = 1 :e
log' 722

Odtial

1 i e 1
— = 7, < ¢C < 400,
1 k; ;Z'o " } nz=:1 nlte

L3

M8

1]

kedZe Y 1/n* konverguje pri a > 1.
n=1
Z dokdzanej vety (East a) vyplyva divergencia radu (5) na zdklade prvotislenej
vety (pozri [3] str. 9), podIa ktorej

lim—n(i=l.

X X
log x

Ak pip + 2je prvotislo, potom &isla p, p + 2 nazyvame prvodislenymi dvojéatmi.
Je zndme, Ze ak A4 znadi mnoZinu vietkych prvo&iselnych dvojeat, potom (pozri [13]
str. 126 —131) plati

. A(x)
16 limsup———*— < 4+ .
(16) x-0 P x(log log x)?
log? x
KedZe lim(log log x)z/\/ log x = 0, dostaneme zo (16)
lim—4)_ _

x> X _
log? x
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a tak, ak 4 je nekoneend (to dodnes oviem este nevieme), dostdvame z vety 4 (Zast b))
konvergenciu radu prevrdtenych hodn6t prvkov mnoZiny A (to je tzv. BRUNOVA veta).

Oznaéme dalej znakom U systém vSetkych nekoneénych podmnoZin mnoZiny
vietkych prirodzenych &isel. %, (¥, resp. U,) nech znadi mnoZinu vietkych tych
A € ¥, pre ktoré §(4) = 0

lim inf—Aﬁ =0 resp. lim Alx) =0

x— 0 X Xx— 00 X
log x log x

Potom zrejme plati inklizia ¥, = U,. Ak oznadime znakom A, mnozinu vsetkych

tych Ae¥, A =1{k, <k, <...<k,...}, pre ktoré Z 1/k, < + o0, potom na zd-

klade vety 3 je %, = U, a na zdklade vety 4 (Sast a)) je 2[ < U,. Vznik4 otdzka, &i
plati aj inklizia Y, = U,, inymi slovami &i plati vyrok:

Ak ¥ 1/k, < + o0, potom lim A(x)/(x log™' x) = 0.

n=1 X 00

Ako ukdzal P. T. BATEMAN (pozri [14]) a S. W. GoLowmB (pozri [15]), sprdvna odpoved
na formulovani otdzku je negativna. Z vysledkov v [14] a [15] vyplyva Iahko
dokonca tdto veta

Veta 5. Nech U., Y, maji predosly vyznam. Potom kazdd z mnozin A, — U,,
A, — U, je neprdzdna.
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