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TEORIE MNOZIN, JEJI VZNIK A VYVOJ

ViAbiMiR KoORINEK, Praha

Tento ¢lanek vznikl z pfednasek, které jsem mél zacatkem Cervence 1964
nejdiive ve Svitu a pak ve Zvolenu pro Zilinskou a zvolenskou pobocku
Jednoty <Ceskoslovenskych matematikd. Byly ureny pfedeviim uditelim
stftednich $kol. Jejich cilem bylo seznamit posluchade se vznikem, vyvojem
a zakladnimi fakty této teorie, kterd pronikla celou matematikou a dnes
tvofi zadklady vSech matematickych disciplin, takZe ve svétovém méfitku
se citi nutnost postavit jiZ na stfedni $kole vyu¢ovani matematice na mno-
zinovy zdklad. Abych celil ndmitkam téch, ktefi teorii mnoZin nepfeji,
upozoriiuji zde hned na to, Ze jen velmi maléd ¢4st toho, o ¢em jedna tento
¢lanek, pfichazi v dvahu jako vyuCovaci liatka stfedni $koly. Chtél jsem
napsat informativni ¢lanek o abstraktni teorii mnozin pro uditele matematiky
na ZDS a SVVS, ktefi oviem by méli byt seznameni s teorii mnoZin daleko
site. Clanek vznikl z pfednasek a to urtilo jeho rdz. Obsahuje ztidka dikazy,
a to jen jednoduché, jako ilustrace pro vyklddanou latku. Rovnéz teorii
mnoZin li¢i spife geneticky neZ systematicky.

KdyZ roku 1872 némecky matematik Georg CANTOR (1845—1918) uvefejnil své
prvni pojednéni o teorii mnoZin'), netusil jist& Zddny tehdej$i matematik, Ze tim za¢ind
velky pifevrat v zdkladnich pojetich matematiky, v jejim obsahu i v jejich metoddch,
ktery po ipornych bojich dd matematice ndsledujiciho, dvacdtého stoleti silné zmé-
nénou tvdinost. Nikdo tehdy nemohl védét, Ze tato novd teorie bude vlastnim zdkla-
dem toho, aby se teorie redlnych funkci mohla rozvinout v obsdhlou matematickou
disciplinu, a dd vznik uplné novym odvétvim matematiky, jako je topologie a funkcio-
ndlni analyza. Funkciondlni analyza, kterd se vyvinula teprve po 1. svétové vdice na
zdkladé€ teorie integrace z jedné strany a z topologie ze strany druhé, nabyla zdhy
ustfedniho postaveni mezi ostatnimi disciplinami matematické analyzy. RovnéZ
algebra, kterd na konci 19. stoleti z vlastnich vnitfnich pfiin nastoupila na nové
cesty, nebyla by nikdy na téchto cestdch dosdhla dne$niho rozvoje a vyznamu bez
teorie mnoZin. Mimo to a nad to pfinutila teorie mnoZin matematiky obrdtit znovu
svou pozornost k zdkladim této védy, k podstaté jejich hlavnich pojmu. Tak vzniklo
ruku v ruce s rozvojem matematické logiky povéstné ,,Grundlagenforschung*,
které proniklo hluboko k samym zdkladim logického a matematického mysleni,
které vyjasnilo fadu otdzek a objevilo stejny poéet novych problémi, o nichZ mate-
matici 19. stoleti nemé&li zddni.

1) Zivotopis Cantoriv napsal A. FRAENKEL [9] a [5]. Viz téZ nekrolog Cantoriiv od A. SCHOENe
FLIESE [15] a od téhoZ autora nékteré dokumenty a pozndmky k jednomu z nejduleZit&jsich obdobi
Cantorova zivota [16]. Sebrané spisy Cantorovy vydal ZermeLo [5], kde je téZ hodn€ dokumentt
ke Cantorové tvorb& a Zivotu. Seznam Cantorovych praci najde &tenaf v [15], [9] a pak oviem
v [5]. P&kné vyli¢eni teorie mnozZin z pera E. KAMKE, oviem podle stavu t&sné pfed druhou svéto-
vou vélkou a tedy jeité pfed vyjitim objevné prace GODeLOVY [10], najde &tendf v &lanku ve 2. vyd.
Encyklopedie [11]. Tam jsou téZ obs4hlé literarni udaje.
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NezZ poc¢neme nase vyklady, musime si ujasnit, co to mnoZina jest. Je to zdkladni
pojem celé teorie, jako na pfiklad pojmy bod, pfimka, rovina jsou zdkladnimi pojmy
eukleidovské geometrie. Takové zdkladni pojmy nelze definovat, 1ze jen sestavit
zdkladni vlastnosti, které takové pojmy maji, do vhodné soustavy axiomi. Oviem
nejdiive musila byt teorie mnoZin ve svych hlavnich rysech vybudovédna, neZ bylo
mozZno vytvofit vhodnou soustavu axiomi. Byl to z hlediska pfitomného okamZiku
aZ posledni stupenl jejiho vyvoje. Sdm Georg Cantor poloZil za zdklad svych uvah
intuitivni pon&ti mnoZiny, které maZeme formulovat asi takto (viz [5] str. 282):

MnoZinou rozumime sloucdeni v jedno néjakych objekti, které jsou dobfe rozlisi-
telné nasi intuici nebo nasi mysli.

Je jisté, Ze intuitivni Cantorova definice mnoZiny sta¢i pro velkou C&dst teorie
mnoZin tak, jak je pouZivdna jinymi matematickymi disciplinami kromé& matematické
logiky. OvSem bezvadné logické vybudovdni teorie mnoZin bylo provedeno aZ jeji
axiomatizaci, jak se o tom zminim na konci tohoto ¢ldnku. Proto nejdfive uplné
postaci, vyjdeme-li z této intuitivni definice mnoZiny. Za¢nu tim, Ze zde stru¢né€ uvedu
zdkladni pojmy teorie mnoZin a znaceni, kterého budu uZivat.

MnotZina je tedy soubor jistych objekti, které jsou dobfe rozliSitelné. Tyto objekty,
na jejichZ povaze naprosto nezdleZi, nazyvdme proky mnoZiny. Okolnost, Ze objekt a
je prvkem mnoZiny A4, znacime

1 acA.
Neni-li a prvkem mnoZiny A, piSeme
(2) ad¢ A.

Je dulezité zavést si i mnoZinu, kterd nemd vibec prvky, tj. mnoZinu prdzdnou,
kterou znaéime 0. Jeden z diivodi, pro¢ tak ¢inime, je tento: MnoZiny jsou obycejné
definovdny jistymi vlastnostmi matematickych objektili, které mnoZiny tvofi. Tyto
vlastnosti jsou ddny v rdmci néjaké matematické teorie a ¢asto napfed nevime, zda
ve vySetfované teorii existuji objekty téchto vlastnosti. Je uCelné mluvit o0 mnoZiné&
téchto objektil jesté dfive, neZ vySetfime, zda existuji ¢i neexistuji. V druhém ptipadé
je pak mnoZina onéch objektd prdzdnd. To vSak se stdvd i v obyCejném Zivoté.
V né&jakém shromdZdéni miZeme mluvit o mnoZiné ucastnikd tohoto shromadzdéni,
jejichZ pfijmeni obsahuji 20 pismen. Je velmi pravdépodobné, Ze to bude mnoZina
prdzdnd, ale nemusi tak byt. Napfed to nevime.

Madme-li mnoZinu A, pak kaZdd &dst jejich prvkd je rovnéZ mnoZinou. Jsou-li
tedy vSechny prvky mnoZiny B zdroven prvky mnoZiny A4, piSeme tento vztah mezi
mnoZinami

(3) B

In

A
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a nazyvdme jej inkluzi. Inkluze & mezi dvéma mnoZinami B, A4 je vlastné definovdna
implikaci?)

4) aeB = acA.

Dulezitd je mnoZina viech &dsti dané mnoZiny A, kterou budeme oznadovat 2(A).
Nesmi nds zarazit, Ze prvky této mnoZiny jsou opét mnoZiny. Do této mnoZiny patfi
mimo jiné mnoZina A sama a viechny jednoprvkové mnoZiny {a}, kdeZ a € A.

Madme-li jiZ ddny né€jaké mnoZiny A a B, mliZeme z nich tvofit mnoZiny jiné sjedno-
cenim a prinikem. Sjednoceni dvou mnoZin

(5) AUB
je mnoZina, kterd obsahuje pravé vSechny prvky, které leZi bud v 4, nebo v B. Priinik
(6) ANnB

je mnozina viech prvkl spoleénych mnoZindm 4 a B. Tyto dvé definice lze zapsat
téZ pomoci logickych symboli takto

(7) ceAUB < ceAVEL ceB,
(8) cEANB < ceAET ceB.

Prinik muzZe byt i prdizdny, nemaji-li mnoZiny A a B spole¢nych prvki. Pak takovym
mnoZindm fikdme disjunktni. A to je druhy divod, pro¢ je tfeba zavést mnoZinu
prdzdnou. Jinak by totiZ nebylo moZno tvofit neomezené priniky. Sjednoceni a pranik
je tim definovdn matematickou indukci pro libovolnou koneénou soustavu mnoZin.
Sjednoceni i priinik se dd ovSem utvofit stejnym zplisobem i pro nekoneénou soustavu
mnoZin S. Pak piSeme

9) U4 a NA4.
AeS AeS

Prvni symbol zna¢i mnoZinu vSech prvki, z nichZ kazdy leZi aspoii v jedné mnoZiné
A soustavy (mnoZiny mnoZin) S a druhy mnoZinu viech prvkd, z nichZ kazdy lezi
ve vS§ech mnoZindch A soustavy S.

Mgjme danou mnoZinu M a utvofme si mnoZinu viech &isti M : 2(M). Je jasno,
Ze &dsti mnoZziny M muZeme libovolné sjednocovat a tvofit jejich priniky a vidy
dostdvime mnoZiny z #(M). V 2(M) miZeme viak zavést jeit& jednu operaci:

2) Jsou-li V, a V, dva vyroky, pak implikace V, = V, znati, Ze z V, plyne V,, tj. Ze nemuzZe
nastat pfipad, aby V; bylo pravdivé a V, nepravdivé. V, <>V, znati logickou ekvivalenci, tj.
ptipad, kdy oba vyroky V, a V, jsou soutasné€ bud pravdivé, nebo nepravdivé. Logickou konjunkci
dvou vyroki V; a V, budu v tomto pojedndni znatit V, ET V,. Znamena to, Ze oba vyroky jsou
pravdivé. Podobné€ logickou alternativu budu znadit V, VEL V,. Znamen4 to, Ze alespofi jeden
z vyrokii V a V, je pravdivy.
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tvofeni komplementu A’ k dané &isti A € #(M). Je to mnoZina viech prvki z M,
které nelezi v A:

(10) acA = aeMET a¢A.
Plati zfejmé
AUA =M, AnA =0.

Pfichdzim nyni k jednomu z nejdileZit&Sich pojmu teorie mnoZin, k pojmu zobra-
zeni. Jsou-li ddny dv& mnoZiny A a B, pak zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B

A-> B

je kazdy predpis ¢, ktery ptifaduje prvku a € A jednoznacné néjaky prvek b€ B.
PiSeme
ap =b.

b se nazyvd obraz prvku a, a je vzorem prvku b v zobrazeni ¢. Je-li zobrazeni takové,
Ze kaZzdy prvek z B je obrazem néjakého prvku z A4, mluvime o zobrazeni mnoZiny
A na mnoZinu B. Je to specidlni pfipad zobrazeni mnoZiny A do B. V zobrazeni
muiZe vice prvkl z A byt zobrazeno na tyZ prvek b € B, tj. b miZe mit v daném zobra-
zeni ¢ vice vzort. Md-li kazdy obraz b z B jen jeden vzor, fikdme takovému zobra-
zeni zobrazeni prosté. Je to tedy, strucné feceno, zobrazeni vzdjemné jednoznaéné.
Je-li ¢ prosté zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B, pak existuje i prosté zobrazeni
mnoZiny B na mnoZinu A, které je k ¢ inverzni a které budeme znacit ¢ ~!. Dostane-
me je, kdyZ ve ¢ zaménime vzor a obraz, coZ lze ufinit, nebot kazdy obraz md jen
jeden vzor a vSechny obrazy v zobrazeni ¢ ddvaji celou mnoZinu B.

M¢éjme zobrazeni ¢ mnoZiny A do B a zobrazeni Y mnoZiny B do C. Pak tato
zobrazeni miZeme sloZit a dostaneme tak zobrazeni mnoZiny 4 do C. Toto zobrazeni
oznadime @y a vytvofime je takto: Je-li pro a€ A ap = be B a by = ce C, pak

apy = c.

V tomto pfipadé mluvime téZ o soucdinu zobrazeni. Takto muZeme tvofit i sou€in
koneéného poétu zobrazeni @i, ¢,, ... @, VZdy, kdyZ spliiuji tuto podminku: Je-li
@, zobrazeni mnoZiny A; do A;4,, i = 1,2,...,n — 1, pak musi ¢;,, byt zobrazeni
mnoZiny A4;,; do n&jaké daldi mnoZiny A, ,. Takto tvofeny soucin zobrazeni

P1P2 - Pn
je zfejmé asociativni. Ddle se lehko ukdZe: Jsou-li viechna ¢;, i = 1,2, ..., n prostd
nebo zobrazeni na piislusné mnoZiny A4;.,, pak je jejich soucin op&€t zobrazeni
prosté, popiipad& zobrazeni na mnoZinu.

Nejcasté&ji se vyskytujici zobrazeni jsou redlné funkce. Jsou to zobrazeni mnoZiny
redlnych Cisel R do sebe samy, nebot redlnd funkce — na ptiklad definovand na celém
intervalu (— oo, + o) — pfifaduje kazdému redlnému &islu n&jaké redlné &islo
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jako funkéni hodnotu v tomto bodg€. V teorii mnoZin se oby&ejné mluvi o funkci
definované na mnoZiné A, kdy? se jednd o zobrazeni mnoZiny 4 do mnoZiny redl-
nych &isel R:

V teorii mnoZin ¢asto vySetfujeme mnoZinu vSech zobrazeni mnoZiny 4 do mnozZiny
B pro dané mnoZiny A, B. Pro mnoZinu vSech téchto zobrazeni zavedl K. KURA-
TOWSKI znaceni

(11) B*,

které se ukdZe v dal§im velmi sugestivni. Oznacime-li pfitom vZdy koneénou mnoZinu
pfirozenym Cislem, které uddva pocet jejich prvki, pak na ptiklad mnoZina

(12) 24

je mnoZina viech zobrazeni mnoZiny A do dvouprvkové mnozZiny {0, 1}. Kazdé tako-
vé zobrazeni je tedy funkce definovand na A, kterd nabyvd jen dvé hodnoty: O, 1.
Je ziejmé, Ze kaZdd takova funkce je uplné uréena, jsou-li ureny ty prvky z A, pro
néZ md funkce hodnotu 1. Ty tvo¥i jistou &dst mnoZiny 4. Naopak, mdme-li libo-
volnou ¢dst B = A, pak mlZeme si utvofit charakteristickou funkci této &dsti, tj.
funkci, kterd nabyvd na B hodnotu 1 a na komplementu B’ k B v A hodnotu 0. Jsou
tedy prvky mnoZiny (12) vzdjemn¥ jednozna&n& pfifadény prvkim mnoZiny 2(A)
vSech Cdsti A.

Je tfeba se zminit je§t&€ o jednom zpisobu, kterym tvofime z danych mnoZin mnoZi-
ny dal§i. Je to kartézsky soucin. Méme ddno n mnoZin Ay, A,, ..., A,, pak jejich
kartézsky soucin

(13) A, x Ay x ... x A,

je mnoZina viech n-tic (ay, a,, ..., a,), kdeZ a; je libovolny prvek z A, Kartézsky
soudin je ikon na prvni pohled asociativni. ZtotoZnime-li souin (13) se souciny

(14) A x Ay, X ... X A,
kdez (i, i, ..., i) je n&jaké potadi isel (1,2, ..., n), coZ, jak si ukdZeme, miZeme
uéinit, pak je kartézsky soudin i komutativni. Plati-li v (13)
A=A, =..=A, =4,
pak mluvime o kartézské mocniné a piSeme
A"

Kartézsky se nazyva tento souin proto, Ze se poprvé vyskytuje u francouzského
matematika René DESCARTESA (1596—1650), ktery jej uZil, aniZ si ovSem uvédomil,
Ze zavadi novy pojem. Obvyklé soufadnice roviny, které Descartes pfi zakladani
analytické geometrie zavedl, nejsou totiZ nic jiného neZ kartézsky souéin R x R =
= R% (R je mnoZina reilnych &sel). Kartézsky soudin mo¥no zavést jestd jinym
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zptisobem pro libovolnou i nekone¢nou soustavu mnoZin:
(15) A;, AeAd,

kdeZ A probihd jistou indexovou mnoZinu A. Tento zplisob je obecn&jsi neZ zpisob
pouZivajici n-tice. Kartézsky soudin

(16) [1" 4,

AeA

je mnoZina vSech zobrazeni ¢ indexové mnozZiny A z (15) do sjednoceni

UA}.5

Aed
kterd spliiuji podminku, Ze vZdy obraz indexu A lezi v A4;:
ApE A, AeA.

Je ihned vidét, Ze pro koneCny pocet mnoZin ddvd to n-tice jiZ se ztotoZnénim n-tic
z (13) s n-ticemi ze (14). S touto druhou definici lze p¥i ditkazech lépe pracovat.
Zékon komutativni je zde zfejmy.

Kone¢né€ si musime vyloZit n€které véci o bindrnich relacich. M&me ddny dvé
mnoZiny A, B. Bindrni relace ¢ mezi prvky mnoZiny A a mnoZiny B je ddna néjakou
&dsti D kartézského soudinu A x B. Je-li (a, b)€ D, a € 4, b € B, piSeme

agpb
a Fikdme: b je v relaci ¢ s prvkem a. Je-li (a, b) ¢ D, piSeme

apb
a fikdme: b neni v relaci ¢ s a. Nejjednodusim piipadem bindrni relace je zobrazeni
mnoZiny 4 do B. Pak plati

agpb
pravé tehdy, kdyZ b je obrazem a. Pojem relace je ov§em obecnéj§i a odpovidd tomu,
co se v geometrii nazyvd korespondence.
Viimn&me si je$t& pfipadu A = B, tj. bindrni relace definované na A (pfesné
vlastn& na A4?). Zde nutno vyty¢it dva druhy bindrnich relaci. Prvni z nich je ekvi-
valence, kterd md vSechny podstatné vlastnosti rovnosti.

Bindrni relace ¢ na A4 je ekvivalenci, plati-li pro ni:

a) Zakon reflexni: aga pro kaZdé a € A.
b) Zakon symetricky: agb = bea.
c) Zakon tranzitivni: apb ET boc = agc.

Vsechny ekvivalence na dané mnoZiné A jsou ddny prdvé vSemi rozklady mnoZiny 4
na disjunktni &4sti. Mdme-li ddn n&jaky takovy rozklad, pak plati agb, leZi-li prvky
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a, b v téZe &dsti rozkladu a apb, leZi-li v riznych &dstech rozkladu. Jednotlivé &dsti
nazyvdme t¥idy ekvivalence ).

Druhy druh bindrnich relaci, ktery nds bude zajimat, se nazyvd uplné uspordddni.
Misto ¢ budeme tuto relaci znait <. Relace tplného uspofdddni na mnoZiné A
je definovdna t&€mito vlastnostmi:

a) Trichotomie: Pro kaZdou dvojici (a, b) € A? plati prav& jeden z t¥chto vztahi:

(17) a<b, a=b b<a.
b) Zakon tranzitivni:
(18) a<bETb<c = a<c.

Je-li na né&jaké mnoZing 4 zavedena bindrni relace < o téchto vlastnostech, fikdme,
Ze mnoZina A je uplné uspofddand. Pfiklad na uplné uspofdddni je vztah ,,je mensi*
mezi redlnymi Eisly.

Vedle uplného uspofdddni mdme jeSt& édstecné uspoFdddni, v n&mz vlastnost a) je
nahrazena touto vlastnosti:

a’) Pro kaXdou dvojici (a, b)e A* plati nejvySe jeden ze vztahd (17). Pfiklad
takové relace je ostrd inkluze v 2(M), tj. mezi &dstmi mnoZiny M*).

Je-li néjakd mnoZina Upln& uspofddand relaci <, pak se z této relace odvozuje
relace jind: <. a £ b znadi, Ze plati bud a < b,nebo a = b, tj. Ze neplati (pfi Uplném
uspofdddni) b < a. Obrdceng, nechf je na mnoZin& 4 zavedena bindrni relace a < b
o téchto vlastnostech:

a,) Pro kaZdou dvojici (a, b) € A* plati aspoti jeden ze vztahl

asb, b=a.

a,) Plati-li oba dva tyto vztahy, pak a = b.

b) Plati zdkon tranzitivni (18).

Pak dostaneme odtud relaci < o vlastnostech a), b), definujeme-li: a < b zna&i
a £ b, a=+b. Pro rozliSfeni < od < nazyvd se < ostrd relace uspordddni (ostra’
nerovnost). Pro na¥e pozd&jsi vyklady je vyhodn&jsi pracovat s ostrou relaci uspo-
fdddni.

3y Podrobnéji viz o tom [13] str. 19.

4) Pojem tplného uspoifdddni mnoZiny je star$i neZ pojem Casteného uspofadani. Proto
puvodné se fikalo a dodnes se je$té ¢asto fikd misto uplné uspofadani prosté jen uspofadani.
Bourbakisté zavedli v8ak oznaCeni pravé opacné. Misto &aste¢ného uspofadani fikaji jen uspo-
fadani (un ensemble ordonné) a jeho specidlni pfipad, uplné uspofadani, rozlisuji adjektivem,
po pfipadé pfislovcem (un ensemble strictement ordonné). Tento zplisob oznadovani v dnesni
dobé prevlddl. V moderni matematice se vyskytuje totiz (C4stené) uspotfddani daleko &astéji
naz Gplné uspofddani. My budeme pracovat pfedeviim s uplnym usporadénim.
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2

KdyzZ jsme si ve stru¢nosti takto zopakovali technicky apardt teorie mnoZin, mu-
Zeme pristoupit k vylieni vlastnich objevii Georga Cantora. Maji-li se tyto objevy
struéné celkové charakterizovat, obvykle se fikd, Ze Cantor ziskal nesporné domovské
pravo v matematice pro aktudlni nekonecno. Potencidlnim nekonecnem se nazyva
obycejné pfedpoklad, ktery je zdkladem celé matematické analyzy, totiZ, Ze je moZno
kaZdou veliinu zvétsit nebo zmenSit. Aktudlnim nekone¢nem rozumime tu okolnost,
Ze vysetfujeme mnoZiny obsahujici nekoneény pocet objektd, o kterych ptredpokla-
ddme, Ze existuji soucasné aspoii v mysli matematikové.

Vysvétlime si to na pfikladech. Je-li f(x) redlnd funkce, pak

lim f(x) = ¢

—a
znamend toto: k libovolnému kladnému ¢ existuje kladné é takové, Ze plati
O<|x—al<d = |f(x) —c| <e.

Zde nevySetfujeme zadné nekone€né mnoZziny. Volime jen libovolné kladné ¢, o némz
predpokladame, Ze je mliZzeme volit tak malé, jak chceme, Ze je mUZeme libovolné
zmenSovat. Skoro cela analyza do doby Cantorovy vystacila s timto potencialnim
nekonecnem. A mnohdy se popirala opravnénost zavadét do matematiky aktualni
nekonecno. Piiklad na aktualni nekoneéno je Dedekindova teorie realnych d&isel.
Zde musime mit najednou danu mnoZinu racionalnich ¢isel a tuto mnoZinu délit
nekoneéné mnoha zplsoby ve dvé ¢asti, horni a dolni skupinu fezu. Aktualni ne-
kone¢no nachézime jiz u Bernarda BoLzANA (1781—1848), je vSak zahaleno do nikoli
zrovna jasnych filozofickych tvah.

Cantorova vySetfovani mnozZin brala se dvéma hlavnimi sméry. Pfedné Cantor
vySetfoval mnoZiny jako takové, tj. vySetfoval ty vlastnosti mnoZin, které jsou
disledkem zdkladni relace teorie mnoZin (1) ,,byti prvkem mnoZiny*. Tak poloZil
zaklady abstraktni teorii mnoZin. Druhy smér spocival v tom, Ze mezi prvky mnozZiny
zavedl jesté dalsi vztahy, které definoval analogicky ke vztahim, které plati v mnoZiné
redlnych nebo komplexnich &isel. Je to pfedevsim pojem vzddlenosti dvou bodi nebo
obecnéji pojem okoli bodl. Presné€ feeno Cantor pfi studiu trigonometrickych fad
byl veden k vySetfovani mnoZin redlnych ¢isel, tj. mnoZin bodid na redlné ose. Tak
vznikla teorie bodovych mnoZin. Genidlni duch Cantoriv rozpoznal zdhy, Ze pfi
bodovych mnoZindch se vyskytuji obecné zdkonitosti, které spogivaji jen na relaci (1)
a na jejich disledcich. To ho vedlo k tomu, Ze polozil zaklady k abstraktni teorii
mnoZin a rozvijel obé teorie soucasné. V matematice se zacala nejdfive uplatiiovat
teorie bodovych mnoZin, kterd vedla k obecné topologii a k funkciondlni analyze.
Abstraktni teorie mnozin ziskdvala si uzndni a uplatiiovala se v matematice daleko
pomaleji. Dnes vSak i teorie bodovych mnoZin i jiné matematické discipliny jsou
nemyslitelné bez abstraktni teorie mnoZin, pfedev§im bez transfinitni indukce.
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V tomto ¢ldnku budu se zabyvat jen abstraktni teorii mnoZin. Vyliéit vyvoj a problé-
my teorie bodovych mnoZin by vyZadovalo daleko vice mista a ¢asu, neZ mam k dispo-
zici.

Prvni a zdkladni krok Cantortiv spocival prdavé v tom, Ze ucinil pfedmétem mate-
matického vySetfovdni nekoneCné mnoZiny jako celky. Jednou z prvnich otdzek,
kterou fesil, byla tato: Je moZno néjakym zpisobem urcit poCet prvkl nekoneéné
mnoZiny? A zde pfinesl Cantor prvni pfekvapeni. Ano, je to moZno, a to velmi jedno-
duchym zplsobem, totiZ prdveé tim zplsobem, jak to déldme pfi mnoZindch konec-
nych. Jak zjistime, Ze mnoZina Zidli v n€jaké mistnosti je stejné pocetnd jako mnoZina
osob v mistnosti pfitomnych? Nejjednodussi bude, kdyZ si kaZd4d osoba sedne na
jednu Zidli. Pak se to ihned poznd. To vsak je jen zvldS§tni zptisob prostého zobrazeni
mnoZiny osob na mnoZinu 7idli. Tedy dvé kone€né mnoZiny maji stejny pocet prvki,
existuje-li prosté zobrazeni jedné mnoZiny na druhou. Tuto definici moZno vs§ak
beze zm&ny pienésti i na nekone€né mnoZiny. Proto definujeme:

Dvé mnoziny A, B, at jiZ kone¢né nebo nekonecné, maji stejnou mohutnost — to
fikdme misto stejny pocet prvki, aby to pfi nekoneénych mnoZindch nevedlo k nedo-
rozuméni — kdyZ existuje prosté zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B. Takové dvé
mnoZiny nazyvame pak ekvivalentni.

Je zfejmé, Ze dvé koneéné mnoZiny maji stejnou mohutnost pravé tehdy, kdyZ maji
stejny pocet prvki. Avsak jak je tomu u nekoneénych mnoZin? Nekone¢nd mnoZina,
kterou si ¢lovék pravdépodobné nejdfive vytvofil ve své mysli, je mnoZina pfiroze-
nych Cisel

1,2,3,4,... .

KaZdou mnoZinu, ktera je ekvivalentni této mnoZing, nazyvdme spocetnou. Je to
takovd mnoZina, jejiZ prvky se daji uspofddat v posloupnost. A tu si musime v§imnout
jedné véci, kterd byla znama jiZ pfed Cantorem. Zobrazeni

n — 2n, n pfirozené islo,

je prosté zobrazeni pfirozenych &isel na pfirozena &isla suda. Nekoneéna mnoZina,
na rozdil od kone€nych mnoZin, miiZe se tedy dat prost€ zobrazit na svou vlastni ¢ast
(tj. ¢ast riznou od mnoZiny samé). Richard DEDEKIND (1831—1916) ukazal v [7],
Ze je to pro nekonecné mnoZiny charakteristické. Lze to fici i obracené. MnoZina A
je kone¢na, kdyZ neexistuje prosté zobrazeni mnoZiny 4 na né&jakou jeji vlastni ¢ast.
Pfi axiomatickém budovani teorie mnoZin pravé pomoci této vlastnosti se kone¢né
mnoZiny definuji. V&tu znal rovnéz jiz BoLzANo, nepodal v8ak jeji diikkaz. Jako pfiklad
ekvivalence mnoZin miZeme si vzit kartézské souginy (13) a (14) definované pomoci
n-tic. Kdy? ptifadime n-tici (ay, a,, ..., a,) k n-tici (a;, a;,, ..., a; ), dostaneme
prosté zobrazeni mnoZiny (13) na mnoZinu (14) a v disledku tohoto zobrazeni miiZe-
me ob& mnoZiny ztotoZnit.
Pro kaZdou nekonecnou mnoZinu A plati, e mnofina prirozenych cisel N se dd
vZdy prosté zobrazit do A, tj. Ze vidy existuje ¢dst S mnoZiny A, kterd je spocetnd.
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Nyni vSak stojime pfed zdkladni otdzkou: M4 takto definovand mohutnost pro
nekonené mnoZiny viibec vyznam? Je jasné, Ze kdyby byla kazdd nekoneénd mnoZi-
na spocetnd, pak by definice mohutnosti nic nového nepfinesla. Zde bylo nutno
nejdfive postupovat krok za krokem a zkoumat jednotlivé ptipady.

Lze lehko ukdzat toto: VSechna raciondlni &isla x, pro néZ plati 0 < x < 1, tvofi
spocetnou mnoZinu. Tato mnoZina je dédle ekvivalentni mnoZiné vSech raciondlnich
&isel viibec. NeZ jak je to s mnoZinou ¢isel redlnych R? JiZ roku 1873 formuluje
Cantor problém ekvivalence mnoZiny raciondlnich ¢isel s mnoZinou ¢&isel redlnych
a za né&kolik nedél potom poddvd dikaz, Ze mnoZina redlnych Cisel neni ekvivalentni
mnozZin€ Cisel raciondlnich, Ze neni spocetnd. Dokdzal to velmi diivtipnou metodou
nazvanou potom diagondlni metoda. Mohutnost mnoZiny redlnych cisel nazval
Cantor mohutnosti kontinua. Lze opét lehko ukdzat, Ze interval (0, 1) md stejnou
mohutnost jako mnoZina vsech redlnych &isel. Funkce

y =tgin(2x — 1)

zobrazuje prost& interval (0, 1) na mnoZinu viech realnych &isel. Od poéatku roku
1874 se namahal Cantor po nékolik let ukazat, Ze v tomto smyslu ma rovina vice
bodl neZ pfimka. MnoZinové fefeno to znamena: Kartézskd mocnina R* ma jinou
(vétsi) mohutnost neZ R. Jeho 1tsili bylo vSak marné — aZ roku 1877 uéinil velmi
pfekvapujici objev. R? ma stejnou mohutnost jako R a dokonce i R" (n-rozmérny
prostor) je ekvivalentni s R (s pfimkou)! Tim razem vyvstal problém dimenze.
Lze viibec néjakym zplisobem z hlediska teorie mnoZin definovat dimenzi? Tento
problém byl rozfesen daleko pozdgji. Diikaz ekvivalence R a R? uvefejnil CANTOR
r. 1878 v Journalu fiir reine und angewandte Mathematik ([5] str. 119). Toto pojed-
nani obsahovalo jesté¢ pojem ekvivalence, pojem mohutnosti a hypotézu kontinua,
o niz bude pozdéji fe€. Uvefejnéni tohoto pojednani setkalo se v Crelleové Journalu
jiZ s obtiZzemi, které nebyly zplsobeny jen paradoxnosti vysledku o ekvivalenci
prostord riznych dimenzi. Bylo to posledni pojednani, které Cantor v Journalu
fiir reine u. angewandte Mathematik uvefejnil.

NeZ obratme svou pozornost opét ke Cantorovym vyzkumim v abstraktni teorii
mnoZin. V§imné€me si nejdfive, Ze relace ,,byt ekvivalentni mezi dvéma mnoZinami
je skute€né ekvivalenci, tj. je to relace reflexivni, symetrickd a tranzitivni. VSechny
mnoZiny se rozpadaji proto ve tfidy navzdjem ekvivalentnich mnoZin. A nyni uéinil
Cantor velmi odvdZzny krok. Kazdé takové tfidé pfifadil symbol, ktery nazval kar-
dindlnim dislem a ktery reprezentuje celou tfidu ekvivalentnich mnoZin. Pro ko-
neé¢né mnoZiny bereme za tato Cisla prav€é pocet prvkli mnoZiny, tedy pfirozend
¢isla. Pfi nekoneénych mnoZindch mdme spocetné mnoZiny, mnoZiny mohutnosti
kontinua a brzy si ukdZeme, Ze takovych mohutnosti je nekoneéné mnoho. Tedy
i nekone¢nych kardindlnich ¢&isel je nekone¢né mnoho.

OdvédZnost tohoto kroku spocivala pfedev§im v tom, Ze zavedl pocetni ukony
s témito Cisly. S¢itdni dvou kardindlnich ¢isel u, v definujeme takto: Vezmeme si dvé
mnoZiny A, B pfisluSnych mohutnosti, které jsou disjunktni: A n B = 0, coZ je
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r xr

vZdy moZno. Kardindlni ¢islo ¢ + v definujeme nyni jako kardindlni &islo p¥islusejici
mnoZin€ A U B. To lze oviem provést pro libovolnou mnoZinu y;, A € A kardindlnich
&isel. Ke kaZzdému p, vezmeme si mnoZinu 4, pfisluiné mohutnosti tak, aby 4,, N
N A;, =0 pro A, + A,. Pak Y pu, je mohutnost mnoZiny {J A4,. Definujeme-li

Aed Aed
soucin dvou kardindlnich &isel u, v, stadi si vzit dvé libovolné mnoziny A, B pfislus-
nych mohutnosti. Soucin uv je pak kardindlni ¢islo pfislu$né mnoZing

A X B.
Maéme-li opét nekoneCnou mnoZinu kardindlnich &isel u;, 4 € A, pak jejich soucin

l_[ Uy
Aed
je mohutnost pfislusnd ke kartézskému soudinu (16), kdeZ 4, je mnoZina mohutnosti
u;. SCitdni a ndsobeni kardindlnich &isel je komutativni a asociativni. A protoZe
zfejmé plati :
Ax(BuC)=(AxB)u(4xC),

plati i zakon distributivni pro kardindlni ¢isla
Mu+v)=Au+ Av.

Koneéné miiZeme si zavést i mocniny kardindlnich &isel. Pro pfirozené &islo n ozna-
Cuje v" mohutnost kartézské mocniny A", kdeZ A je mnoZina mohutnosti v. Mé&me
libovolnd dvé kardindlni &isla u, v, BudteZ 4, B dvé mnoZiny o mohutnostech u a v.
Vezméme si tolik exempldfd mnoZiny B, kolik prvkid md mnoZina A. Tyto exempldie
si pro rozliSeni oindexujeme prvky mnoZiny 4 : B,, a € A. Utvofme si kartézsky soucin
I1" B,
acA
a jeho mohutnost definujeme jako kardindlni &islo v*. Z druhé definice kartézského
soucinu (16) plyne lehko, Ze je to prdvé mohutnost mnoZiny (1 1) B4. Viechny tyto
pocetni Ukony pouZity na kone¢nd kardindlni &isla ddvaji prdvé obvyklé pocetni
tkony s pfirozenymi Cisly.
Uvedme jesté, Ze mohutnost kontinua x dd se vyjddfit jakoZto mocnina kardindl-
nich &isel 2 a o, znadi-li ¢ spocetnou mohutnost. Plati

(19) k=2,

Je-li totiz C mnoZina vSech redlnych ¢isel z intervalu (0, 1), o niZ jiZ vime, Ze md
mohutnost x, d4 se lehko ukdzat, vyjddiime-li si kazdé takové rediné &islo jakoZto
dyadicky zlomek, tj. posloupnost nul a jednicek, Ze C je ekvivalentni mnoZiné vSech
zobrazeni nekonetné posloupnosti na dvouprvkovou mnozinu {0, 1}°).

5) Pfitom oviem nutno ukézat, Ze nevadi ta okolnost, Ze Cislo s periodou 1 napf. 0, a4, a,, ...,
a;_1,0,1,1,... jerovno Cislu 0, aya,, ...,a,_4 1,0,0, ... s periodou 0.
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Dalsi krok Cantortv spocival v tom, Ze se pokusil uspofddat kardindlni ¢isla podle
velikosti. Pro dv& koneénd kardindlni Cisla m a n, jeZ oznacuji poCet prvki mnoZiny
M ={1,2,....,m} a mnoZiny N = {1,2,...,n}, plati m < n prdvé tehdy, kdyZ
mnoZina M se dd prosté zobrazit do N a mnoZina N se nedd prosté zobrazit do M.
Nabizi se tedy pro libovolnd kardindlni Cisla p, v a pro dv€ mnoZiny A4, B o pfislus-
nych mohutnostech tento postup: Budeme fikat, Ze plati

p<v,

kdyZ mnoZina A4 se dd prosté zobrazit do B, av§ak mnoZina B se nedd prosté zobrazit
do A. Nutno vySetfit, zda takto definovand relace mezi kardindlnimi Cisly md ony
dve vlastnosti iplného uspofdddni: a) trichotomii (17), b) tranzitivnost (18).

Pro tranzitivnost (18) je to lehké. M&me tfi kardindlni &isla A, p, v a tfi mnoZiny
A, B, C o pfisluSnych mohutnostech. Necht plati A < u, p < v. To znaéi: Existuje
prosté zobrazeni ¢, A do B a prosté zobrazeni ¢, B do C a neexistuji prostd zobra-
zeni Bdo A a C do B. Pak zfejmé& ¢ ¢, je prosté zobrazeni 4 do C. Kdyby existovalo
prosté zobrazeni y C do A, pak Y@, by bylo prosté zobrazeni C do B, coZ je spor
s pfedpokladem. Tedy plati 4 < v.

S trichotomii (17 je to vSak t&€Z8i. Z logického hlediska mohou nastat pro dvé
mnoZiny A, B celkem 4 pfipady, které se navzdjem vyluduji:

1. A se da prosté€ zobrazit do B, B se d4 prosté zobrazit do A.

II. A se da prosté zobrazit do B, B se neda prosté zobrazit do 4.
III. A se neda prosté zobrazit do B, B se da prosté zobrazit do 4.
IV. A se neda prosté zobrazit do B, B se neda prosté zobrazit do A4.
V ptipadé II a III plati pro pfislusnd kardindlni &isla podle definice

II u<v, II1 v<pu.
Aby platil prdavé jeden ze vztahi
u<v, =, v<u,

nutno ukazat, 7e v piipadé I vidy plati o = v a Ze pfipad IV nemuZe nastat. Cantor
povazoval prvni véc nejdiive za samoziejmou, pozdéji vSak pfiSel na to, Ze je tfeba
ji dokazat. Teprve roku 1897 dokazal Felix BERNSTEIN pfislusnou vétu, které se dnes
fika véta Cantor-Bernsteinova. Bernsteinliv duikkaz uvefejnil poprvé Emile BOREL
ve své knize [3].

Véta Cantor-Bernsteinova. Dd-li se mnoZina A prosté zobrazit do mnoZiny B a mno-
Zina B prosté zobrazit do mnoZiny A, pak existuje prosté zobrazeni mnoZiny A na
mnoZinu B. Tedy skute¢né plati v I. pfipad€ vidy u = v.

Pfipad IV byl daleko tvrdsi ofiSek. Ukazalo se, Ze bez dalSiho pfedpokladu nelze
dokéazat, Ze pfipad IV nemiiZe nastat. Na Eem véc spociva, to védél jiz Cantor. Teprve
vS§ak némecky matematik Ernst ZERMELO podal roku 1904 [19] pfesné formulace
a dikazy. Tim se budu zabyvat aZ v dalsi kapitole.

142



Zde uvedu jesté jeden dilezity vztah, ktery odtud vyplyvd. Mé&me mnoZinu A,
jejiz mohutnost je ddna kardindlnim &islem pu. MnoZina (12) 24 viech zobrazeni
mnoZiny A do dvouprvkové mnoZiny {0, 1} md vZdy v&t§i mohutnost neZ 4, tj. pro
kaZdé kardindlni Cislo plati

(20) n< 2,

Ditikaz je velmi snadny. Nejdiive kazdému prvku a € A pfifadime toto zobrazeni
z 24: Prvek a necht je zobrazen na 1 a kazdy jiny prvek na 0. Tim jsme prosté zobra-
zili mnoZinu A4 do 24. Ze 2 se nedd prost& zobrazit do 4, dokdZeme sporem. Pfed-
poklddejme, Ze takové zobrazeni existuje. Pak lze vSechna zobrazeni ¢ z 24 oinde-
xovat pravé témi prvky z A, jimZ jsou pfifazena:

P, a.
Sestrojme si zobrazeni ¢ € 24 takto:

ap * ag,,

tj. kdyZ ¢, pritaduje prvku a 0, pak ap = 1, v opaéném piipad€ ap = 0. Zobrazeni ¢
je rizné od kaZdého zobrazeni ¢,, nebot obrazy prvku a v obou zobrazenich ¢,
a @ jsou od sebe rizné. Tedy ¢ se lisi od vSech zobrazeni ¢,, coZ je proti pfedpokladu,
Ze viechna zobrazeni lze oindexovat prvky z 4. Je to jen nepatrn€& pozménénd diago-
ndlni metoda, kterou Cantor dokdzal, Ze mnoZina redlnych ¢isel md vét§i mohutnost
neZ spocetnou. V uvaze provedené za vzorcem (12) jsme si ukdzali, Ze mnoZina 24
a mnoZina 2(A) viech &dsti mnoZiny 4 maji stejnou mohutnost. Tedy i #(4) md
v&t$i mohutnost neZ 4. ProtoZe ke kaZdé mnoZin& miZeme sestrojit mnoZiny 2(A)
i 24, je i nekoneénych kardindlnich &isel nekone&né mnoho. Kardindlni &islo patiici
k spodetnym mnoZindm je z nich nejmensi, nebof dfive jsme jiZ fekli, Ze kazdd neko-
neénd mnoZina md &dst, kterd je spocetnd.

3

Pti daldim budovdni teorie mnoZin poznal Cantor velmi dobfe, Ze je tfeba podrob-
néji vySetfovat Uplné uspordddni v mnoZindch. To bylo pfedmétem Cantorova bdaddni
pfiblizné v devadesdtych letech 19. stoleti. ProtoZe v dal§im pijde vidy o uplné
uspofdddni, budu pro jednoduchost fikat prosté uspofdddni.

“Vezméme si jako pfiklad tyto dvé posloupnosti

1,2,3,4,...
TSR

2°
Uspoidddni na téchto dvou mnoZindch definujeme tim, Ze ze dvou ¢isel prohldsime
ree

za ,,menSi* to, které v pfislusné posloupnosti pfedchdzi &isto druhé. Tim ovsem do-
staneme pro druhou posloupnost jiné uspofdddni, neZ je obycejné uspofdddni &isel
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podle velikosti. Jiny pfiklad je tento: Vezméme si raciondlni ¢isla x spliiujici nerovnost
0 < x < 1, tj. raciondlni &sla z intervalu (0, 1) a uspofddejme je podle velikosti.
Toto uspofdddni je na prvni pohled rizné od uspofdddni posloupnosti pfirozenych
disel, je vSak stejné s uspofddanim vSech raciondlnich ¢isel podle velikosti z intervalu
(1, 2), jak plyne ihned ze zobrazeni

O<x<l1l, x-x+1, 1<x+1<2.

My viak vime, Ze¢ mnoZina viech raciondlnich &isel z intervalu (0, 1) je spodetnd.
Proto vSechna raciondlni &isla z intervalu (0, 1) lze sefadit v posloupnost. Tim je
ddno jiné uspofddani této mnoZiny, prohldsime-li za ,,mensi*‘ ze dvou disel to, které
v posloupnosti pfedchdzi. Toto druhé uspordddni je stejné jako uspofdddni posloup-
nosti pfirozenych cisel podle velikosti. Tyto skute€nosti je tfeba nyni matematicky
zachytit.

M¢éjme dvé uspofddané mnoZiny A a B a necht existuje prosté zobrazeni mnoZiny
A na B takové, Ze plati

(21) a,,a,€AET a, <a, = a,0 <a,p.

ProtoZe pro uspofaddni plati trichotomie, plyne jiZ pro inverzni zobrazeni ¢ ~! vztah
(22) b, b, BET by <b, = bo ! <bp '.

Takové zobrazeni nazyvame podobnym zobrazenim a o mnoZindch 4 a B fikdme,
Ze jsou podobné usporFddané. Struéné, ale ne zcela presné, miZeme fici, Ze podobné
zobrazeni zachovdvd uspofdddni. Dvé podobné uspofddané mnoZiny musi nutné mit
stejnou mohutnost.

Je zfejmé, Ze vztah mezi uspofddanymi mnoZinami ,,byt podobné& uspofdadana‘‘
je vztah reflexivni, symetricky a tranzitivni, tedy ekvivalence. Lze proto vSechny
podobné uspofddané mnoZiny sloudit ve tfidy podobné uspofddanych mnoZin.
Mluvime pak o typu uspofdddni nebo o pofddkovém typu jednotlivych téchto t¥id.
Potfddkovy typ je tedy symbol, ktery charakterizuje ,,stejné* uspofdddni mnoZin
z jedné tfidy podobné uspofddanych mnoZin. Poznali jsme dosud dva takové typy.
Jednim z nich je uspofdddni pfirozenych &isle podle velikosti. Tento typ oznacujeme
. Druhy typ, ktery jsme méli, bylo uspofdddni raciondlnich &isel z intervalu (O, 1)
podle velikosti. Oba typy jsou rtizné typy, jak plyne z toho, Ze prvni uspofdddni md
nejmensi prvek 1, kdeZto druhé uspofdddni nejmensi prvek nem4.

Kardindlni ¢isla jsme si utvofili jako symboly jednotlivych t¥id ekvivalentnich
mnoZin. Podobné& pofddkové typy jsou symboly jednotlivych tfid podobn& uspofd-
danych mnoZin. Je zde vSak jeden podstatny rozdil. Kardindlni ¢islo je ddno mnoZi-
nou samou, jeji mohutnosti. Pofddkovy typ neni ddn jen mnoZinou samou, nybrZ
mnoZinou a jejim uspofddanim. TatdZ mnoZina miZe mit rizné pofadkové typy,
patfit do riznych pofddkovych tfid podle toho, jak je uspofdddna. Ptikladem na to je
mnoZina raciondlnich &isel z intervalu (0, 1), jak o tom byla vy3e fe€. Na druhé strang
budiZ A uspofddand mnoZina. Tato mnoZina md tedy jisty pofadkovy typ. Pak
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kazdou mnoZinu B, kterd m4 stejnou mohutnost jako mnoZina A, lze uspofddat do
stejného pofddkového typu. Existuje totiZ prosté zobrazeni ¢ mnoZiny A na mnoZinu
B. A prdvé inverzniho zobrazeni ¢ ~! pouZijeme k definici vztahu < na B. b, < b,
bude ndm znatit, Ze platina A b,¢ ™' < b, ~'. Z(21) a (22) ihned plyne, Ze zobra-
zeni ¢ se stane timto ustanovenim podobnym zobrazenim mnoZiny A na mnoZinu B.

Potfddkovy typ @ mnoZiny pfirozenych ¢&isel md jednu dileZitou vlastnost. Kazd4
neprazdnd &dst mnoZiny pfirozenych Cisel obsahuje, jak zndmo, nejmensi prvek.
To neni vlastnosti ka?dého pofddkového typu. Na piiklad otevieny interval (0, 1),
v némZ jsou &isla uspofddand podle velikosti, tuto vlastnost nemd, nebof ji nema4 jiz
celd mnoZina (0, 1) sama. Na druhé strang to neni vlastnost jen potddkového typu w.
Méjme mnoZinu prvkil

(23) a;j, i=123..,j=1273,....
Na této mnoZin€ definujeme uspofdddni schématem

ay115 092, 0493 -..
(24) Ay, Ga3, a3 ..
a3, 433, 33 ...

.................

V ném nejdfive jdou prvky majici prvni index 1 uspofddané podle druhych indexi,
pak prvky majici prvni index 2 opét uspofddané podle druhych indexi atd.... Pfesnd
definice je tato:

a; < Ay, kdyz i<k,

a;<ay kdyz j<k.

KaZd4d neprdzdnd &dst této mnoZiny md nejmensi prvek. Prvni indexy prvki z n&jaké
neprdzdné &dsti této mnoZiny tvofi mnoZinu pfirozenych &isel a ta obsahuje &islo
nejmensi i,. Viechny druhé indexy prvkl této Cdsti, které maji prvni index i,, obsa-
huji z téhoZ ditvodu nejmensi prvek j,. Pak a;,;, je zfejm& nejmensi prvek této Cdsti.
UkdZeme si jesté pro pozd&jsi ticely, Ze mnoZina (23), (24) je spoetnd. Uspofdddme
ji do posloupnosti podle souctu indexii:

11,12, 31, G135 33, 315 14> A235 A32, 41, 15 .-

Tyto uvahy vedou k této definici:

Uplné uspofddanou mnoZinu nazveme dobFe uspoFddanou, kdy? kaZdd jeji ne-
prdzdnd &dst md prvni (nejmen3i) prvek.

Pfedné je patrno, Ze byt dobie uspofddanou mnoZinou je vlastnost celého pofddko-
vého typu. Podobnd zobrazeni zachovdvaji zfejmé& vlastnost byt nejmen§im prvkem
dané &asti. Déle je lehko vidét, Ze kaZdd neprdzdnd &dst néjaké dobie uspofddané
mnoZiny A je uspofdddnim na mnoZin€ A4 rovnéZ dobfe uspofdddna. Podotykdm
zde, Ze v kaZdé dobfe uspofddané mnoZin€ m4d sice libovolny prvek ndsledovnika,
nemusi mit vSak pfedchidce, i kdyZ neni prvnim prvkem. V mnoZing (23), (24)
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nemaji pfedchiidce prvky a,,, a;;, a3y, .... Dobfe uspotfddand mnoZina muZe,
ale nemusi mit posledni prvek. _

PoloZme si nyni otdzku, kterd je pro pouZiti dobrého uspofdddni v teorii mnozin
zdkladni: D4 se kazdd mnoZina dobfe uspotfddat? Je ziejmé, Ze odpovéd je kladnd
pro v§echny\ koneéné mnoZiny a pro vSechny spocetné mnoZiny. Intuitivné je jasné,
e bude kladnd i pro libovolnou mnoZinu 4. V A si miZeme vybrat jeden prvek a,.
V mnozing A — {a,}°) si miiZeme vybrat opét jeden prvek a,, vmnoZzin€ A — {a,, a,}
opét jeden prvek a, a tak miZeme postupovat ddle. KdyZ jsme timto zplsobem vy-
brali posloupnost prvka

(25) ay, Az, Ay, cee s
miZeme ze zbytku vybrat prvek a,, potom d,+q, d,,+» atd.:

Aws A +15 Ao +25 ++

Tak pokraCujeme ddle, aZ celou mnoZinu vyCerpame. Na této uvaze byla zaloZena

Véta o dobrém usporadani. Ka?dd mnoZina se dd dobre usporddat.

Neuspokojivost celé pfedeslé tvahy spo¢ivd hlavné na tom, Ze z mnoZiny A volime
postupné jednotlivé prvky a,, d,, a3, ... a Ze volba libovolného prvku zdvisi pfiro-
zené na volbdch vSech prvki pfedchdzejicich. Bylo oprdvnéné namitdno, Ze takovéto
volby nelze libovoln& transfinitn€ pokracovat. Transfinitnim pokracovdnim se mini
v§echny volby, které se konaji po konstrukci posloupnosti (25).

Cantor sam uZival véty o dobrém usporadani bez rozpakii. Neuspokojivé zaklady
této véty zplisobily, Ze se cela véc vySetfovala daleko zebrubné&ji. Ernst ZERMELLO
(1871—1953), od néhoZ pochazi prvni axiomaticka teorie mnoZin, formuloval roku
1904 [19] zvlasStni axiom a ukazal, Ze z n¢ho plyne véta o dobrém uspofadani. (Obra-
cend implikace je trivialni.) Tento axiom ve velmi silné formé da se vyslovit takto:

Axiom vyjbéru. Méjme néjakou soustavu mnoZin (15) A,, A€ A. Pak existuje
aspori jedno zobrazeni ¢ indexové mnoZiny A do \J A; takové, Ze plati

Aed

Ap € A, AeAd.

Tento axiom poZaduje tedy, aby bylo lze vybrat soudasné a nezdvisle na sobé
z ka?dé mnoZiny (15) po jednom prvku. Tim je odstran&na ndmitka, kterd byla
dinéna proti dfive uvedenému induktivnimu postupu spodéivajicimu v tom, Ze vybiral
pro dobré uspofdddni z dané mnoZiny jeden prvek za druhym. N&ktefi matematici
vyslovovali pochybnosti o tom, zda je pfipustno zavddét tento axiom. ProtoZe vsak
intuitivné byla jeho platnost plauzibilni, uZivali ho, ¢i vlastné spiSe véty o dobrém
uspofdddni, stdle vice. Jen se ujal zvyk fici, zda se v té neb oné prdci axiom vybéru
pouZiva Ci nikoli. A zkoumalo se, ve kterych star§ich diikazech byl tento axiom micky
pouZit, pfi CemZ se pfiSlo na nékteré zajimavé véci.

) 4 — Bznadi mnozinu viech prvkii z 4, které nelezi v B. Specialné tedy 4 — {a),a,5,....,a,}
je mnoZina 4 bez prvki ay, a,, ..., a,.
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Vsimnéme si nyni, jaké disledky plynou z véty o dobrém uspofdddni. Vidéli jsme, .
Ze byt mnoZinou dobfe uspofddanou je vlastnosti vZdy celé tfidy podobné uspoid-
danych mnoZin. Nyni provedl Cantor s témito mnoZinami totéZ, co udélal s tfidami
mnoZin stejné mohutnosti. Pfifadil ka¥dému typu dobfe uspofddanych mnoZin jisty
symbol, ktery tento typ charakterizuje a ktery nazval ordindlnim &islem. Je ihned
zfejmo, Ze konecné mnoZiny o témZ poctu n prvki maji vzdy tyZ pofddkovy typ,
at je uspofdddme jakkoli. Dv€ kone¢né mnoZiny o riizném poctu prvki maji riiznou
mohutnost, a tedy i rizny pofddkovy typ. MiiZeme proto vzit za ordindlni ¢isla ko-
neénych mnoZin prosté€ prirozend &isla. Konecnd ordindlni &isla pak odpovidaji
vzdjemné jednozna¢né€ koneénym kardindlnim &islim. Jinak je tomu u nekonecnych
kardindlnich Cisel. Vezméme si napf. mnoZinu prvki

(26) : a;,d,4a3,..., b

uspofddanou tak, jak jdou jeji prvky za sebou. Pfifadime-li prvku b ¢islo 1 a prvku
a, ¢islo n + 1, vidime, Ze tato mnoZina je spofetnd. Md vSak jiny pofddkovy typ
neZ mnoZina

(27) a,, a,, as, ...

Mnozina (26) md totiZ dva prvky bez pfedchidci a,, b, kdeZto mnoZina (27) jen
jeden takovy prvek a,. Vid&li jsme rovn&Z, Ze spodetnd mnoZina (23) a (24) md opét
jiny pofddkovy typ. Pfislusi tedy mnoZindm (24), (26) a (27) riznd ordindlni ¢&isla,
ackoli maji stejnou mohutnost.

Pro ordindlni ¢&isla zavedl Cantor podobné jako pro kardindlni &isla s¢itdni a nd-
sobeni. Mé&me dvé& ordindlni &isla «, f a vezméme si dvé disjunktni mnoZiny téchto
pofadkovych typt: A a B. Soulet a + f definujeme jako pofddkovy typ mnoZiny
A U B uspotddané takto: Pro dva prvky a,, a, € A plati a, < a, pravé tehdy, plati-li
v uspofdddni mnoZiny A. Stejné€ necht je tomu pro prvky b,, b, € B. Pro a€ A4,
b € B necht plati vZdy a < b. Toto uspofdddni je dobré. Uvedme si n&které piiklady.
Nechf A je mnoZina (27), kterd md ordindlni typ w, a B je jednoprvkovd mnoZina
{b} s ordindlnim &islem 1. Pak 1 + o je ordindlni &slo mnoZiny

(28) b, ay, a,, a;, ...
To je vSak mnoZina s ordindlnim Cislem w. Plati tedy
‘ l+o=0.
Podobné se snadno nalezne, Ze plati pro kazdé pfirozené &islo n
n+ow=ow.

Naproti tomu je w + 1 ordindlni &islo mnoZiny (26), o némZ jiZ vime, Ze to neni w.
Lehko zjistime, Ze ordindlni ¢&isla

wo+1l, w+2 o+3...
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jsou od sebe rizna. Scitdni ordindlnich Cisel neni komutativni. D4 se lehko ukdzat,
Ze je asociativni. Je-li opét A mnoZina (27) a B mnoZina

(29) by, by, b, ...,
z nichZ ob& maji ordindlni ¢islo w, pak mnoZina
(30) a,,a,, as, ..., by, by, by, ...

md ordindlni &islo w + w. Tak bychom mohli tvofit ddle mnoZiny, které maji ordi-
nélni Cisla
w+o+o, o+o+o+o,

Pro kone¢né mnoZiny ddvd sCitdni ordindlnich Cisel obycejné s€itdni ptirozenych
Cisel.

Pfejdéme nyni k ndsobeni ordindlnich ¢isel. M&me dvé ordindlni &isla a, § a dvé
mnoziny A4, B piislusnych pofddkovych typi. Definice soucinu aff je sloZitéjsi. Vezmé-
me si tolik exempldii mnoZiny A, kolik je prvkli mnoZiny B a oindexujme je témito
prvky

Ay, beB.
of je ordindlni ¢islo mnoZiny
(31) U Ab )
beB

kterou uspofdddme takto: VSechny prvky z A4, jsou mensi neZ prvky A,,, plati-li
v B b; < b,. Prvky v jedné mnoZin& A4, necht jsou uspofdddny podle ptivodniho
uspofdddni mnoZiny A. Lehko se zjisti, Ze toto uspofdddni mnoZiny (31) je opét
dobré. Jako ptiklad vezméme si €isla 2 a w. Abychom utvofili mnoZinu o ordindlnim
disle 2w, vezmeme si za mnoZinu typu 2 mnoZinu {a, b}, kterou oindexujeme mno-
Zinou o ordindlnim ¢isle w, napf. mnoZinou pfirozenych ¢isel. Dostaneme tak mno-
Zinu o ordindlnim ¢isle 2w: '

(32) a;, by, az, by, as, b, ...

Typ uspofdddni této mnoZiny je zfejmé w. Plati tedy
20 =

a podobné dostaneme pro jakékoli pfirozené Cislo n
now = w.

Abychom utvofili souéin w2, musime si vzit dva exempldfe mnoZiny s ordindlnim
&islem w, na piiklad mnoZiny (27)a (29). w2 je ordindlni &islo, do jehoZ typu je uspo-
fdddna mnozina (30). Vidéli jsme viak, Ze tato mnoZina md ordindlni &islo w + w.
Plati tedy

w2=0w+ w.
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Podobné dostaneme pro libovolné ptirozené Cislo n

on=0w+w+..+ow.
N —————

n krate

Vsechna tato ordindlni &isla jsou od sebe riznd. Ndsobeni ordindlnich Cisel neni
komutativni. Je vSak asociativni. V§imn&me si je§t€ mnoZiny (24). Podle definice
s¢itdni ordindlnich &isel md tato mnoZina ordindlni ¢islo w + @ + w + ... . Podle
definice ndsobeni m4d ordindlni &islo w . ® = w?. Plati tedy

ol=0o+o+ow+...

Zde se s¢itd napravo nekoneénd posloupnost ¢isel w. Podobné miiZzeme tvofit i vyssi
mocniny &isla .7)

Lze ddle ukdzat, Ze pro scitdni a ndsobeni ordindlnich cisel plati oba zdkony
distributivni:

B + ) =of +ay,
B+ 7)o =po+yx.

Stejné jako to bylo u kardindlnich &isel, Ize i ordindlni Cisla uspofddat podle
velikosti. To je zaloZeno na pojmu useku dobfe uspofddané mnoZiny. Méme dobie
uspofddanou mnoZinu A. Jeji ¢dst U nazveme usekem mnoZiny A, kdyZ plati impli-
kace

a,eUET a,<a, = a,eU,

tj. usek obsahuje s kaZzdym prvkem i vSechny prvky z mnoZiny A, které jsou mensi.
Jednim z Gsekl mnoZiny A je celd mnoZina 4. Jako pfiklad si uvedme, Ze mnoZina
(27) je usekem mnozZiny (26), neni viak usekem mnoZiny (28), jejiz usekem je za to
mnoZina {b}. MnoZina (27) je Gsekem mnoZiny (30) a neni usekem mnoZiny (32).
Mnotzina {a,, a,, a; ..., by, b,, ... b,} je viak tisekem mnoZiny (30). Definujme nyni
pro dvé ordindlni ¢&isla a, f, kterd jsou pofddkovymi typy mnoZin A, B, vztah <
takto:
a<f

znadi, 7e se mnoZina A da podobné& zobrazit na vlastni usek mnoZiny B, tj. usek, ktery
neni celd mnoZina B. Pro kone¢né mnoZiny dostdvime tak obvyklé uspofdddni
pfirozenych d&isel. Jako dal§i pfiklady vztahu < mezi ordindlnimi &isly uvddim
vztahy

o<wF+n<o+o=o02<o?,

7) Definice stitani a nasobeni neplati vlastn& jen pro ordinalni &isla. Stejné definice lze zavést
pro s¢itdni a ndsobeni pofadkovych typi uplné uspofddanych mnoZin. Neucinil jsem to viak,
abych ¢lanek prili§ nezvétioval. Naproti tomu neni mozno uspofadat potddkové typy uspordda-
nych mnozin podle velikosti, jak to u¢inime pro ordinalni ¢isla v pfistich odstavcich.
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o nich? se ¢tendf ihned presvé€dci z prikladii mnoZin téchto typu, které jsem pravé
uvedl.

Je vsak takto definovand bindrni relace mezi ordindlnimi Cisly skute¢né uspofd-
danim? Daji se dokdzat tyto véci: Mdme-li dvé dobfe uspofddané mnoZiny A a B
o ordindlnich ¢islech «, f, pak se aspon jedna, feknéme A, dd podobné zobrazit na
usek druhé, tedy B. Nyni mohou nastat dva pfipady. Je-li A zobrazeno podobng
na celé B, pak zfejmé « = f. Je-li A zobrazeno na vlastni usek B, pak se dd dokdzat,
Ze B nelze zobrazit na Zddny usek mnoZiny A. Tedy plati trichotomie (17), tj. je
spravny vZdy pravé jeden ze vztaht

a<f, a=f, pf<a.
Tranzitivnost (18) _
a<BET <y = a<y

je nyni trividlni. Toto uspofdddni ordindlnich ¢isel md je§té tu vlastnost, Ze je to
dobré uspofdaddni. Mdme-li tedy dobfe uspofddanou mnoZinu A o ordindlnim ¢isle a,
pak vSechna ordindlni &isla, kterd jsou mensi neZ «, maji pfi tomto uspofdddni prdavé
porddkovy typ a. Odpovidaji totiZ vzdjemné jednoznaéné vlastnim usekiim mnoZiny A.
Ve tifidé dobie uspofddanych mnoZin pofddkového typu a je i mnoZina vSech
ordindlnich &isel mensich neZ « a prdavé tuto mnozZinu je vyhodné si vzit za reprezen-
tanta tohoto pofddkového typu. V§imnéme si této véci bliZe.

Pfedné 0 necht znadi ,,pofddkovy typ‘ prdzdné mnoZiny. Pak to vypadd takto:

Ordindlni &islo « Mnozina vSech ordindlnich ¢isel <=, uspofta-
dand podle velikosti do pofddkového typu a

1 {0}
0,1}
3 {0,1,2}
w {0,1,2,...}
o+ 1 {0,1,2,..., w}
(33) w+2 {0,1,2,..., 0,0 + 1}
[y 1,2, o0+ Lo+ 2,...}

{0,1,2
w2 + 1 {0,1,2,.., 0,0 + 1,0 + 2, ..., w2}
{0,,2,.., 0,0+ 1,0+ 2,...,02, 02 + 1}

Je vidét, Ze porddkové typy nékterych ordindlnich &isel nemaji posledni prvek.
V hofenich piikladech jsou to ¢isla w a w2. Déle jsou takovymi Cisly w3, w4, ws, ...,
w?, w® + w,w* + w2, .... Tato ordindin{ &isla nazyvame limitni, ostatni, v jejichZ

g

pofddkovém typu existuje posledni prvek, se nazyvaji ordindlni ¢isla nelimitni.
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Pro dobfe uspofddané mnoZiny plati princip transfinitni indukce, ktery je dileZity
nastroj pro dikazy. MoZno jej formulovat takto: BudiZ ddno ordindlni &islo x.
Budiz V() néjaky vyrok o ordindlnich &islech B < o. Necht plati

1. V(1) je pravdivy.

2. Z predpokladu, e V(y) je pravdivy vyrok pro kaidé ordindlni ¢islo y < B,
plyne, #e i V(B) je pravdivy.

Pak V(PB) je pravdivy vyrok pro kazdé ordindlni ¢islo p < a.

PoloZime-li « = w, pak dostdvdame jakoZto specidlni pfipad princip matematické
indukce. Velmi ¢asto diikaz transfinitni indukci se provddi takto: Nejdfive se ovéfi,
7e plati V(1). Za druhé pro kazdé ordindlni &islo f: 1 £ B < a se ukdZe, Ze z pted-
pokladu, Ze plati V(B), (po pfipadg, Ze plati V(y),y < B) se dokdZe, Ze plati V(8 + 1).
A kone¢né za tieti se dokdZe pro kazdé limitni B, Ze z pfedpokladu, Ze plati V(y)
pro kazdé y < B, plyne, Ze plati V(B). Tfeti krok vyZaduje Casto jiné dikazové
prostfedky neZ krok druhy, proto ¢asto je vyhodné provddét diikazy druhého a tre-
tiho kroku zvldst.

Vsimné€me si nyni dusledku, které plynou z véty o dobrém uspofdddni pro kardi-
ndlni ¢isla. M&me dvé& libovolné mnoZiny A, B. Obé se daji dobte uspotddat. Uéini-
me-li tak néjakym zplsobem, dostaneme pro typy téchto dvou dobrych uspofdddni
dvé ordindlni ¢isla a, B. Jsou-li mnoZiny 4 a B ekvivalentni, pak lze zfejmé mnoZiny
A, B uspofddat dobfe stejnym zplisobem, tj. ob€ jsou uspofdddny podobné. V tomto
pfipadé€ plati o = B. Nejsou-li A, B ekvivalentni, pak jisté « + B. Pfedpoklddejme
bez (ijmy obecnosti, Ze @ < f. Pak A4 se dd podobné zobrazit na jisty isek mnoZiny
vSech ordindlnich &isel mensSich neZ B, totiz na tisek vSech ordindlnich &isel menSich
neZ a. To vSak znadi, Ze A se d4 podobné& zobrazit na vlastni usek mnoZiny B. Tedy
v kazdém pfipad€ se dd jedna z mnoZin 4, B (zde A) zobrazit prosté do mnoZiny
druhé (zde B). Tim je dokdzdno, Z¢ nem@Ze nastat pfipad 1V, ktery jsme dostali
logickou analyzou, kdyZ jsme pofddali kardindlni ¢isla podle velikosti. Ze dvou
riznych mohutnosti musi byt vZdy jedna mensi. Tim je dokdzdna i trichotomie pro
nerovnost < mezi kardindlnimi &isly, jak jsme ji definovali v kap. 2. Bylo k tomu
ovsem zapotiebi axiomu vybéru.

Ze vztahli mezi kardindlnimi a ordindlnimi ¢isly plynou jesté dalsi zajimavé a du-
lezité disledky. Kazdé kone&né mnoZin& mohutnosti n (tj. o n prvcich) odpovidd
prdvé jeden isek mnoZiny viech koneénych ordindlnich &isel, tj. dsek (0, 1, ..., n — 1),
k némuZ patii ordindlni ¢&islo n. Kone€nd kardindlni a ordindlni &isla odpovidaji si
vzdjemné jednoznaéné. Uspofdddni i pocetni ikony s témito obéma druhy kone¢nych
disel jsou Uplné stejné. Jiné je to vSak pro Cisla nekone€nd. Vidéli jsme, Ze se spoCetnd
mnoZina d4 dobfe uspofddat riznymi. zplisoby, kterym odpovidaji riiznd ordindlni
&isla, napf. &isla w, o + n, w2, ®* maji spoetnou mohutnost. Pro struénost budeme
ddle mluvit 0 mohutnosti ordindlniho &isla « a budeme tim myslit mohutnost mno-
Ziny vSech ordindlnich Cisel menSich neZ «. Mé&me tedy tfi ordindlni &isla

a< f<y
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a predpoklddejme, Ze o a y maji stejnou mohutnost. V tomto pfipadé se dd lehko
ukdzat, Ze i &islo B md tuto mohutnost.®) Odtud ihned plyne, Ze ta nekonend ordi-
ndlni &isla, kterd maji stejnou mohutnost, tvofi cely interval ordindlnich &isel. Tento
interval nemd nejvétsi ¢islo. Kdyby napf. 0 bylo nejvétsi ¢islo tohoto intervalu, pak
protoZe &islo 6 + 1 ma zfejmé stejnou mohutnost jako d, dostali bychom spor. Pro

nekoneéné mohutnosti u plati dokonce je§té obecnéjsi implikace
vVEu = put+v=yu.

Naproti tomu cely interval nekoneénych ordindlnich &isel, které maji stejnou mohut-
nost, md nejmensi prvek «, nebot ordindlni &isla jsou dobfe uspofdddna, tedy kazdd
jejich ¢dst ma nejmensi prvek. Toto a je nutné islo limitni. Tim jsme rozdélili ordi-
ndlni ¢isla na intervaly a kaZzdému takovému intervalu patii pravé jedno kardindlni
Cislo. Za reprezentanta pfisluSné mohutnosti miZeme si vzit prdvé toto nejmensi
ordindlni ¢islo pfislusného intervalu.

Tato pocddteéni ordindlni Cisla jsou samoziejmé zase dobfe uspofdddna a toto
uspofdddni ddvd ihned jisté dobré uspofdddni pfislusnych kardindlnich &isel. Lehko
zjistime, Ze je to uspofdddni kardindlnich &isel, které jsme zavedli v kap. 2. Uspo-
Fdddme-li tedy kardindlni ¢isla podle velikosti, jak jsme to ucinili v kap. 2, jsou tim
JjiZ dobFe uspordddna. Nejmensi nekonecné kardindlni ¢islo je kardindlni ¢islo spocet-
nych mnoZin. Pfislusi mu ordindlni &islo w. K oznadeni kardindlnich ¢isel uzil Cantor
prvniho pismene hebrejské abecedy N, které se jmenuje alef. Toto pismeno opatioval
ordindlnimi ¢isly jakoZto indexy. Tak spoetnou mohutnost oznacil &,, dalsi X,
atd. Tim dostal transfinitni posloupnost kardindlnich Cisel:

No» N1 Mg, oo Ny Nos gy oees Ny oo

Mezi t&mito kardindlnimi &isly musi byt n&kde &islo 2%, coZ je podle (19) mohutnost
kontinua. Cantor vyslovil domnénku, Ze plati

(34) , N, = 2%,

To je prosluld hypotéza kontinua. Vidéli jsme dfive, Ze pro libovolné kardindlni ¢islo
plati nerovnost (20) u < 2*. MoZno tedy sformulovat tak zvanou obecnou hypotézu
kontinua, tj. vyslovit domnénku, Ze pro libovolné X, plati

(35) Ny, = 2%,

O fesSeni obou téchto probléml a o dal§im vyvoji teorie mnoZin v 20. stoleti bude
jednat kapitola dalsi.

8) Budtéz A4, B, C tii dobfe uspofddané mnoziny typu «, B, y. B se dd podobné zobrazit na
usek mnoziny C (f < ), C se d4 prosté (nikoli viak podobng) zobrazit na 4 a 4 se d4 podobné
zobrazit na usek mnoziny B. Tedy sloZenym zobrazenim se dd4 C prosté (nikoli viak podobné)
zobrazit do B. Podle véty Cantor-Bernsteinovy jsou mnoziny B a C ekvivalentni.
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Kolem rozhrani stoleti byl stav abstraktni teorie mnoZin pfibliZzné asi tento: Byla
vypracovdna jiZ rozsdhld teorie kardindlnich ¢&isel, teorie uspofddanych a dobfe
uspofddanych mnoZin, zistdvaly vSak stdle otevieny dva problémy.

Mnozi matematikové vyslovovali pochybnosti o pfipustnosti véty o dobrém uspo-
fadani, ktera jesté r. 1900 byla zaloZena na postupném vybéru prvki z dané mnoZiny,
ktery byl nevyhovujici. (Viz vyklad za v€tou o dobrém uspotfadani). Teprve roku
1904 E. ZErMELO v [19] formuloval axiom vybéru a ukazal jeho ekvivalenci s vétou
o dobrém uspotfadéani. Zermelovo pojednani vzbudilo velky rozruch, mnoho tvah -
a polemik. Pfes riizné namitky tehdejSich matematikli se dobré uspofadani pomérné
velmi rychle prosadilo a velka vétSina matematikd prvni poloviny 20. stoleti je bez
rozpakl uZivala. Dalsi vyvoj teorie realnych funkci, algebry, topologie a funkcionalni
analyzy v této dobé by nebyl bez této véty viibec moZny. Matematici pracujici v téchto
oborech provadéli bez jakychkoli pochybnosti diikazy i konstrukce pomoci trans-
finitni indukce a nikde v ramci discipliny, kterou studovali, nedoslo k jakymkoli
rozporim, takZe pfed druhou svétovou valkou se vSeobecné pokladal axiom vybéru
za piipustny a transfinitni indukce za zcela opravnénou matematickou metodu.

Uplng jinak bylo to vak s hypotézou kontinua. Zde jsme do nedavna viibec
nevédéli, zda plati nebo neplati rovnost (34) nebo pii obecné hypotéze kontinua
rovnost (35). Proto nebylo moZno nikde v diikkazech rovnosti (34) nebo (35) uZit.
Pfitom postupem &asu byl nalezen znacny podet tvrzeni, o nichZ se zjistilo, Ze jsou
spravna, plati-li hypotéza kontinua. Polsky matematik W. SIERPINSKI dokonce
napsal celou knihu [17], kde podrobné studuje matematické véty, které jsou logicky
ekvivalentni hypotéze kontinua. Stru¢né fe€eno u axiomu vybéru jednalo se v pod-
staté jen o vyjasnéni mista a ulohy, které tento axiom ma v teorii mnoZin, kdeZto
u hypotézy kontinua $lo o to, zda viibec plati, a kdyZ neplati, jaky vztah plati na
jejim mistg.

Cantor poprvé formuloval dobré uspofadani mnoZin roku 1882. Tim mu bylo
umoZnéno vySetfovat kardinalni ¢isla a formulovat hypotézu kontinua. Roku 1884
vynaloZil Cantor nesmirné Usili na to, aby hypotézu kontinua dokazal, avSak bez
vysledku. Dnes vime, Ze rozfesit tento problém bylo daleko nad dukazové prostfedky,
které mél Cantor k dispozici. Tento neuspéch mél na Cantora neblahy vliv. Upadl
do velké tviréi a osobni krize, prestal na nékolik let viibec védecky pracovat a po-
myslel dokonce na to zanechat matematiky. (Viz [16]). Krizi nevyvolal jen neuspéch
v usili dokazat hypotézu kontinua, nybrZ i velmi odmitavy, ba pfimo nepfatelsky
postoj né€kterych matematikt k celé teorii mnoZin. Byl to pfedev§sim Leopold Kro-
NECKER (1823—1891), ktery uzaviel Cantorovi pro jeho prace tipln€ Crelletiv Journal
fiir reine und angewandte Mathematik. Je velkou sldvou casopisu Mathematische
Annalen, Ze v této dobé otiskuje fadu Cantorovych velkych pojednani z teorie mno-
Zin. (Viz [5] str. 139.) Vedle Kroneckera odmitali jeho teorii mnoZin napf. Hermann
ScHWARZ (1843—1921) a Charles HERMITE (1822—1901). Pfiznivcem Cantorovym
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byl Svédsky matematik GOsta MITTAG-LEFFLER (1846—1927), ktery uvefejnil nékolik
jeho praci ve skandinavském Casopise Acta mathematica. Rovnéz Karl WEIERSTRASS
(1815—1897) byl na strané Cantorové, ackoli nékdy jen opatrné pfi prudkych utocich
Cantorovych protivnikll. V devadesatych letech pfijimali teorii mnoZin Henri POIN-
CARE, Adolf HUrRwiTz, David HILBERT, Hermann MINKOWSKI. Vibec Gottingy,
které se jiz v této dobé stavaly hlavnim centrem némecké matematiky, staly svymi
hlavnimi pfedstaviteli za teorii mnoZin. Z francouzskych matematika byl to pfede-
v§im Jacques HADAMARD (1865—1963). Svétového uznani teorii mnoZin se dostalo
r. 1897 na prvnim mezinarodnim matematickém sjezdé v Curychu. Tam ve své
pfednasce A. Hurwitz vyzdvihl, jak Cantorovy myslenky oplodnily teorii funkci
kompexni proménné a vyvolaly novy jeji rozvoj. To potvrdily i prace H. Poincarého
o automorfnich funkcich, které jsou pfimo zaloZeny na Cantorové teorii bodovych
mnoZin. Teorie funkci komplexni proménné byla asi prvni disciplina, v niZ teorie
mnoZzin byla ve velkém méfitku vyuZita. Je to pfirozené, uvédomime-li si misto, které
tato teorie zaujimala v matematickém badani druhé poloviny 19. stoleti. Teorie
funkci redlné proménné teprve cekala na sviij veliky rozvoj.

Tim v§im byl vzbuzen v matematickém svété velky zdjem o teorii mnoZin a i jeji
odpiirci byli nuceni ji studovat. To doslo vyrazu na matematickém sjezdé v Heidel-
bergu r. 1904, kde byla stfedem jednani abstraktni teorie mnoZin a hypotéza kontinua.

Ackoli hypotéza kontinua budila velkou pozornost matematiki tim, Ze nebylo
znamo misto mohutnosti kontinua v dobfe uspofadané transfinitni posloupnosti
kardinélnich &isel, pfece pro rozvoj matematiky mélo na zacatku tohoto stoleti
daleko vétsi vyznam vedle teorie bodovych mnoZin dobré uspofadani a z n¢ho ply-
nouci princip transfinitni indukce. Proto velkou pozornost vyvolala zminéna prace
[19] E. Zermela z roku 1904, v niZ formuloval axiom vybéru. Pro dalsi vyvoj mate-
matiky bylo zakladni véci, zda je transfinitni indukce pfipustny dikazovy a kon-
strukéni prostiedek ¢i nikoli. Svédectvim toho, jak vaZny to byl problém, je diskuse,
kterd probéhla mezi francouzskymi matematiky v roku 1905 o Zermelové praci
(viz [1]). V této diskusi J. HADAMARD se stavi plné za axiom vybéru a transfinitni
indukci a ukazuje, Ze E. BOREL v [2] nepochopil dobfe vyznam toho faktu, Ze axiom
vybéru vybira z jednotlivych mnoZin prvky souCasné a nezavisle. E. Borel odmital
dobré usporaddni pro nespofetné mnoZiny. R. BAIRE Sel ve svém odmitani jesté dale.
H. LEBESGUE je ve svém usudku o Zermelové praci velmi opatrny, poZaduje vsak,
aby vSechny uvahy i pojmy, které se pii dobrém uspofadani vyskytuji, byly podrobeny
bedlivé logické analyze, a potvrzuje stanovisko J. Hadamarda proti minéni E. Borela,
Ze je velky rozdil po logické strance mezi pivodnim intuitivnim postupem, jimZ se
mnoZina dobfe uspofadavala, a Zermelovym axiomem vybéru.

Vyli€il jsem jiZ, jak axiom vybéru, transfinitni indukce a celd teorie mnoZin pro-
nikla postupné téméf celou matematiku. Cely rozvoj teorie redlnych funkci i topo-
logie, funkciondlni analyzy i algebry od zadtku stoleti aZ do dneSka by nebyl bez
teorie mnoZin a specidln€ bez transfinitni indukce moZny. Toto pronikdni teorie mno-
Zin do ostatnich odvétvi matematiky se dé€lo i pfes to, Ze kolem zaddtku stoleti bylo

154



objeveno nékolik tvrzeni, o nichZ lze dokazat z teorie mnoZin, tak jak ji fundoval
Cantor, Ze soucasné plati i Ze plati jejich opak. Témto tvrzenim se fikd antinomie
teorie mnoZin. Uvedu zde z nich dvé, které jsou Cisté matematického rdzu.

Antinomie Burali-Fortiho. Pochazi z roku 1897 a je to jedna z prvnich objevenych
antinomii. Vezméme si mnoZinu vSech ordindlnich ¢isel M. ProtoZe ordindlni &isla
jsou dobfe uspofdddna, prislusi ji jisté ordindlni &islo #, které viak neleziv M :n ¢ M.
(Viz schéma ordindlnich &isel (33).) A to je spor s definici mnoZiny M.

Antinomie G. Cantora. Pochdzi z roku 1899 (viz [5], str. 448). Oznaéme si mohut-
nost mnoZiny M znakem |M|. V tvaze za rovnici (20) v kap. 2 jsme si ukdzali, Ze
mnozina 2(M) viech &sti mnoZiny M md vétsi mohutnost nez M

(36) M| < |2(M)] . . '

Vezméme si nyni mnoZinu M vSech mnoZin, tj. mnoZinu, jejimiZ prvky jsou vSechny
mnoZiny. Pak zfejm& viechny &dsti mnoZiny M jsou prvky mnoZiny M : #(M) = M.
Odtud ihned plyne pro kardindlni &isla

|Z2(M)] < M|
a to je ve sporu s nerovnosti (36)°).

Ackoli objeveni antinomii teorie mnoZin vzbudilo velky rozruch mezi matematiky
a dalo odplrcim teorie mnoZin velkou zbraii do ruky, neodstraSilo vétSinu mate-
matikli od aplikaci teorie mnoZin a jejich metod v nejriznéjSich matematickych
disciplindch. Pfi¢ina spocivala v tom, Ze antinomie leZely vSechny na periferii teorie
mnoZin a tykaly se objektl velmi zvldstnich, jako je mnoZina vSech ordindlnich
d&isel nebo mnoZina vSech mnoZin. Tyto utvary se totiZ pfi aplikacich teorie mnoZin
viibec nevyskytovaly. Pracovalo-li se na pfiklad s mnoZinami ordindlnich &isel, byly
to vZdy mnoZiny takovych ordindlnich &isel, kterd byla menSi neZ jisté ordindlni
&islo. Proto spornost, kterou obsahovaly antinomie v hofenich formulacich, nemohla
se vyskytnout pfi aplikacich teorie mnoZin.

Na druhé strang stav, Ze zde existovala teorie, ktera méla tak rozsahlé a vyznamné
pouZiti v matematice a ktera obsahovala v sob€ spory, byl jisté nesnesitelny. Proto
bylo vyvinuto velké usili na prozkoumani tohoto jevu a na rozfeSeni vyskytujicich
se rozporl. Cesta, ktera se pfimo nabizela, byla axiomatizace teorie mnoZin, tj.
pfesné formulovani zakladnich vlastnosti mnoZin v soustavé axiomti a deduktivni
vybudovani celé teorie z této soustavy. Pfesné formulovani axiomit ovSem mohlo zde
znamenat jedin€ formulaci na jazyce matematické logiky. Prvni axiomatizace teorie
mnoZin pochédzi od Ernesta ZERMELA. Tuto soustavu dale vybudoval Adolf FRAEN-
KEL, takZe se dnes nazyva soustava Zermelo-Fraenkelova. (Viz [8]). Dalsi axiomaticka
soustava zna¢né jiného druhu pochazi od anglického matematika a filozofa Bertranda
RusseLA. (Viz [14] a [18]).

%) Logické formulace antinomii a tuvahy o nich viz napf. Stephen Cole KLEENE [12].
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Ve dvacatych letech tohoto stoleti zabyval se velmi intenzivné zaklady teorie
mnoZin v Gottingach David HILBERT (1862—1943). Popudem k tomu nebyly jen
antinomie a né&které nevyjasnéné otazky z teorie mnoZin, nybrZ i intuicionizmus
holandského matematika L. E. J. BROUWERA, ktery se za&al uplatiiovat v n&kterych
matematickych kruzich po prvni svétové valce. Brouwer [4] zamital nejen Cantorovu
teorii mnoZin, nybrZ omezil i velmi silné logické prostfedky, kterych podle ného
matematik smi pouZivat. K tomu uéelu vybudoval zvlastni vlastni intuicionistickou
logiku, v niZ na piiklad pfi nekone€ném mnoZstvi matematickych objekti zakazoval
uZivat princip o vylouceném tretim. Podle Brouwera tfeba zavrhnout nejen Cantorovu
teorii mnoZin, nybrZz i velkou Cast pfedcantorovské matematické analyzy. Pfipustné
jsou jen ty matematické objekty, které lze efektivné konstruovat. Brouwer sam byl
velmi nesnasenlivy a pfimo zakazoval jinou matematiku neZ intuicionistickou. Po této
strance je zajimavé, Ze byl pred 2. svétovou valkou stoupencem fasizmu. Néco jiného
je oviem zakazovat neintuicionistické uvahy v matematice a néco jiného opét zkou-
mat, co se takovymi omezenymi prostfedky d4 v matematice vybudovat. Takové
zkoumani se ukazalo v pozdéjsim vyvojidileZitym a vedlo k teorii rekurzivnich funkci
a k teorii algoritmil, které maji zna¢ny vyznam v moderni numerické matematice.

David Hilbert poznal ve dvacatych letech tohoto stoleti, Ze Brouwerovym ideim
o redukovani celé matematiky na intuicionistickou matematiku nutno &elit tim, Ze se
zaklady celé matematiky bezvadné logicky vybuduji. Tim se mimo jiné i teorie mnoZin
zbavi rozporl, které se projevily v antinomiich. Ackoli se pozdé&ji ukazalo, Ze cesta,
kterou nastoupil, totiZ formalizace matematickych dikazli pomoci matematické
logiky, nevede k cili, pfece jeho usili bylo plodné v tom sméru, Ze formuloval jisté
otazky, jejichZ negativni vyfeSeni (Hilbert doufal v feSeni pozitivni) vedlo k vy-
budovani axiomatické teorie mnoZin, ve svych principech velmi jednoduché, v niz

row e

se daji fesit ty hlavni problémy, o nichZ jsme se v tomto ¢lanku zminili.

Badani v tomto sméru provadél jednak Paul BERNAYs, ktery patfil k Hilbertovu
kruhu v Géttingach, dale John von NEUMANN, pfedevsim vSak Kurt Godel, ktery
vySel z Vidné€. Oba dva vybudovali axiomatickou teorii mnoZin, ktera nejen odstrariuje
antinomie velmi jednoduchym zplisobem, nybrZ ktera vyjasnila zaklady teorie mnoZin
na tolik, Z¢ bylo moZno urdit pfesné misto, které ma v celé teorii dobré uspofadani,
a rozfesit problém kontinua. Tak byla vybudovana Bernays-Goédelova axiomaticka
teorie mnoZin. K. Gédel za druhé svétové valky vyloZil tuto teorii spolu se svymi
pronikavymi vysledky v knize [10]. VyloZim zde struén& hlavni myslenky, na nichz
spogiva tato axiomaticka teorie.

Godel bere za zdklad své axiomatické soustavy dva primitivni a tedy nedefinované
pojmy*®). Prvni z t&hto pojmi je t¥ida. Ttidy rozd&luje do dvou druhii, na mnoZiny

10y Kazda axiomaticka teorie vychazi z jistého po&tu primitivnich pojmu, které nejsou defi-
novany. Pfedpisuji se jen pro tyto pojmy jisté vlastnosti, které jsou formulovdny v axiomech
teorie. Tak nap¥. v Hilbertové axiomatizaci geometrie tyto primitivni pojmy jsou: bod, ptimka,
rovina a vztah incidence téchto objekti.
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a na tfidy vlastni, které nejsou mnoZinami. Druhym primitivnim pojmem je bindrni
relace € mezi tfidami.

(37) A€B

budeme &isti ,,t¥ida A4 je prvkem tfidy B*. Pro tfidy a relaci € zavddi celou fadu axio-
mi, které zde nemiiZeme vSechny uvddét. Velky vyznam md v teorii axiom, ktery
Godel oznaduje A2 a ktery Fikd: Na levé strané relace ,,byti prvkem** (37) miiZe stdt
jen t¥ida, kterd je mnoZinou, nikoli vlastni tfida. Na pravé stran& (37) muiZe stdt
i mnoZina i vlastni tfida’'). V dal§im budu oznacovat mnoZiny malymi a t¥idy velky-
mi latinskymi pismeny. Je jasné, Ze nyni vztah (1) budeme &ist: ,,mnoZina a je prvkem
tfidy A (coZ oviem miZe byt op&t mnoZina) a vztah (2): ,,mnoZina a neni prvkem
tfidy A*. Mezi tfidami miZeme definovat inkluzi (3). B < 4 znadi totiZ tolik jako
implikace (4), kde na levych strandch relace € stoji jen mnoZiny. MiZeme tvofit
sjednoceni dvou tfid (5). To je tfida 4 U B, kterd je definovana logickou ekvivalenci
(7). Podobné je to s prinikem (6), ktery je definovdn ekvivalenci (8). Odtud Ize defino-
vat sjednoceni i prinik koneéného poctu tfid. Nelze vSak tvofit sjednoceni nebo
prinik nekoneného poétu tfid, které nejsou mnoZinami. Abychom totiZ mohli
utvofit vyrazy (9), musili bychom nejdiive mit souhrn S vSech téchto nekone&n&
mnoha tfid a pfi tvofeni sjednoceni nebo priniku v (9) nechat A probihat cely souhrn
S a to neni pfipustné, nebot vztah 4 € S nemd pro vlastni tfidu smysl. Zato miZeme
v libovolné t¥idé M tvofit komplement. Mdme-li totiZ tfidu A = M, pak komplement
A" k A v M miZeme definovat pomoci logické ekvivalence (10). Odtud plyne, Ze se
da se tfidami booleovsky pocitat. Nyni mliZeme beze vSeho nebezpeci utvofit uni-
verzdlni tFidu U, kterd obsahuje jakoZto prvky viechny mnoZiny. Je to samoziejmeé
vlastni tfida. Ve vlastni tfidé U mZeme pak opét tvofit ke kazdé t¥id& jeji (univer-
zdlni) komplement.

Pro vlastni tfidu A nemtZeme tvofit soustavu vSech ¢dsti A4, tj. souhrn vSech tfid B,
pro néZ plati B = A, nebof nékteré &dsti, napf. 4 samo, nejsou mnoZinami. U vlastni
tfidy nemiZeme mluvit o mohutnosti. Rovn€Z ordindlni &islo o p¥islusi jen mnoZing,
nebot pfedstavuje vlastné mnoZinu vSech ordindlnich &isel mens$ich neZ a, kterd je
s danou mnoZinou podobnd. Viz (33).

Z algebry uvedme tyto pfiklady mnoZin a tf¥id. Grupa je vZdy mnoZinou. To nutno
zahrnout do definice grupy. RovnéZ vSechny koneéné grupy tvoii mnoZinu a v§echny
spoletné grupy téZ '?). Viechny grupy viibec tvofi viak vlastni t¥éidu. Toto rozli§ovani
tféid a mnoZin odstrafiuje antinomie. V antinomii Cantorové nemiiZeme mluvit
o mnoZiné vSech mnoZin, nybrZ jen o univerzdlni tfidé U, kterd neni mnoZinou.

11y Godel zavadi na rozdil od nékterych starSich axiomatickych teorii mnoZin jen mnoziny
jakozZto prvky tfid, a tedy i mnoZin. Je to tak jednodussi, nebof stejné nutno vySetfovat mnozZiny
mnoZin (tj. mnoZiny, jejichZ prvky jsou jiné mnoziny), a je to stejné obecné, nebot prvky intuitivni
teorie mnozin muZeme v Gidelové teorii povazovat za jednoprvkové mnoziny.

12y Musime oviem vzit vidy ze v8ech izomorfnich grup jen jednu.
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Proto nemd mohutnost a nelze tvofit tfidu vsech jejich ¢dsti. V antinomii Burali-
Fortiho vSechna ordindlni Cisla tvofi opét vlastni tfidu, kterd tedy nemd Zddné ordi-
ndlni ¢islo.

Pfesné axiomatické vybudovani teorie mnoZin umoZnilo Godelovi vySetfovat
axiom vybéru i hypotézu kontinua. U¢inil to v pojednani [10] nahofe uvedeném.
Zde nutno néco predeslat. Mame-li néjakou soustavu axiomu, pak fikame, Ze tato
soustava je bezesporna, kdyZ v ramci teorie vyvozené z této soustavy neni moZno
dokazat souCasné néjaké tvrzeni A i jeho opak. K. GODEL dokazal toto: Je-li
soustava vSech axioml Godelovy axiomatiky teorie mnoZin s vylou€enim axiomu
vybéru bezesporna, pak je bezesporna i tato soustava, kdyZ jsme k ni pfipojili axiom
vybéru. Dale dokazal rovnéz, 7e je bezesporna soustava, ktera vznikne, kdyZ ke
Godelové soustavé axiomil pfidame je§té hypotézu kontinua, tj. rovnost (34) jakoZto
dalsi axiom. To znamena tedy strucné feceno, Ze axiom vybéru a hypotéza kontinua
neni ve sporu s ostatnimi axiomy Gddelovy teorie. To byl podstatny krok na cesté
k feSeni té&chto dvou problémi teorie mnoZin, nebylo to oviem fedeni uplné. Rikalo
to jen tolik, Ze z Godelovy soustavy axiomt bez axiomu vybéru nelze dokézat, Ze
existuje mnoZina, ktera se neda dobfe uspofadat, a Ze z Godelovy soustavy nelze
dokazat nerovnost

(38) N, < 2%,

Objasnit uplné, jaké misto v celé teorii ma axiom vyb€ru a hypotéza kontinua
podafilo se a7 americkému matematiku Paulu J. CoHENovVI [6] roku 1963.
Ten dokazal, Ze obé& tvrzeni jsou nezavisla na ostatnich axiomech teorie mnoZin.
To znamena v podstaté toto: Pfipojime-li k soustavé axioml teorie mnoZin bez
axiomu vybéru tvrzeni ,,existuji mnoZiny, které se nedaji dobife uspofadat‘, nelze
z takovéto soustavy odvodit spor. Dale ukazal Cohen jesté, Ze pfidame-li k soustavé
axiomil teorie mnoZin jakoZto dalsi axiom tvrzeni (38), nemiZeme opét dostat spor.

Tim nastala v teorii mnoZin situace tipln€ analogicka té, kterd nastala v geometrii,
kdyZ LoBACEVSKIS dokazal nezavislost postulatu o rovnobézkach na ostatnich axio-
mech eukleidovské geometrie. Podle nasi vile miZeme pfipojit k soustavé axiomi
teorie mnoZin jakoZto dalsi axiom hypotézu kontinua, ale nemusime to ucinit. Totéz
plati i o axiomu vybéru. Jako dnes mame podle toho, jakou soustavu axioml vezme-
me za zaklad, bud eukleidovskou geometrii nebo geometrii Lobafevského nebo
geometrii sférickou, mame stejn€ rlzné teorie mnoZin podle toho, zda pfislusna
soustava axiomill obsahuje rovnost (34) nebo néjakou jinou rovnost. Tyto vysledky,
hlavné vysledek o hypotéze kontinua, jsou jisté nejvétsi matematické objevy, které
byly ucinény v poslednich desitiletich, a budou mit velky vyznam pro budouci vyvoj
matematiky. Cohen pracoval se Zermelo-Fraenkelovou axiomatickou teorii mnoZin.
Petr VOPENKA, pouZiv nékteré dikazové postupy Cohenovy, dokazal analogické
vysledky i pro Goédelovu axiomatickou teorii mnoZin.

Thned jak vesly objevy Cohenovy ve zndmost, zaCali matematikové, zabyvajici se
zaklady teorie mnoZin, horeéné& vySetfovat disledky téchto objevii a dnes je jiZ
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znama fada novych vysledkd v tomto sméru. U nas se prace ucastni Petr Vopénka
a jest€ nékolik mladych matematikd. Vopénkovi se na pfiklad podafilo sestrojit
nékteré jednoduché modely pro teorii mnoZin bez axiomu vybéru nebo s jinou rov-
nosti, neZ je rovnost (34) pro mohutnost kontinua.'?)

KaZdy velky matematicky objev neuzavira jen jednu etapu matematického badani,
nybrz otvira vZdy pro toto badani nova rozsahla pole. Také objevy Cohenovy jsou
pocatkem nového dal§iho rozvoje teorie mnoZin. Nutno nejdfive prozkoumat
dusledky, které z nich plynou pro, abych tak fekl, klasickou teorii mnoZin, tj. pro
teorii mnoZin s axiomem vybéru a s rovnosti (34) pro mohutnost kontinua. Dale
nutno vyfesit a utfidit neklasické teorie mnoZin, v nichZ mohutnost kontinua se
rovna n&akému vét§imu kardindlnimu &islu, neZ je ¥;, a koneéné bude tieba se
podivat i na teorie mnoZin, v nichZ neplati axiom vybéru. NezZ to jesté neni vSechno.
Bude nutno znova se podivat na nékteré staré problémy teorie mnoZin, jejichZ feseni
dosud vzdorovalo usili matematikii, zda se ve svétle téchto novych vyzkumil nepodafi
je prece fesit. Uvedu zde jen problém tak zvanych nepfistupnych alefi a domnénku
SusLiNovu. Jak to s témito problémy stoji v té nebo oné teorii mnoZin, ukéZe teprve
budoucnost. Konecné je zde nadéje, Ze se matematikiim i logikim podafi daleko
hloubégji proniknout do samych gnozeologickych zadkladii matematiky, neZ to bylo
moZno aZ dosud.
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O JEDNOTKACH DAVKY IONIZUJICIHO ZARENI

VAcrav Hu$Ak, Olomouc

Vznik dozimetrie ioniza¢niho zdfeni jako védeckého odvé&tvi souvisi s praktickym
vyuZitim rentgenového zdfeni v 1éka¥stvi ke konci 19. stol. Od té doby fyzikové a ra-
diologové vynaklddaji nemaélo Usili na objasnéni pojmu ddvka zdfeni, na stanoveni
vhodnych jednotek ddvky a vhodnych méficich metod. B&éhem poslednich ¢tyf deseti-
leti byla stanovena fada definic a jednotek, z nichZ mnohé se neosvéd¢ily a zanikly,
mnohé pak prosly ¢astymi zm&nami a \ipravami. V poslednich letech, kdy pouZiti
rentgenového zdfeni i zdfeni radioaktivnich izotopl se znacné rozsitilo v nejriizngj-
$ich oborech lidské &innosti, bylo tfeba znovu zhodnotit dosavadni definice a jed-

160




		webmaster@dml.cz
	2012-08-24T22:59:47+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




