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‘Hilbertovy problémy

O devatenactém a dvacatém
Hilbertové problému

Jifi Soucek, Viadimir Soucek, Jana Stard, Praha

Devatenacty z Hilbertovych problému se tyka vlastnosti feSeni regularnich variaénich
tloh. Pod regularni varia¢ni ilohou se zde rozumi tiloha o nalezeni minima funkcionalu

1) = f F(x, y, 2,7, ) dx dy

ve vhodné tfid€ funkci, pfiéemZ F je analyticka funkce, kterd na celém defini¢nim oboru
spliiuje nerovnost

2 2 2 2
) FFOF_(O°F\'_ o
op* 0g* \dp oq

JestliZze body x, y leZi v oblasti 2 = R,, pak minimum je moZné hledat ve t¥idach funkci z
definovanych na Q; symboly p, ¢ potom znaéi derivace funkce z podle proménnych
x a y. D. HILBERT v zaddni problému neomezuje volbu takové tfidy funkci Z4dnymi
podminkami, miZeme vSak predpoklédat, Ze derivace p a g, které se v definici funkcio-
nalu I vyskytuji, byly klasické spojité derivace. Budeme v této souvislosti mluvit o kla-
sickém feSeni.

139




Volba tfidy funkci, v niZ hleddme minimum a kterou budeme znaclit M, je ovlivnéna
okrajovymi podminkami, které by hledané feSeni mélo spliiovat na hranici oblasti Q.

D. Hilbert poukazuje na spole¢ny rys n€kolika v té dobé vyfeSenych problémi, mezi
né&Z patfi rovnice '

62 2
@ oF 9 .
ox?  0y?
2 2
) F L O _ o,
ox*  0y?

které maji analyticka feSeni, a to i v pfipadé€, kdy okrajova podminka na hranici oblasti
je dana pouze spojitou funkci. Uvadi, Ze ve vSech téchto pfipadech jde o Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice, které odpovidaji regularni variaéni tiloze. K feSeni regularnich
variaénich tloh vedou &asto i problémy vyskytujici se v mechanice, geometrii nebo mate-
matické fyzice. Hilbert klade otazku, zda viechna feSeni obecné regularni variaéni ilohy
jsou nutn& analytickd. Pfipomeiime kratce, jak souvisi Eulerova-Lagrangeova rovnice
s problémem hledani minima funkcionalu 1.

Piedpokliddejme, Ze hleddme minimum funkciondlu 7 na mnoZin€ M, ktera je Casti
linearniho prostoru X. Definujeme-li derivaci 0I(z, u) funkcionalu I v bod€ ze M a ve
sméru u € X jako derivaci realné funkce

¢p:teR; = I(z + tu)

v bodé t = 0, dd4 se snadno dokdzat analogie znamé véty- o funkcich jedné realné
proménné:

Bud X normovany lineirni prostor a bud I funkcional definovany na oteviené mnoZiné
M < X, ktery nabyva minima v bod€ z € M. Necht pro u € X existuje derivace dI(z, u)
funkcionalu 7 v bod€ z a ve sméru u. Potom je tato derivace rovna nule.

Upravami vztahu 0I(z, u) = 0 dostaneme rovnici

O0F 0 [OF 0 (OF
@ Z=Z(Z)+ = (Z),
0z odx\dp dy \0q
ktera se obvykle nazyva Eulerova-Lagrangeova rovnice funkciondlu 7. Je to parcialni
diferencialni rovnice druhého faddu; podminka (1) zaruéuje, Ze jde o rovnici eliptického
typu.
Pro rovnici (2) je zfejmé&
F(x’ Vs 2, P, 4) = %(Pz + qz)
a pro rovnici (3) je
F(x,y,2,p,9) = 3¥p* + ¢°) + €.
JiZ za Ctyfi roky po uvefejnéni Hilbertovych problémil se objevily prace S. N. BERN-

STEINA [4], [5], v nichZ byl 19. problém témé&f vyfeSen. Bernsteinovi se podafilo podstatn&
zobecnit metodu postupnych aproximaci, s jejiz pomoci dokazoval r. 1890 PICARD
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analyti¢nost feSeni rovnice (2), a pfenést ji na obecny pfipad Eulerovy-Lagrangeovy
rovnice za pfedpokladu, Ze feSeni z je tfikrat spojit& diferencovatelné. Tento pfedpoklad
se v fad¥ daliich &ankd L. LICHTENSTEINA [25], A. HAARA [19], E. Hopra [20] podafilo
- zeslabit na pfedpoklad, Ze prvni derivace fe¥eni z jsou a-hdlderovské funkce.

Vyznamny krok kupfedu znamenaly préce I. G. PETROVSKEHO [36], [37], kterému
se podafilo charakterizovat systémy rovnic libovolného fddu v prostoru libovolné di-
menze, které maji tu vlastnost, Ze ka¥dé dostate&n& hladké feSeni je uZ analytické. Uva-
Zoval systémy rovnic tvaru

(5) Fi(x, {D’u}mé,”) = 0, i = 1, ooy N,

kde x€ Q = R,, u je zobrazeni z 2 do Ry a je-li « = (2, ..., &,) n-tice celych nezapor-
nych ¢isel, zna&i symbol
6]‘|uj

Duy=—2%
xSt ... Oxn

(Cislo |«| = ¥ «; je ¥4d parcidlni derivace «.) I. G. Petrovsky pfedpokladal, %e funkce
i=1

F; jsou analytické a spliiuji podminku elipti¢nosti ve tvaru

oF .
Y it £0

6 det
© |1z, 220

pro kaZdy redlny nenulovy vektor n = (1, ..., 11,). Dokézal, Ze je-li splnéna podminka
(6), jsou viechna dostateén& hladka feSeni soustavy (5) analytickd a ukézal na fadé
piikladd, Ze je-li platnost podminky (6) poruSena, existuji feSeni soustavy (5), ktera jsou
libovolng spojité diferencovatelnd, ale nejsou analytickd. Podminka (6) tak pfirozenym
zplsobem zobeciiuje podminku (1) apro N = 1,n = 2, n; = 2 proi = 1, 2 s ni splyva.

I nadéle oviem ziistal otevieny problém, které reguldrni varia&ni dlohy maji klasické
feSeni. Bylo naptiklad zndmo, Ze Fe¥ime-li ilohu o minim4lni plode (F = /(1 + p* + ¢?%)
na nekonvexni oblasti, miZe se stat, Ze feSeni neexistuje i pro velmi hladké okrajové
podminky. Ve dvacitém problému klade Hilbert otdzku, zda kaZd4 regulérni varia¢ni
tloha ma pro vhodné okrajové podminky fefeni. Hilbert v&fi, Ze tato otizka bude
kladn& zodpovédéna, ale pFipousti, Ze k platnosti podobné v&ty bude moZné nutné pojem
feSeni vhodn& zobecnit. Nabizeji se dvé moZnosti zobecn&ni: definovat feleni, které by
bylo mén& hladké, tj. zobecnit pojem derivace nebo uvaZovat fefeni tilohy ne jako funkeci
definovanou na podmnoZing v R,, ale jako plochu v prostoru R, ;.

1. Existence FeSeni

Vratme se nyni k prvnimu zobecn&ni pojmu fefeni. Tato mySlenka neni nova a od
RIEMANNA (r. 1835) se ji zabyvala fada matematikd — jmenujme alespoii L. TONELLIHO,
B. LeviHO, J. HADAMARDA — aZ k soudasnikiim S. L. SOBOLEVOVI a L. SCHWARTZOVI.
Velmi zjednodusené by se dalo Fici, Ze vychazi z poznatku, Ze v ¥fad& fyzikalnich Gloh
potfebujeme o derivaci funkce znat spie jeji integral pfes libovolny objem neZ bodové
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hodnoty (za pfiklad miZeme volit hustotu elektrického naboje). Z poletniho hlediska
je pak duileZité, aby pro tyto integraly platila Greenova véta. Témé&F souCasn& dospéli
k velmi podobné definici zobecnéné derivace S. L. Sobolev a L. Schwartz.

Oznatme L () prostor viech méfitelnych funkci na Q, pro néZ je _fgl f |’ konedny.
Rekneme, e funkce fe L,(2) ma zobecnénou derivaci g € L,(), jestlize pro kazdou
nekonedng diferencovatelnou funkci ¢ s kompaktnim nosi¢em v Q plati

de
fﬂ Ox; - J‘n(pg.

Analogicky je mozné definovat derivace vys§ich fada. Roli prostorii spojit€ diferencova-
telnych funkci pfevezme Sobolevitv prostor W;‘(Q), coZ je mnoZina vSech funkci fe
€ L(), pro néZ existuji viechny zobecnéné derivace v prostoru L, () aZ do fadu &
véetn€. Ukazuje se, Ze vysledky se podstatné li§i v zavislosti na indexu p Sobolevova
prostoru W, v némz hledame feSeni. Zabyvejme se nyni ptipadem, kdy p > 1.

Zvolime-li podle okrajové ulohy, kterou je tfeba fefit podmnoZinu M v Sobolevové
prostoru, nazveme slabym nebo zobecnénym fesenim regularni variaéni ilohy minimum
funkciondlu / na mnoZin€ M.

Metod k ditkazu existence slabého feSeni je velmi mnoho. Jedna z nejpfirozengjSich
je metoda variadni. Opét velmi zjednoduSené lze Fici, Ze zobeciiuje znimou vétu o real-
nych funkcich a to vétu: Kazda spojita funkce na kompaktni mnoZin& nabyva svého mi-
nima. OvSem zatimco v prostorech kone¢né dimenze je kaZd4 omezend a uzaviend mno-
Zina kompaktni, je kompaktnich mnoZin v nekoneéné¢ dimenzionalnich prostorech
velmi mélo, lépe feCeno nejsou pfili§ zajimavé. Jednim Fe§enim je uvaZovat na normo-
vaném prostoru X kromég topologie dané normou jesté tak zvanou slabou topologii, tj.
topologii, ve které posloupnost {x,} konverguje k prvku x, pravé& kdyZ pro kazdy spojity
line4rni funkcionl / na prostoru X plati A(x,) — A(x). V této topologii je tfida kompakt-
nich mnoZin v Sobolevové prostoru dostateéné iroka a rovnéZ dosti §iroka tfida funkci F
spliiuje pfedpoklady, postacujici k existenci minima. Velmi p&kny vyklad této metody
je v knize M. M. VAINBERGA [47].

Oznacime-li T zobrazeni, které funkci fe M pfifadi

d [OF 0z 0z 0 [OF 0z 0z oF

—l=—(%»z—s— )+ =%V 2—>s—]))— —>

0x (61) ( ox 6y>> dy (54 ( ox 9y>> 0z
vidime, Ze z je feSenim rovnice (4), pravé kdyZ T(z) = 0 nebo z je pevnym bodem zobra-
zeni 1 — T (1 je identické zobrazeni na M). (Rekneme, Ze z je pevnym bodem zobrazeni
1 — T, jestlie (1 — T)(z) = z.) Resitelnost rovnice (4) lze dokazovat pouZitim v&t
o pevném bodu — af klasické véty Banachovy, nebo jejiho zobecnéni na zobrazeni spoji-
ta ve slabé topologii (J. SCHAUDER [42]).

Jinou metodu k FeSeni rovnice T(z) = 0 pouzil J. Schauder v &anku [41]. Sestrojime
mnoZinu zobrazeni {T,},E«)'1 s tak, aby spojité z4visela na parametru ¢, T; bylo rovno
pivodnimu T a rovnice Ty(z) = 0 byla jednoduse fesitelnid. Oznadime T mnoZinu viech
te {0, 1), pro néZ je rovnice T,(z) = O feSitelnd a chceme dokazat, Ze 1 € 7. Je jasné,
Ze 0 e, stadi tedy dokazat, Ze v je soulasné oteviena i uzaviend v intervalu <0, 1).
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ProtoZe interval <0, 1) je souvisly, je pak nutn& t = <0, 1). Tvrzeni, Ze 7 je otevieni
Ize zpravidla dokazat pouZitim vét o pevném bodu; k dikazu, Ze 7 je uzaviena, je zpra-
vidla zapotfebi tak zvany apriorni odhad feSeni. Tento apriorni odhad ukazuje, Ze je-li
z fe¥enim rovnice (4) a leZi ve vhodné zvoleném prostoru X, pak jeho normu v X je
moZné odhadnout &islem, které zavisi pouze na @, okrajovych podminkéch a funkci F
z rovnice (4). JestliZe potom ;€ 7 a t; — t,, existuji podle pfedpokladu feSeni z; rovnic
T,(z;) = 0. Apriorni odhad pro z; ukazuje, Ze {z;} tvofi kompaktni mnoZinu v prostoru
X a limita vhodng& vybrané posloupnosti je potom feSenim rovnice T,,(z) = O.

Jina existenéni metoda je zaloZena na zobecnéni Brouwerovy véty o pevném bodu
na prostory nekoneéné dimenze. Pfedpokladejme, Ze zobrazeni K = 1 — T je spojité
a zobrazuje kaZdou omezenou mnoZinu v X do kompaktni mnoZiny. (Takova zobrazeni
se nazyvaji totaln€ spojitd nebo kompaktni.) Je-li  omezena oblast v X, T je definovano
na uzivéru mnoZiny w a rizné od nuly na hranici w, definuji J. Leray a J. Schauder [24]
stupei d zobrazeni T vzhledem k mnoZin€ w. (Stupeii d je, intuitivn€ feceno, podet
kofenid zobrazeni T v mnoZiné€ w.) Podstatné je, Ze je-li stupeii d(7, w) + 0, pak 7' ma
v oblasti w alespoii jeden kofen. DileZitd vlastnost stupné€ je invariance: stupeii se
neméni, jestlize se T spojité transformuje tak, Ze Zadné kofeny zobrazeni T v pribé&hu
transformace neleZi na hranici dw. MiZeme dokazovat existenci feSeni tak, Ze zobrazeni
T spojité deformujeme na zobrazeni T, tak, aby se na hranici nevyskytly Zddné kofeny
a aby stupeni d(Ty, w) =+ O.

Kazd4 z téchto metod klade néjaké poZadavky na hladkost slabého fe$eni lohy. Je to
pfedpoklad o slabé spojitosti zobrazeni T v Schauderové vété€ o pevném bodu, apriorni
odhad nebo totalni omezenost v definici stupné zobrazeni. Dostdvame se takto k Sir§imu
pojeti problému regularity: Do jaké miry diferencidlni vlastnosti feSeni uvnitf oblasti Q
(ptipadné na uzavéru ) zavisi pouze na funkci F (ptipadné na hranici oblasti a okrajo-
vych podminkach) a nezavisi na vybéru prostoru, v némZ dokazujeme existenci feSeni?

2. Regularita Fefeni

V plné obecnosti je odpovéd na otdzku regularity feSeni negativni. V r. 1968 sestrojili
E. Giusti a M. MIRANDA [17] pfiklad, v n¥m? Q = {x e R,; |x| < 1} (» 2 3), funkcio-
nél I je definovan pomoci funkce

n n 2
F({zi}'il=1a {Pu}';.j=1) =‘12=1P?j +( > (5;‘1 + 4 ii-)l’u) ,

151 n—21+ (|z))?

ktera je analyticka, a slabym FeSenim Dirichletovy okrajové tlohy je funkce
2(x) = =,

[~

ktera neni ani spojita uvnitf oblasti Q. Eulerova-Lagrangeova rovnice tohoto funkcio-

nélu v bodé& z pfitom spliiuje podminku (6) z ¢lankd I. G. Petrovského, oviem derivace

dI(u, v) funkcionalu I neexistuje v 24dném bod& u Sobolevova prostoru W3(£). Pro malé
dimenze (n < 30) se oviem nepodafilo dokazat, Ze funkce z je jedinym Fe$enim varia&ni
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ulohy a neni jasné, zda uloha kromé tohoto nespojitého fefeni nema jesté jiné, klasické.
Mnohé dalsi protiptiklady sestrojili V. G. MAzZJA[26] a I. V. SKRYPNIK [44]. V sou&asné
dobé je znadmy protiptiklad (viz J. NECAs [33]), ktery ma pouze neregulérni feSeni uZ pro
dimenze n = 5 a je diferencovatelny na celém prostoru (n = 5).

Ve viech téchto pfikladech je mnoZina bodi, v nichZ fefeni neni hladké, jednobodova.
Snadno se sestroji pfiklad, v némZ tato mnoZina je kone¢ni nebo spoletna. Vznikla
tak otazka, jak velka miZe byt mnoZina neregularnich bodi. V r. 1968 dokézal CH. B.
MORREY, Ze za jistych pfedpokladii na funkci F existuje uzaviend mnoZina S < Q tak,
Ze fe¥eni ma spojité derivace na mnoZing Q \ S a Lebesgueova n-dimenziondlni mira
mnoZiny S je nulova. Tento vysledek zlepsili E. Giusti a M. Miranda [ 18], ktefi dokazali,
Ze dokonce jemné&j$i Hausdorffova mira H,_; mnoZiny S je rovna nule.

Chceme-li v obecném piipad€ dokazat, Ze feSeni reguldrni variacni tlohy je analytické,
je tieba podobné jako v piivodni Bernsteinové praci pfedpokladat néjakou dodate€nou
diferencovatelnost tohoto feSeni. Tyto postacujici podminky se podafilo podstatné
zeslabit: od &ldanku Ch. B. Morreye [27], ktery pfedpokladal, Ze z je funkce spliiujici
Lipschitzovu podminku, pfes prace O. A. LADYZENSKE a N. N. URALCEvy [22], [23],
kde se predpoklada, Ze funkce z je omezend a jde o jednu rovnici, aZ ke knize I. V.
SKRYPNIKA [44], kde za pfedpokladu, Ze funkce z leZi v Sobolevové prostoru W,'()
a Q c R, pfitemZ indexy m, n, p spliiuji rovnost mp = n, se dokaze, Ze funkce z je
spojita.

Obratme se nyni ke specidlnim pfipadiim, pro néz véty o regularité plati bez jakychkoli
dodateCnych podminek na feSeni z. Dlikazové metody se daji — opé&t velmi zhruba —
rozdélit na dvé& skupiny.

V prvni z téchto metod se dokazuje, Ze feSi-li funkce z reguldrni variaéni tilohu, pak
diferenéni podil

4,2(x) = z(x + lll})ll— z(x)

Fesi jistou linedrni diferencialni rovnici, ktera ma velmi §patné koeficienty. Obecn€ miiZe-
me fici jenom, Ze to jsou omezené méfitelné funkce a i to jen v pfipadé, Ze rist funkce F
v proménnych p a ¢ je kvadraticky. Tim je problém regularity feSeni nelinedrni Eulerovy-
-Lagrangeovy rovnice s analytickymi koeficienty pfeveden na problém regularity feSeni
linedrni rovnice s omezenymi mé&fitelnymi koeficienty. V r. 1957 dokazali nezavisle na
sob& E. DE Giorai [12] a J. NasH [32], Ze je-li funkce z € W}(R) feSenim rovnice

50 0z
w_z; _6;: (aij(x) a‘) =f

J,

s omezenymi méfitelnymi koeficienty a;;, které spliiuji podminku stejnomé&rné eliptic-
nosti (tj. existuje » > 0 tak, Ze pro viechna e R, je

n
jzlauﬂi’h = ”Iﬂlz ) s

pak prvni derivace funkce z jsou a-hdlderovské. PouZitim tohoto vysledku se dokaZe,
Ze A,z fe¥i linearni rovnici s hélderovskymi koeficienty a dal§im uZitim hlubokych vét
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o regularité feSeni linedrnich rovnic s hladkymi koeficienty (viz S. AGMON, A.DOUGLIS,
L. NIRENBERG [2]) se dostane analyti¢nost slabého feSeni. Neni-li riist rovnice kvadra-
ticky, jde-li o systémy nebo o vy$§i fad rovnice, daji se vzniklé¢ problémy pfekonat,
je-li oblast Q rovinna (viz J. NECAs [34], J. STARA [46]).

Druh4i metoda vyuZiva vhodné volby funkci ¥ pfimo v rovnosti dI(z, u) = 0; ¢tenaf
se o ni miZe poudit v pracich Ch. B. Morreye [27], [28], [29], E. De Giorgiho [12].

Zavérem muZeme shrnout, Ze véty o regularité slabych feSeni plati bud pro jednu
rovnici druhého ¥4du na oblasti @ = R, s libovolné velkym 7, nebo pro systém rovnic
libovolného fadu, ale pouze na oblasti 2 = R,. Pro variaéni tlohy vy$§iho fadu na
oblastech @ = R, s n = 5 véty o regularité v plné obecnosti neplati. V pfipadé n = 3,4
zUstava problém nadale otevieny.

3. Minimélni plochy

Obratme se nyni k jednomu specialnimu regulirnimu (ve smyslu Hilbertové) varia¢ni-
mu problému. Pravé tak jak Laplaceova rovnice (2) reprezentuje celou tfidu rovnic s po-
dobnymi vlastnostmi, je rovnice minimalni plochy

oS o

0 2 2 2
*\ (1+(Z) + (L P\ (1+(ZY + (2
Ox Oy ox dy
prototyp jiné tfidy diferencidlnich rovnic, jejichZ feSeni maji vlastnosti odlisné od

vlastnosti feSeni rovnic typu (2). Rovnice (7) je Eulerova-Lagrangeova rovnice funkcio-
nalu

o e (e

kde fe C'(Q) n C(Q) (tj. funkce f ma spojité prvni parcidlni derivace v 2 a sama je
spojita v ). Cislo I(f) ma vyznam povrchu plochy, dané grafem funkce z = f(x, y), kde
(x,y)e Q.

Diivod jiného chovani feSeni rovnice (7) je ve zvlaStni nelinearité rovnice minimélni
plochy (7). Pfesngji, budeme-li uvaZovat kvazilinedrni eliptickou rovnici

) a(x; S 6f> f+ b< yaf 6f> ot +c<xyaf af) i =0,
ox’ oy ox* 0x 0dy/ 0xdy ox dy) oy*

kde ac — b* > 0, a > 0, pak podstatna vlastnost koeficientt a, b, ¢, podle niZ se Fidi
chovani feSeni rovnice (9), je rast kvadratickych forem

F\(x, y, p, q) = ap* + 2bpq + cq*,
Fyx, 3,0, 9) = (@ + ) (p* + ¢%)
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pro p, g jdouci do nekone&na. Rekneme, Ze riist kvadratické formy je v bod& (x, y) roven
Cislu a, jestliZe existuji konstanty m e {1, ©), ¢ > 0 tak, Ze

(1/m) (p* + ¢9)"* £ F(x,y, p, q) £ m(p*® + ¢q*)*/*

pro viechna p, q; p> + g% = o. Jestlize kvadratické formy F, (resp. F,) maji rést o,
(resp. o) stejny pro viechna (x, ¥) z uvaZované oblasti, pak charakter feSeni rovnice (9)
je urlen &islem o = a, — a,. Pro Laplaceovu rovnici je « = 0, pro rovnici minimalni
plochy je « = 2. D4 se fici, Ze pfedél rozdé€lujici rovnice (9) na dvé skupiny je &islo
a=1.

Je zajimavé si uvédomit nékteré podstatn& odli§né vlastnosti feSeni rovnic (2) a (7),
které reprezentuji tyto skupiny.

1. Odstranitelné singularity

Existuje feSeni f(x, ) rovnice (2) na jednotkovém kruhu K'v R, s vyfiatym po&atkem,
které nelze prodlouZit do po&atku (tj. neexistuje feSeni f rovnice (2) na celém K takové,
7e f = fna K\ {(0, 0)}). Je mozné vzit f(x, y) = log (x*> + y*)"/% Naopak kazdé FfeSeni
rovnice (7) na K\ {(0, 0)} je restrikci n&jakého feSeni rovnice (7) na celém K (viz [8]).

2. Konecnost odpovidajiciho funkciondlu

Existuje feSeni f(x, y) € CA(K) n C(K) (tj. dvakrat spojit& diferencovatelna funkce
uvnitf jednotkového kruhu, kterou lze spojité prodlouZit na uzivér K), pro které je

(viz [21])
JLG) + @) Jerer=

Z¥ejm& toto fefeni rovmice (2) nelze ziskat pomoci variaéni metody. Naopak graf
kaZdého feSeni f(x, y) € C*(K) n C(K) rovnice (7) ma kone&ny povrch, tj.

[l 8+ 5o«

(viz J. C. C. NitscHE [35]).

3. Bernsteinova véta

Ziejmé existuje funkce f(x, y) fesici rovnici (2) v celé roving, ktera neni linearni (napft.
f(x,y) = xy). Pro feSeni rovnice (7) plati Bernsteinova véta: Kazdé feSeni fe C*(R,)
rovnice (7) na celém R, je nutng linearni (viz [7]).

Kone&ng dalsi podstatna odli§nost feSeni rovnic (7) a (2) je feSitelnost Dirichletova
problému. Vzhledem k tomu, Ze to je vlastn& obsah 20. Hilbertova problému, v&énujeme
této otazce vice mista.
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4. Resitelnost Dirichletova problému

Otazky existence feSeni rovnic typu (2) byly u¥ podrobn rozebrany; pro 3irokou tfidu
rovnic, oblasti a okrajovych podminek je dok4z4na existence (pfipadng slabého) feseni
s tim, Ze hladkost feSeni je dokdzana aZ na jistou malou mnoZinu neregularnich bodd.
Pro tfidu rovnic typu (7) je situace jinid. Budeme-li Hilbertiv problém brat doslovng,
pak Eulerova-Lagrangeova rovnice (7) funkcionilu (8) pro n&které oblasti 2 a jisté okra-
jové podminky nemé ani klasické ani slabé feSeni a je to pfiklad ukazujici, Ze FeSeni
tohoto Hilbertova problému je v tomto smyslu negativni. V §ir§im smyslu, nahradime-li
funkcional (8) funkcionilem (10) definovanym pro parametrické plochy, lze dokazat
existenci fefeni v zobecnéné tf¥idé ploch. Rozebereme nyni tyto otdzky podrobnéji.

Prvni pfiklad oblasti a okrajové podminky, pro niZ (7) nemé feSeni (klasické), byl
uvefejnén jiZz v r. 1912 BERNSTEINEM [6]. Zakladni mySlenka protipfikladu je tato:
Oznacme

Y(x, y) = — arccosh \/(x* + »?)

funkci definovanou vné jednotkového kruhu. Funkce  fesi rovnici (7) a ma tu zvlastnost,
Ze jednostranné derivace podle normaly v bodech jednotkové kruZnice jsou rovny + oo.
Princip maxima, platici obvykle pro feSeni reguldrnich varia¢nich tloh, se podafilo
Bernsteinovi pomoci funkce y zobecnit takto:

Necht pro jednoduchost @ = {(x,») € R;; x> 0,y > 0,1 < x* + »* < 2}. Ozna¢-
me T tu &ast 09, ktera leZi na jednotkové kruZnici. Pak plati:

Je-li ue C*(Q) n C(Q) teseni rovnice (7) na Q, pro které plati u(x, y) < ¥(x, y) na
0Q \ T, pak uZ tato nerovnost plati na celé 92, a tedy i na Q.

Tim uZ je konstrukce hledané okrajové podminky jasna. Zfejmé existuje spojita funkce
fna 0Q takova, Ze f = ¢ na 0Q\ T a Ze f(x, y) > 0 alespoii v jednom bod¢ (x, y) e T.
Existence feSeni rovnice (7) s okrajovou podminkou f by byla ve sporu s vy$e uvedenym
principem maxima, nebof yy = 0 na 7. Stejna situace je i pro slabé feSeni; pfirozenym
prostorem, kde je tfeba hledat slab4 feSeni, je Sobolevilv prostor W 1(Q); ukazuje se viak,
Ze pro vy$e uvedenou okrajovou podminku f neexistuje ani slabé feSeni rovnice (7)
(viz V. Soulek [45]). Pozdgji se ukazalo (M. GIAQUINTA, J. SOUCEK [16]), Ze mechanis-
mus Bernstéinova protipfikladu (tj. princip maxima pro specialni feSeni) je jedinou pii-
¢inou neexistence slabého feSeni.

Obecné se da ukézat, Ze pro kazdou nekonvexni oblast v roviné s rozumnou hranici
Ize najit spojitou okrajovou podminku, pro niZ klasické feSeni Dirichletova problému
neexistuje (viz [ 35], str. 203). Naopak pro spojité okrajové podminky na konvexni oblasti
byla existence klasického feSeni dok4dzéna nedlouho po uvefejnéni Hilbertovych problé-
mi (viz T. Rap6 [38]).

Funkcionl (8) ma pfirozené zobecnéni i pro R, s n > 2. V tomto pfipadé lze existenci
klasického fe¥eni dokéazat pro oblasti, jejichZ hranice ma kladnou stfedni kfivost (viz
H. JENKINS, J. SERRIN [40]). Podminka nezaporné stfedni k¥ivosti zobeciiuje pro n > 2
podminku konvexity oblasti, pro n = 2 s ni splyva. Problém regularity fefeni rovnice
(7) byl feSen kladn& v tomto smyslu: JestliZe existuje pro pfislu$nou okrajovou podminku
feSeni rovnice (7) af slabé nebo klasické, pak je nutn& analytické v Q.
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Uloha najit minimum funkcionalu (8) se zadanou okrajovou podminkou mi sviij
konkrétni fyzikalni obsah. Jestlize kfivku (graf funkce zadéavajici okrajovou podminku)
v R; skuteén€ vyrobime z dratu a ponofime do roztoku glycerinu, vytvofi se na dratu
po vytaZeni plocha, ktera je pravé plocha s nejmen$im povrchem. V tomto fyzikalnim
smyslu je ov§em nepfirozena podminka, Ze plocha musi byt grafem funkce z = f(x, y).
Fyzikalni uloze odpovidé spiSe tzv. Plateatv problém:

Necht S je parametricky zadana plocha, tj. nechf S je obraz oblasti 2 = R, pfi zobra-
zenis: Q - R,

(u, v) = (x(u, ), Y(u, v), 2(u, v))

kde x, y, z jsou spojité diferencovatelné funkce proménnych u, v. Povrch plochy je

potom dan ¢islem
wo o= [ &) )+ GG G G-
o ([ \Ou Ou Ou ov ov ov

LTI P
oudv Oudv Oudv

Plateativ problém je tloha najit parametricky zadanou plochu S, jejiZ povrch je nejmensi
mezi viemi parametrickymi plochami s toutéZ okrajovou podminkou (tj. pro né&Z s(6Q)
je zadana kfivka v R;). Plateaiiv problém byl v R; vyfeSen J. DouGLASEM [13] pro okra-
jovou podminku zadanou libovolnou Jordanovou k¥ivkou v R; a pozdgji (viz J. Douglas
[14])i pro okrajovou podminku tvofenou vice kfivkami s restrikcemi topologického typu
na hledané feSeni. Zvolime-li kfivku v R; zadanou okrajovou podminkou, pro niZz
tloha (7) nema4 klasické ani slabé fefeni, ma Plateativ problém feSeni ve tfid€ parametric-
kych ploch.

Obdobna tloha v R, s » > 3 se ukazala byt mnohem obtiZngjsi a jeji FeSeni bylo dra-
matické a prekvapujici. V ramci klasické teorie se tento problém nepodafilo vyfesit.
Teprve podstatné zobecné€ni pojmu plochy umoznilo dokazat existenci jistého zobecné-
ného parametrického feSeni. Byli to FEDERER a FLEMING [15], DE Giorat [10] a Rel-
FENBERG [ 39], ktefi v roce 1960 nezavisle na sob& a riiznym zpisobem dokézali takovouto
existen¢ni vétu. Kterékoliv z téchto zobecnénych FeSeni oviem zdaleka nebylo hladkou
plochou a dalSich devét let se prace v této oblasti soustfedila na diikaz regularity feSeni.
Presné&ji bylo tieba dokézat, Ze kaZda (n — 1)-rozmérnd zobecnénd minimalni plocha
je analytick4 v kaZdém svém bodg. Toto tvrzeni bylo dokazino pro n = 4 v roce 1966
(ALMGREN [3]) apron = 5, 6, 7 v roce 1968 (SiMONSs [43]). Dalsi postup v feseni problé-
mu byl spojen s Bernsteinovou vétou: Funkce f(x,,..., x,_,) definovanid na R,_,,
jejiz graf je minimalni plocha, je uZ nutné linearni. Nejpfesné&ji byla tato souvislost uka-
zéna v [11] v roce 1965: Plati-li tvrzeni o regularité pro (» — 2)-dimenzionalni plochy
v R, -, pak Bernsteinova véta plati v R, (tj. pro funkce (n — 1) prom&nnych). Z vysledki
Almgrena a Simonse tedy plyne platnost Bernsteinovy véty pro n < 8. V té dob& uz
asi vSichni v&fili, Ze je jen otdzka Casu, kdy tvrzeni o regularité a Bernsteinova véta budou
dokazany pro libovolné n. Pfekvapujici bylo, kdyZ v roce 1969 BoMBIiER], DE GIORGI
a Grusti [9] dokazali, Ze Bernsteinova v&ta neplati pro n = 9 a tvrzeni o regularité
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neplati pro n = 8! Tento dikaz (velice hluboky a p&kny) definitivng uzaviel problém
regularity minimélnich ploch a tim zarovefi i problém existence klasického FeSeni ve
vy$8ich dimenzich. Obecn& nalezené feSeni neni klasické, d4 se pouze dok4zat, Z¢ mno-
Zina singularit neni v jistém smyslu pfili§ velika.
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